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MIT  EIMRR  LITHOaBAPHIBTEN  TAFEL  UND  IN  DEN  TEXT  QEDRUCKTEN  FIGUREN. 


LEIPZIG, 

DBUCK   UND    VERLAG    VON  B.  O.  TEUBNER. 

1884. 


Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


In  der  vor  vierzehn  Jahren  von  Riemcmn  veröfiFentlichten  Schrift: 
y^Grundliagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  ver- 
änderlichen complexen  Grösse^'*)  finden  sich  zwei  Gedanken  aus- 
gesprochen,  die  von  fundamentaler  Bedeutung  sind. 

Während  man  bis  dahin  bei  Behandlung  solcher  Functionen 
ausging  von  einem  Ausdruck  der  Function,  durch  welchen  ihr  Werth 
für  jeden  Werth  des  Arguments  definirt  wird,  erkannte  Riemann, 
dass  es  für  viele  Untersuchungen  zweckmässiger  imd  natürlicher 
ist,  die  Functionen  zu  definiren  durch  gewisse  Merkmale  ihrer  Stetig- 
keit oder  Unstetigkeit.  Wenn  dieser  Gedanke  auch  nicht  vollständig 
neu  ist,  sondern  in  seinen  Anfängen  weiter  zurückreicht,  so  hat 
doch  Rietnann  zuerst  sein  volles  Gewicht  erkannt,  und  zuerst  den- 
selben, entkleidet  von  aller  fremdartiger  Beimischimg,  in  allgemeiner 
und  zugleich  bestimmter  Weise  ausgesprochen. 

Vollständig  neu  ist  der  zweite  Gedanke.  Die  von  Gauss  an- 
gegebene Methode,  die  Werthe  einer  von  einem  complexen  Argu- 
ment abhängenden  Function  auf  einer  Fläche  auszubreiten,  war  nur 
anwendbar  auf  emwerthige  Functionen.  Riemann  zeigte,  dass  die 
me&rwerthigen  Functionen  einer  ganz  ähnlichen  Behandlung  fähig 
sind,  sobald  man  Flächen  in  Anwendung  bringt,  die  aus  mehreren 
über  einander  liegenden,  an  einzelnen  Stellen  mit  einander  ver- 
wachsenen Blättern  bestehen,  und  die,  was  ihre  nähere  Beschaffen- 
heit anbelangt,  abhängig  sind  von  der  individuellen  Natur  der  ge- 
rade betrachteten  Function. 

Es  scheinen  diese  Gedanken  zu  Anfang  wenig  beachtet  zu  sein. 
Welcher  Wirkung  dieselben  aber  fähig  sind,  zeigte  sich  bald  und 
in  überraschender  Weise,  als  Riemann  dieselben  in  Anwendung 
brachte  auf  die  elliptischen  und  Aberschen  Integrale,  und  als  es 


*)  Doctor-Dissertation.    Göttingen  1861. 
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IV  Vorwort. 

ihm  glückte,  in  diesen  Regionen  zu  einer  Theorie*)  zu  gelangen, 
die  über  die  früher  inne  gehalteneu  Grenzen  weit  hinausreichte, 
Vieles  aufklärte,  was  bis  dahin  dimkel  war,  und  Manches  vereinigte, 
was  früher  getrennt  erschien. 

In  einem  Punkte  scheint  die  Theorie  allerdings  manc^elhaft  zu 
sein.  Sie  zeigt,  wie  die  Umkehrung  der  Abel'schen  Integrale,  so- 
bald die  Tlietafunction  einmal  htl:ayint  isf^  mit  Hülfe  dieser  Func- 
tion bewerkstelliget  werden  kann:  sie  ^iebt  hin^etren  keinen  Auf- 
schluss  über  die  innere  Xothwendi^ckeit,  welche  von  den  Aberschen 
Integralen  zur  Bihhoif/  jener  Thetafunction  hinleitet.  Doch  wird 
dieser  Uebelstand  ohne  Zweifel  von  selber  verschwinden,  sobald  die 
Kiemann'schen  Gedanken  und  die  durch  sie  begründete  neue  An- 
schauungsweise erst   in  weiterem  Umfani^e    zur   Herrschaft   gelangt 

O  O  OD 

sein  w^erden. 

Wie  gewaltig  nämlich  die  Erfolge  auch  sein  mögen,  welche  im 
Gebiet  der  elliptischen  und  Abel'schen  Integrale  durch  die  neue 
Anschauungsweise  errungen  wurden,  so  sind  sie  doch  nur  als  ein 
erstes  Beispiel  zu  betrachten.  Es  giebt  andere  Theile  der  mathe- 
matischen Wissenschaft,  auf  welche  jene  Anschauungsweise  wahr- 
scheinlich von  nicht  minder  kraftvoller  Wirkung  sein   wird. 

Dass  bisher  wenig  geschehen,  was  solche  Erwartungen  recht- 
fertigt, hat  seinen  Grund  darin,  dass  die  neuen  Oedanhu^  und  dass 
namentlich  die  mit  diesen  zusammenhängenden  neuen  MvÜufden  sich 
noch  nicht  hinreichend  Bahn  gebrochen  haben. 

Um  mich  deutlicher  ausdrücken  zu  können,  erinnere  ich  an  die 
Differential-  und  Integral-Rechnung.  Die  dieser  Disciplin  zu  Grunde 
liegenden  Gedanken  sind  ihrem  Wesen  nach  einfach,  an  Zahl  ge- 
ringe. Um  aber  diese  Gedanken  benutzen  zu  können,  bedarf  es 
nicht  allein  ihrer  Kenntniss,  sondern  auch  eines  sorgfältigen  und 
mühsamen  Studiums  der  aus  ihnen  ents})ringenden  Methoden.  Ebenso 
verhält  es  sich  mit  der  durch  liiemann  begründeten  neuen  Dis- 
ciplin. Auch  hier  liegt  eine  weite  Kluft  zwischen  der  Kenntniss  der 
einfachen  Grundgedanken  und  zwischen  der  Kenntniss  der  sich  an- 
schliessenden Methoden. 

Allerdings  sind  diese  Methoden  von  Biemann  entwickelt,  ent- 
wickelt in  ansehnlichem  Umfange.  Wer  sie  aber  aus  diesen  Ent- 
wickelungen  kennen  lernen  will,  hat  einen  beschwerlichen  und  steil 
ansteigenden  W^eg  vor  sich,  von  vielfach  wechselnder  Richtung. 

*)  Riemanns  Theorie   der  Abt4'8chen   Functionen,   und   drei   andere   dazu 
gehörige  Aufsätze  in  Borchardt/s  Journal.     Band  51. 


Vjorwort  V 

Eine  Vorlesung,  die  ich  im  Sommersemester  1863  an  der  Uni- 
versität Halle  über  diesen  Gegenstand  hielt,  veranlasste  mich,  nach 
einem  Wege  zu  suchen,  der  ein  moglicht  bequemes  und  stetiges 
Ansteigen  gestattet  und  der  zugleich  in  massigen  Intervallen  auf 
Buhepunkte  führt,  von  denen  aus  die  jedesmal  zurückgelegte  Weg- 
strecke deutlich  übersehen  werden  kann.  Zugleich  schien  es,  falls 
der  gewählte  Weg  die  aufzuwendende  Mühe  lohnen  sollte,  nothwen- 
dig,  von  Anfang  an  ein  festes  Ziel  ins  Auge  zu  fassen,  und  Alles, 
was  zu  weit  ausser  der  so  bestimmten  Richtung  lag,  vorläufig  un- 
beachtet zu  lassen.  Es  darf  daher  nicht  befremden,  wenn  in  dem 
vorliegenden  Lehrbuch,  welches  im  Wesentlichen  den  Inhalt  der 
damals  gehaltenen  Vorlesung  ausmacht,  Manches  fehlt,  was  an  und 
für  sich  wichtig  ist,  z.  B.  fast  Alles,  was  auf  die  Gonvergenz  der 
Reihen  Bezug  hat. 

Während  ich  übrigens  in  jener  Vorlesung  nur  bis  zur  Umkeh- 
rang  der  elliptischen  Integrale  vorzudringen  für  angemessen  fand, 
bin  ich  gegenwärtig  weiter  gegangen,  nämlich  bis  zur  Umkehrung 
der  hyperelliptischen  Integrale.  Ausserdem  ist  in  der  Zwischenzeit 
auch  Manches  geändert,  was  damals  nicht  anschaulich  genug  her- 
vortrat, oder  nicht  hinreichend  strenge  zu  sein  schien. 

Meine  Darstellung  fusst  ausschliesslich  auf  dem  Studium  der  sc/ion 
genannten  Biemann'schen  Abhandlungen.  Erwähnen  muss  ich  dabei 
jedoch  eines  Gedankens,  der  mir  aus  Riemann's  Vorlesungen  durch 
mündliche  Ueberlieferung  zu  Ohren  kam,  und  der  auf  meine  Dar- 
stellung von  nicht  geringem  Einfluss  wurde.  Dieser  Gedanke  be- 
steht in  der  Projection  der  auf  der  Horieontalebene  ausgebreiteten 
Fonctionswerthe  nach  einer  Kugelfläche  hin.  Ich  habe  dieser  (wie 
ich  glaube  nur  beiläufig)  von  Riemann  angegebenen  Projection  noch 
eine  zweite  (die  Projection  von  der  Kugdfläche  auf  die  Antipoden' 
fhene)  hinzugefügt-,  und  glaube,  dass  diese  geometrischen  Vorstel- 
lungen, obwohl  für.  die  Wissenschaft  selber  unwesentlich,  für  die 
erste  Einführung  in  die  von  Riemann  begründete  neue  Disciplin  von 
grossem  Vortheil  sein  werden. 

Was  im  Lauf  der  letzten  Jahre  (in  directer  oder  indirecter  Weise) 
darch  die  Schriften  von  Roch  und  Prym  über  Riemann's  Vorlesungen 
bekannt  wurde,  konnte  nicht  mehr  von  Einfluss  werden  auf  das 
vorliegende  Lehrbuch,  welches  damals  in  Plan  und  Anordnung  be- 
reits eine  ihm  eigenthümliche  und  feste  Gestaltung  gewonnen  hatte. 

Als  meine  Arbeit  fast  völlig  zum  Abschluss  gebracht  war,  er- 
schien das  schätzbare  Werk  von  Durege.    In  demselben  zeigte  sich 


VI  Vorwort. 

Manches  behandelt,  was  ich  ebenfalls  bearbeitet  hatte,  Manches 
auch  in  helles  Licht  gestellt,  was  in  meiner  Arbeit  nur  schwach 
angedeutet  war  oder  wohl  ganz  fehlte.  Im  Ganzen  erschienen  Ziel 
und  Anordnung  des  Werkes  von  Durege  von  denen  des  meinigen  so 
wesentlich  verschieden,  dass  ich  die  Verötlentlichung  meiner  Arbeit 
keinen  Augenblick  beanstandet  habe. 

Ich  glaube,  dass  die  Schwierigkeiten,  welche  dem  Verständniss 
der  Eiema Einsehen  Abhandlungen  entgegenstehen,  durch  das  vorlie- 
gende Lehrbuch  beseitigt  sein  werden.  Ausgenommen  bleibt  dabei 
allerdinjTs  ein  wesentlicher  Punkt,  welcher  in  meine  Darstellunjj 
ihrem  ganzen  Gange  nach  nicht  hiueini)asste,  nämlich  die  Darlegung 
und  Anwendung  des  Vir ichlet  sehen  rr'inelps.  Das  Wesentliche  hier- 
über gedenke  ich  bei  späterer  Gelegenheit  kurz  zusammenzustellen. 

Solches  ibt  inzwischen  geschehen  durcli  eine  kleine  Schrift,  die  gegen- 
wärtig (October  18G5)  im  Druck  bei,'riffen  ist,  und  die  den  Titel  führt: 
Das  Dirichk'Vschc  Princip  in  seiner  yhiiccnditnfj  auf  die  Ixiemann  sehen 
Flächen. 

Basel,  Januar  1865. 


Vorwort  zur  zweiton  Aiifla2:e. 

Während  die  erste  Auflage  nur  die  Theorie  der  eUtptisehen  und 
hiipereUiptischen  Integrale  enthält,  umt'asst  die  gegenwärtige  zweite 
Auflage  auch  noch  die  Theorie  der  allf/nneinen  Ahd sehen  Integrale. 
Namentlich  enthält  sie  das  diesen  Integralen  zu<^eliöri<a^  AhcVselie 
Theorem j  und  das  denselben  entsprechende  ryr/ro6/'.s(7^r  L')Hl:r'hrproblem. 

Bei  dieser  Ausdehnung  des  Werkes  war  es  nothwondig,  das 
Dir  ichlet^  sehe  Princip  oder  vielmehr  die  aus  diesem  Princip  von  lUe- 
mann  deducirten  Ejistenzfheoremc  mit  in  den  Kreis  der  Betrachtung 
hineinzuziehen.  Da  nun  das  Dirichlersclie  Princip  der  erforderlichen 
Strenge  entbehrt,  und  vorläufig  auch  keine  Hoffnung  vorjianden  ist, 
dasselbe  [etwa  durch  irgend  welche  Modilication|  dieser  Strenge 
theilhaftig  zu  machen,  so  entstand  die  Aufgabe,  jene  Kiemann'schen 
Existenztheoreme,  unter  Yernwuhnuj  des  Diriclilet'sehen  Princips,  auf 
irgend  welchem  amiern  Wege  zu  beweisen,  —  etwa  durch  die  Me- 
thode des  ariihmdisehen  MitfelSj  unter  Zuhülfenahme  bekannter  eom- 
hinatoriselier  Methoden, 


Vorwort.  VII 

Obwohl  die  Ausführbarkeit  eines  solchen  Unternehmens  kaum 
zweifelhaft  sein  konnte,  so  war  es  doch  zu  Anfang  meine  Absicht, 
derartig  difficile  Dinge  ganz  bei  Seite  zu  lassen  und  jene  [für  die 
Theorie  der  AbeFschen  Integrale  unentbehrlichen]  Riemann'schen 
Existenztheoreme  im  vorliegenden  Werk,  ohne  weitere  Begründung, 
nur  rein  historisch  mitzutheilen,  —  was  in  der  That,  etwa  in  der 
Mitte  des  Werkes  [pg.  238,  239]  auch  geschehen  ist.  —  Inzwischen 
ist  es  mir  nun  aber  gelungen,  den  Beweis  jener  Theoreme  wirklich 
zu  finden.  Und  demgemäss  habe  ich  diesen  Beweis  dem  vorliegen- 
Werke  nachträglich  noch  beigefügt  in  den  drei  letzten  Capiteln. 

Der  Beweis  beruht  der  Hauptsache  nach  auf  den  bereits  genannten 
Methoden.  Trotzdem  erforderte  die  wirkliche  Ausführung  des  Beweises 
vielfache  Arbeit  und  Anstrengung.  So  z.  B.  zeigte  sich,  dass  jene  Me- 
thoden, mit  Rücksicht  auf  den  vorliegenden  Zweck,  theils  einer  beträcht- 
lichen Vereinfachung  fähig ^  theils  aber  auch  einer  strengeren  Fassung  be- 
dürftig waren.  Das  Eine  wie  das  Andere  ist  von  mir  dadurch  erreicht 
worden,  dass  ich  die  Betrachtung  einer  mehrblättrigen  Biemann'schen 
Eugelfläche  auf  die  Betrachtung  von  lauter  Kreisflächen  reducirt  habe. 

Demgemäss  war  also  im  vorliegenden  Werk  die  Darlegung  der  Me- 
thode des  arithmetischen  Mittels  nur  für  den  Fall  der  Kreisfläche  erforder- 
lich. Auch  fahrt  das  auf  diesem  Wege  erhaltene  Theorem  (pg.  410)  so- 
fort zu  zwei  weiteren  die  Kreisfläche  betreffenden  Sätzen  (pg.  417  und 
pg.  423),  die  alsdann  ihrerseits  eine  bequeme  und  sichere  Grundlage  bil- 
den für  die  weiterhin  in  Anwendung  kommenden  combinaJtorischen  Metho- 
den. Dabei  sei  bemerkt,  dass  diese  letztern  von  mir  in  zwei  Kategorien 
gesondert  sind,  nämlich  in  disjwnctive  und  adjunctive  Methoden. 

Ich  habe  femer  noch  Einiges  zu  bemerken  über  die  Strenge  der 
in  meinem  Werk  gegebenen  Expositionen.  Der  von  Riemann  in 
seinen  ,,Grundlagen''  [Gesammelte  Werke  pg.  12]  angegebene  Satz : 

/(If  +  if )  ''^  =  -/(^  «°«  5  +  Fcos ,,)  ds 

ist  Yon  mir  ungeändert  beibehalten^  nämlich  auf  pg.  7  dieses  Werkes 
von  Neuem  reproducirt  worden,  —  obwohl  dieser  Satz  der  erforder- 
lichen Strenge  entbehrt.  Soll  nämlich  der  Satz  wirklich  correct 
sein,  so  ist  nicht  allein  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Functionen 
selber  (welche  von  Riemann  mit  X,  F,  von  mir  mit  W  bezeichnet 
sind),  sondern  überdies  auch  noch  die  Stetigkeit  ^rer  ersten  Ablei- 
tungen nach  Xj  y  vorauszusetzen.  So  z.  B.  wird  in  meinem  Werk 
die  letzte  Formel  auf  pg.  6  nur  dann  unanfechtbar  sein,  wenn  so- 

d  W 
wohl   W  selber,  toie  auch  -k—  längs  der  Linie  aa  stetig  sind. 


VIII  Vorwort. 

Diese  Ungenauigkeit  überträgt  sich  auf  viele  Theile  des  vor- 
liegeiiden  Werkes.    So  z.  B.  scheint  das  Canchijsche  Theorem  (pg.  19): 

nur  dann  ein  absolut  strenges  zu  sein,  wenn  auf  der  Flüche  9(, 
ausser  der  Stetigkeit  von  /'(^),  auch  noch  die  von  /"(/)  voraus- 
gesetzt wird. 

Absichtlich  habe  ich  indessen  in  dieser  Beziehung  die  Theorie 
in  derjenigen  Form,  in  welcher  sie  von  Cauchy  und  Eicmann  ge- 
geben ist,  zu  conscrvircn  gesucht.  Denn  dem  Anfänger  wird  hier- 
durch das  Verständuiss  meines  Werkes  erleichtert  werden.  Und 
andererseits  wird  der  weiter  Vorgeschrittene  und  an  absolute  Strenge 
Gewöhnte,  die  in  Rede  stehenden  Ungenauigkeiten  leicht  abzu- 
streifen und  die  betreffenden  Sätze  in  ihre  wirklich  correcte  Gestalt 
zu  versetzen  im  Stande  sein. 

Ueberhaupt  dürfte  es  ja  bei  der  Darlegung  einer  mathematischen 
Theorie  weniger  auf  eine  durchweg  strenge  Darstellung,  als  viel- 
mehr darauf  ankommen,  dass  die  angcgehencn  Methoden  die  zur  strerajen 
Darstellung  erforderlichen  Mittel  getcdJiren.  In  dieser  Beziehung  aber 
glaube  ich  die  Theorie  durch  mein  Werk  einigermassen  vervollstän- 
digt und  vervollkommnet  zu  haben,  nicht  nur  durch  die  schon  be- 
sprochene Beweisführung  der  Riemann'schen  Existenztheoreme,  son- 
dern namentlich  auch  durch  meine  Betrachtungen  über  die  Stetigkeit 
mehrdeutiger  Functionen  (im  sechsten  Capitel),  sowie  durch  meine 
Darlegungen  über  das  Verschwinden  der  Thetafunctionen  (im  drei- 
zehnten Capitel  pg.  333  —  353). 

Schliesslich  erlaube  ich  mir,  den  Leser,  hinsichtlich  meiner  Aus- 
drucksweise, auf  die  letzte  Seite  dieses  Werkes  aufmerksam  zu  machen. 
Dabei  möchte  ich  bitten,  die  wenigen  von  mir  neu  eingeführten 
Worte  nicht  als  wirkliche  Neuerungen,  sondern  nur  als  vorüber- 
gehende, dem  augenblicklichen  Zweck  entsprechende  Abbreviaturen 
anzusehen. 

Leipzig,  im  August  1884. 

Ncamann. 
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Erstes  Oapitel. 
Die  allgemeinen  Grundlagen  der  Canehy'sehen  Fonetionentheorie. 

§  1. 

lieber  die  Anwendung  geometrisoher  Vorstelliuigen  im  Bereiche 

der  Fnnotionentheorie. 

Dass  die  Functionentheorie  als  solche  von  geometrischen  Vor- 
stellangen  unabhängig  ist,  bedarf  keiner  Erläuterung.  Wenn  aber 
GausSj  Cauchy  und  Riemann  geometrische  Bilder  und  Vorstellungen 
im  Gebiet  der  Functionentheorie  nicht  nur  zur  Darstellung  bekann- 
ter,  sondern  auch  zur  Auffindung  neuer  Sätze  mit  Erfolg  in  Anwen- 
dung gebracht  haben;  so  dürfte  es  wohl  für  uns  gerathen  sein, 
diesem  Beispiel  Folge  zu  leisten,  und  die  Beihülfe,  welche  die  Geo- 
metrie der  Functionentheorie  gewährt,  wenn  sie  im  Grunde  genom- 
men auch  nur  eine  äusserliche  sein  mag,  nicht  zu  verschmähen. 

Jene  von  Gauss,  Cauchy  und  Biemann  eingeführten  geometrischen 
Vorstellungen  gehören  theils  der  Ebene,  theils  aber  auch  dem  Baume 
an  (wie  z.  B.  die  Riemann'schen  mehrblättrigen  Flächen,  namentlich 
aber  die  von  Biemann  eingeführten  Kugelflächen),  und  verlangen 
daher  zu  ihrer  Basis  die  Festsetzung  irgend  eines  rechtwinkligen 
Axensystems  (x,  y,  0)]  wobei  man  die  Wahl  hat  zwischen  zwei  zu 
einander  incongruenten  Systemen  (x,  y%  Jif)  und  (x',  )f\  if'\  von  denen 
das  eine  angesehen  werden  kann  als  das  Spiegelbild  des  andern. 

Hierbei  tritt  die  Unannehmlichkeit  ein,  dass  man  rein  geome- 
irisch  diese  beiden  incongruenten  Systeme  {af,  j/,  /)  und  {af\  y\  0") 
wohl  von  einander  zu  unterscheiden^  nicht  aber  das  eine,  gegenüber 
dem  andern,  durch  bestimmte  Merkmale  kenntlich  zu  machen  im 
Stande  ist.  Zur  Vermeidung,  respective  Beseitigung  dieses  Uebel- 
standes  bieten  sich  zwei  Methoden  dar. 

Die  eine  Methode  besteht  darin,  dass  man  ein  unbestimmtes  aber 
unüeränderliches  Axensystem  (x,  y,  0)  anwendet,  also  ganz  dahin 
gestellt    sein    lässt,   welches   der  beiden   Systeme   (af,  i/ y  0)   und 

Ne um  an  n,  Abersche  Integrale.  8.  Aufl.  1 


2  Er-t^'i-  <'ü].itv] 

./",  tj \  z" )  daruiit».'r  v»T>taij'leii  wercif.^ri  .^ull.  Ir^t  z.  B.  im  Kaume  eine 
Linie  /.  von  bestimmter  Kiclituuir  gegeben,  und  <oll  zwischen  den 
0»'i<len  einandt-r  ♦^ntLreL;».'mre.setzten  Kntationen  um  die.se  Linie  lals 
Axe  liUtt.T.-eljieden  werden,  ^o  wird  man  al>  p'isit'trr  Kutatiun  die- 
ynn'j.*-  ie.-t>»*tzen  kJnmen,  weltlie  zur  Kiehlunir  L  ebeuM.)  lieixt,  wie 
b»,d  j»rn'.-m  der  Betrachtung  zu  <,Jrundt'  gelegten  Axen>y stein  {./*,  //^  z) 
die  /  //-liotati(;n  zur  ^-Axe.  Dabtd  i.>t  unter  der  ././/-Kotatiou  die- 
j»*njge'  Bf'weguijg  zu  verstehen,  wtdche  die  /-Ax»^  au-^zultihren  haben 
würde,  um  durch  eine  Drehung  von  !'<)"  m  die  Lage   der  ?/-Axe  zu 

Die  nml/r(;  Methode  bestellt  darin,  chiss  man  wirklich  ein  }^- 
Mi.mnitt,^  unter  jen<,^n  beiden  Systemen  (/ ,  \j  ^')  und  (./"".  [j\  r")  er- 
wählt, was  allerdings  wie  schon  bemerkt)  nicht  nni  [Küindr'nycli, 
w(djl  aber  r/////;//  A)nnndaitij  r)}(jtirii<r]i  //(f/rhon r  f)hjictr  aust'ührl)ar 
ist.  So  z.  B.  kann  man  die  Finger  der  lirdven  Hand  in  solcher 
\\  e-i-e  aus.strecken,  dass  der  kleine  Finger,  der  Zeigetinger  und  der 
r>aum»'n  nahezu  aufeinander  senkrecht  stehen.  Lud  man  kann  als- 
dann te.>tsetz«^n,  dass  zum  Axensy^-tem  [X,  y.  ::)  da->jenige  genommen 
werden  soll,  bei  welcluun  die  ./;-Axe  zur  //-Axe  zur  ^-Axe  ebenso  liegt, 
wie  bei  jener  l'ntkvn  Mand  der  kleine  Fimrer  zum  Zeigetinger  zum 
I>aumen. 

Die  zuletzt  ani»*edeutt>te  Metln^de  i>t  di^ifniu'e,  welche  heut  zu 
T.ige*  bei  der  Mehrzahl  der  Mathematiker  üblich  geworden  ist,  tmd 
zugleich  auch  diejenige,  von  welcher  ich  im  vorliegenden  Werke 
^»ebrauch  nuichen  werde,  wenn  aucli  in  etwas  anderer  Einkleidung, 
Da  n'ändich  im  Folgenden  stets  nur  von  lliicJirK  die  Rede  sein  wird, 
so  erscheint  es  zweckmässi<j:  nur  ztcf'i,  und  zwar  in  der  gegebenen 
J-'läche  liegenden  Axen  x  und  //  einzuführen,  daneben  aber,  als  Sur- 
rogat für  die  positive  /:-Axe,  eiue  bestimmte  Seite  di(\ser  Fläclie  als 
die  obere,  festzusetzen. 

Uober  die  positive  Umlaufung  einer  Fläche,  deren  obere  Seite  in 

bestimmter  Weise  festgesetzt  ist. 

Auf  der  llorizontalebene  sei  irgen<l  ein  (lel)iet  ^2(  (z.  B.  ein 
Kreis  oder  eine  Ellij)se  oder  ein  Quadrat  u.  s.  av.)  abgegrenzt.  Ein 
Mensch,  welcher  auf  der  llorizontalebene  fortschreitet,  hat,  wenn 
er  diese  Fiilehe  %  längs  ihres  Randes  umwandern  will,  die  Wahl 
zwischen  zwei  einander  entgegenges(»tzt(m  Biclitun^^en.  Je  nachdem 
er  sich  für  die  eine  oder  die  andere   entscheidet,   wird    er   während 
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seiner  Wanderung  die  Fläche  %  entweder  beständig  zur  Linken  oder 
beständig  zur  Rechten  haben.     Wir  setzen  Folgendes  fest: 

Diejenige  Richtung,   in   welcher    man   am   Bande  und  auf  der 
oberen  S^te  einer  gegebenen  Fläche  fortgehen  muss,  falls  man  die 
(1.)  Fläche  selber  beständig  mr  Linken  haben  unll,  soll  die  positive  Rich- 
tung ihres  Randes,  und  die  Wanderung^  welche  man  alsdann  ausführt, 
eine  positive  Umlaufung  der  Fläche  genannt  werden. 

Diese  Definition  ist  unmittelbar  auch  auf  den  Fall  anwendbar^ 
dass  die  Fläche  mehrere  Randcurven  besitzt.  Sind  z.  6.  in  der 
Horizontalebene  zwei  concentrische  Kreis- 
flächen S  und  S'  gegeben,  und  zwar  S 
grösser  als  (Sf,  und  bezeichnet  man  die  zwi- 
schen den  beiden  Kreisperipherien  liegende 
ringförmige  Fläche  mit  Ä: 

so  ist  die  positive  Umlaufuhg  der  Fläche  S 
durch  den  Pfeil  s,  ebenso  die  positive  Um- 
laufnng  der  Fläche  S'  durch  den  Pfeil  s' 
dargestellt.  Hingegen  wird  die  positive  Um- 
laufung  der  ringförmigen  Fläche  %  nicht  durch  s  und  s',  sondern 
durch  s  und  6  dargestellt  sein.  Denn  in  der  That  sind  s  und  6  die- 
jenigen Richtungen^  in  denen  man  die  beiden  Randcurven  von  Sl  zu 
durchwandern  hat^  falls  man  dabei  das  angrenzende  Gebiet  dieser 
Fläche  S(  stets  zur  Linken  haben  will. 

Will  man  also  den  ganzen  Rand  der  ringförmigen  Fläche  91 
positiv  durchlaufen,  so  hat  man  zuerst  den  Rand  der  grossem  Kreis> 
fläche  S  positiv  (d.  i.  in  der  Richtung  s)  sodann  aber  den  Rand  der 
kleinem  Kreisfläche  (Sf  negativ  (d.  i.  in  der  zu  s'  entgegengesetzten 
Richtung  ö)  zu  durchwandern. 

Ein  auf  der  Horizontalebene  markirter  Punkt  kann  als  eine 
unendlich  kleine  Kreisfläche  angesehen  werden.  Demgemäss  soll 
unter  der  positiven  Umlaufung  des  Punktes  diejenige  verstanden  wer- 
den, bei  welcher  jene  kleine  Kreisfläche  in  positiver  Richtung  um- 
laufen wird. 

Lässt  man  eine  gerade  Linie  um  ihren  festen  Ausgangspunkt  in 
solcher  Weise  rotiren,  dass  sie  dabei  beständig  in  der  Horizontal- 
ebene bleibt,  so  soll  diese  Rotationsbewegung  eine  positive  genannt 
werden,  sobald  die  einzelnen  Punkte  der  Linie  um  jenen  festen  Punkt 
in  positiver  Richtung  hemmlaufen.  Hieran  schliesst  sich  unmittel- 
bar eine  gewisse  Festsetzung^  die  wir  in  Betreff  des  auf  der  Hori- 

1* 


X 


?l 
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zoiitulcbone  anzuiiehmeiideu   C^oordinatensystems  miichen;  es  ist  fol- 
gende : 

/>r/.s  Coordinaknsystem  soll  stets  der  Art  heschaffen  gedacht  werdni, 
[2.)  dafs  die  x-Axe  einen    Winkel  von   90^*    zu    he-     ij 
sehreihcyi  hat,  falls  sie  durch  eine  positive  Rota- 
tion  um  den    Anfanfjspunict    in    die    Lage    der 
g-Axe  gelangen  tvill. 

Man    kaim    übrigens    nachträglich    dies(» 

Festsetzung  auch  so  einkleiden :  Die  beiden  Axen 

des  doordinedensystvnis  sollen  stets  so  zu  einander 

(i).)  liegen^  dass  der  im  A)i/'angspunli  auf  der  oberen 

Seitr  der  Fläche  Stehende  und  in  der  lliehtung  der  x-Axr  Fortsehende 
dir  g-Axr  mit  ausgestreckter  Linken  markirf^), 

Vi'cWYL  analüg  ist  diejenige  Beziehung,  welclie  |nach  (l.)|  bei  einer 
gegel)eneu    Fläche  21   zwischen    der   posi- 
tiven  liandrichtung  6'  und  der  auf  diesem    ■ 
Rande  errichteten  innerii  Normale  n  statt- 
tindet.    Uenn  der  auf  der   obern  Seite  der 

Fläche  Stehende  und  in  der  ])Ositiven  Rieh-  / 

tung  s   ihres   Randes   Fortsehende  liat    ja    ,        \  ^ 

el>enfalls  die  Fläclie  selber,  mithin  auch  die    i 

auf  d(?m  Rande  errichtete  innere  Normale 
//  zur   Linken.     Also  der  Satz: 

Versteht  man  bei  irgoui  einer  Fläche,  uider  s  die  jxtsitire  IlichtuHf/ 
(4.j  des  Randes,  ferner  unter  )i  die  auf  dem  lUuule  errichtrte  innere  Nor- 
tnalcj   so   liegt  jederzeit  s  zu  n  fvie  x  zu  g,   d.  i.  wie  die  x-Axe  zur 
g  -  Axe. 

Die  meisten  der  hier  angesteUten  Betrachtungen  und  Fest- 
setzungen sind  unmittelbar  übertragbar  auf  den  Fall  krummer  Flä- 
chen^ wobei  jedesmal  vorauszusetzen  ist,  dass  eine  bestimmte  Seite 
der  gegebenen  krummen  Fläche  als  obere  Seite  bezeichnet  wird. 
Nimmt  mau  z.  B.  (wie  später  stets  geschelien  wird)  bei  der  Kugel- 
lläehe  die  Aussenseite  zur  obern  Seiten  so  wird  unter  der  positirm 
IJnilaufung  einer  gegebenen  Kugelcalotte  diejenige  zu  verstehen  sein, 
in  welcher  man  auf  dieser  äussern  oder   obern  Seite   den  Rand  der 

*)  Fii<:^t  man  schliesslich  zu  diesen  beiden  Axen  x  und  //  als  dritte  Axo, 
niluilich  als  z~A\c,  noch  das  im  Anfau«^s|iunkt  auf  der  ohcrcn  Seite  der  Fläche 
errichttfte  Perpendikel  hinzu,  so  erhält  man  dasjenige  Axensystcm  (.^, //,  z)^  welches 
zu  Knde  des  vorherj^ehenden  Para<^niphen  mittelst  der  linken  Hantl  delinirt 
worden  ist. 


X. 
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Calotte .  zu  durchwandern  hat,  falls  man  dabei  die  Calutte  beständig 
zur  Linken  haben  will.  ^'  '  '  • 

§  3. 
Über  gewisse  Otirven-  resp.  Band-Integrale. 

Auf  der  Horizontalebene  sei  ein  bestimmtes  Coordinatensystem 
X,  y  festgesetzt.  Femer  seien  V^  V{x,  y)  und  W=^  W{Xy  y)  beliebig 
gegebene  Functionen.  Denkt  man  sich  nun  auf 
der  Horizontalebene  irgend  eine  Curye  AB 
gezeichnet^  so  ist  unter  dem  über  diese  Curve 
erstreckten  Integral 

B 

(!•)  fWdV 

A 

bekanntlich  der  Ausdruck  zu  verstehen: 

(2.)     Tr„(n  -  FJ  +  TF„(F,  -  n)  + 

+  WaßiVß  -  Va) -\- -f 

Dabei  bezeichnen  1,  2,  3,  4  ••••  a,  /S,  ••••  die  auf  einander  folgen- 
den Punkte  der  Curve.  Was  ferner  die  Fj,  F^,  ••••  und  W^^y 
TTjj,  •  •  •  •  betrifft,  so  ist  unter  Vp  der  Werth  von  V  im  Punkt  p^ 
andererseits  unter  Wpq  der  Werth  von  W  in  irgend  einem  Punkte 
sncischen  p  und  q  zu  verstehen. 

Bemerkung.  Sind  V  «  V{x^  y)  und  W  «  W{x,  y)  längs  der  gege- 
benen Corve  AB  eindeutig  und  stetig,  so  hat  das  durch  (1.)  respective  (2.) 
definirte  Integral  einen  bestimmten  endlichen  Werth;  wie  man  solches  nach 
bekannten  Methoden  zu  beweisen  im  Stande  ist.  Den  Beweis  dieses  Satzes 
und  ähnlicher  Sätze  hier  wirklich  mittheilen  zu  wollen  liegt  ausserhalb  der 
Grenzen,  welche  der  Verfasser  im  vorliegenden  Werke  sich  gesteckt  hat. 

Man  kann  das  Integral  von  WdV  über  die  gegebene  Curve 
nach  Belieben  entweder  von  Ä  nach  B,  oder  von  B  nach  A  er- 
strecken. Bezeichnet  nun  aß  [vgl.  die  vorstehende  Figur]  ein  be- 
liebiges Element  der  Curve  AB,  so  werden  die  allgemeinen  Glieder 
dieser  Integrale 

B  A 


fWdV    und   jWdV 

A  B 


respective  lauten: 

WaßiYß  -    Va)      und        Wal^iVa  —  Vfl), 

mithin  entgegengesetzte  Werthe  haben.    Hieraus  folgt,  dafs  die  beiden 
Integrale  selber  ebenfalls  entgegengesetzte  Werthe  besitzen.  Es  ist  also: 


6 
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(3.)  ßv<iv  +  f\V(iy  =  (). 

1  B 

Wir  wollen  jetzt  das  Integnil  (1.)  für  den  Fall  einer  näheren 
Untersuchung  unterwerfen,  dass  die  gegebene  Integrationscurve  AB 
eine  in  sich  zurik-khiufende  ist.  Und  zwar  werden  wir  hierbei  zu 
Anfang  voraussetzen,  dass  V  identisch  mit  x  oder  //  sei,  nämlich 
mit  folgender  Aufgabe  beginnen. 

Ks  sei  91  ei)if',  auf  der  llorizo}iial(bc)ic  hellehlf/  (jef/ehene  Fläclw, 
und  W  ^=W{x.y)  eine  Fnuefioifj  die  an/'  IH  idtendl  eindeutig  und 
stetig  ist.  Es  soll  das  über  den  Hand  vo)f  %  in  posUiver  Rielttung 
h inerstrechie  Integral 

(4.)  f^  ^Vdx  =  \\\,  {x.,  -  x^  +    li;,  {x,,  -  ,/;,)  -\ 

un tersueh t  werden. 

Es  seien  a,  a  und  />,  ß  diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Rand 
der  Fläche  2t  von  irgend  zwei  zur  ^/-Axe  })arallek'n,  und  einander 
unendlich  nahen  Linien  ge- 
schnitten wird.     Der  den  bei- 


^"  *.'/ 


/' 


c 


/ 


(f  i 


I* 


!J\ 


r/. 


A 


(/ 


1; 


den  Elementen  ah  und  fia  ent- 
sprechende Thiil  des  Integrales 
(4.)  lautet  alsdann: 

(a.)  2'  =  Wah  (x,,  —  x„) 

+  lF„^v  ix,,   --  .r,-l 

Bezeichnet  man  nun  den  ^>as7"- 
tiren    Abstand   der  beiden    l^i- 
rallelen   aa    und    hß   von   ein-   i 
ander    mit  dx,  so  ist  offenbar 

Xf,  —  Xa  =  dXj  und  ebenso  x^  —  :r,e 

(b.)  r=(Tv:,„_  Ti;,),/x 

\V(,f^  ist  der  Werth  von  \V  in  einem  beliebigen  Punkte  zwischen  a 
und  b,  und  kann  daher  z,  B.  durch  W^a  ersetzt  werden;  ebenso  IF«  ^ 
durch   \V,t.    Somit  folgt: 

(c.)  T=  ( n;  -  \K;)dx,  d.  i.  =  -  ( w;  —  w^,)dx. 

Nun  kann  aber  die  DiÖ'erenz  IF,,  -  TF„,  weil  W  auf  9(,  mithin 
auch  längs  der  Linie  aa  eindeutig  und  stetig  ist,  in  folgender  Weise 


dx;  so  dass  nuin   erhält: 


dargestellt  werden: 


<( 


vK,->r„=/';;-rfy, 
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die  Integration  hiuerstreckt  über  alle   Elemente  dy  der  Linie  aa. 
Somit  folgt  aus  der  Formel  (c): 


a 


(4)  T=^-f^dxdy, 


dy 

a 

die  Integration  erstreckt  über  alle  Flächenelemente   dxdy  des  zwi- 
schen, aa  und  bß  gelegenen  Flädienstreifens. 

Denkt  man  sich  in  dieser  Weise  sämmtliclie  Theile  T  des  In- 
tegrals (4.)  berechnet^  und  air  diese  Theile  zusammenaddirt,  so  er- 
hält man  schliesslich  für  jenes  Integral  den  Werth 


(5.)  f^^^^-Sf^T^^^^V' 

wo  die  Integration  rechter  Hand  sich  ausdehnt  über  alle  zur  Fläche 
9  gehörigen  Flächenelemente  dxdy. 

Stillschweigend  haben  wir  bei  Ableitung  dieser  Formel  (5.) 
vorausgesetzt,  die  Fläche  %  besitze  nur  eine  Randcurve,  überdies 
auch  noch  vorausgesetzt,  dass  diese  eine  Randcurve  von  jedweder 
zur  y-AxQ  parallelen  Linie  immer  nur  in  zioei  Punkten  getroffen 
werde.  Wie  nun  aber  die  Fläche  %  auch  beschaffen  sein  mag^  stets 
wird  man  sie  durch  irgend  welche  Linien  6  in  kleinere  Stücke  zer- 
legen können,  deren  jedes  jenen  Voraussetzungen  entspricht.  Dem- 
gemäss  wird  also  die  Formel  (5.)  correct  sein  für  jedes  dieser  ein- 
zelnen Flächenstücke.  Addirt  man  aber  alle  so  sich  ergebenden 
Formeln  zusammen,  so  wird  man,  weil  [zufolge  (3.)J  die  den  Curven 
6  zugehörigen  Integraltheile  sich  gegenseitig  zerstören,  wiederum 
zu  einer  Formel  gelangen  von  der  in  (5.)  angegebenen  Gestalt. 
Also  der  Satz: 

Ist  die  Ftmction  W  ==  W(x,  y)  auf  einer  gegebenen  Fläche  Ä 
eindeutig  und  stetig^  so  gut  die  Formel: 

(6.)  f^Wdx ff ^^  dxdy, 

WO  die  Integration  links  über  sämmtliche  Bandcnirven  von  %  und 
zwar  über  jede  in  üvrer  positiven  Richtung  erstreckt  isty  toährend  die 
IniegraHon  rechts  über  sämmtliche  Flächenelementc  dxdy  der  Fläche 
9  sidh  ausdehnt 

In  ganz  analoger  Weise  ergübt  sich  nun  a^idererseits  auch  fol- 
gende Formel: 

(7.)  f^Wdy^-^ff^^dxdy, 


8 


Erstes  Ciiliitcl, 


A'. 


fr     / 


■    / 


u'ohci   ilhcr   die  Jyücijyalc  Unis   und  rechts'    dassclhc    zu    hemerlen   istj 

tcic  bei  (G.), 

Bemerkung.     l>a:^  lnto<^n-al  linker  Hand   in  der    vorletzten  Formel  (6.) 
lautet: 

J  =    I'    W(Lr. 

Dasselbe   ist  ])Ofiitir   hinerstreckt    zu   denken   über  den  ganzen   Rand  der 

gegebenen    Fliiebe   51,    und    wird    also    eine 

Summe    von    }i  Integralen    sein,    falls   91    im 

Ganzen  n  liandeurven  besitzt.    Versteht  man 

z.   B.  unter  XH  die  schon  früher  b<'sprO(hem.' 

ringförmige  Fläche,    welche   in  bt'istehender 

Figur    von  Neuem    dargestellt    ist,    so  wird 

jenes  J  eine    Summe   zireier    Integrale   sein, 

deren    eines    \iV)er    die    äuss«u'e     l\andcur\e 

in   der    Richtung  y,  imd  deren  anderes  über 

die  innere  Handcurve  in  der  zu  .s'  enti^'egi'u- 

gesetzten  Richtung  g  hinläuft. 

Genau  dasselbe  gilt  von    dem   Integral  ^  ^  - ^-""''^ 

linker  Hand    in    der   letzten  Formel  (7,). 

Genügou   f7  =  U{u\y)    und    V  =  V{.i\y)  cb*n   an    W  gestellten 
Ant'orderungen,  so  ist  nach  (().)  und  (7.): 


y 


\ 


\ 


/ 


/ 


f  V,ly=  +  ff  '^'  <l.r,ht, 


und  folglich 


/   (  Udx  +  Vdv)  =   -  IT  ('  ''        '^  )  djdi/. 

Demgeniäss  erhalten   wir  folgenden  Zusatz: 

Sind  die  Fioicfionen  U  =  F (./',[/)  und  V  =  F(.r,  y)  auf  einer 
f/eijehenen  Flädie  9(  eindentifj  and  stetifi,  und  setzt  man  überdies 
vorauSj  dass  der  Ausdruck 

(8.)  l'd:r  +  Vdy 

ein  vollständiges  Differential  sei,  dass  mitJiin  IJ  nnd  V  der  Bedingnw) 

^  TT  7^  A/ 

',-    =  --    entsprechen,  so  tvird  das   über  sämndUche  Randourven  van 

cy  ex  -^  ' 

21  in  positirer  liieldnny  erstreelte  Integral 
(W)  f  ( Udx  +  Vdy)  stets  =  0  sein. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen  V=  V  (x,  y)  und  F=  V{x,y) 
wären  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  nicht  nur  i/,  V  selber,  son- 
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dV  dV 

dem  auch  -^  und  -^  auf  Sl  eindeutig  und  stetig  sind.     Alsdann 

d  V 
können  wir  die  Formel  (6.)  z.  B.  anwenden  auf  W=  U  ^,  ebenso 

dV 
(7.)  auf  W=  ü-^7  ^^^  erhalten  hierdurch: 


dx 
dy 

Jv     dx  JJ v\dy  dx    '        dxdy/  ^' 


%     dx  JJ  ^\dy  dx    '        dxdy^ 

mithin  durch  Addition: 

C  Udr=  er  l^^  ^^  —  ^^  —)dxd 
«/gl  JJ  ^\dx   dy         dy   dx)  ^' 

Also  der  Satz: 

Sind  die  Functionen  U  =  U(Xy  y)  und    V  =  V(x,  y)  auf  einer 
gegebenen  Fläche  81  eindeutig  und  stetig^  und  gilt  Gleidws  auf  % 

auch  von  -g—  und  k-  ,  so  findet  die  Formel  statt: 

(10.)  J^^^^=JJ^(dx  Ty  -  dy  äJ  ^^^y' 

UHjbei  iiber  die  Integrationen  links  und  rechts  dasselbe  zu  wiederholen 
isty  wie  hei  (6.). 

§4. 
Die  oomplezen  G-rössen. 

Sind  ar,  y  reelle  Grossen  und  ist  i  =  |/^  1,  so  heisst  (a;  +  iy) 
eine  complexe  Grosse.  Gleichzeitig  heissen  alsdann  x  und  y  die  bei- 
den Componenten  dieser  complexen  Grösse.  Die  complezeu  Grössen 
begreifen  als  specielle  Fälle  in  sich  sowohl  die  reellen,  wie  die  rein 
imaginären  Grössen.  In  der  That  reducirt  sich  der  Ausdruck  {x  -\-  iy) 
ftbr  j^  s=3  0  auf  das  reelie  x,  und  für  a;  ^  0  auf  das  rein  imaginäre  iy. 

Sind  irgend  zwei  complexe  Grössen  (x  +  iy)  und  (x^  +  iyi) 
einander  gleich,  so  folgt  daraus,  dass  ihre  Componenten  einzeln  ein- 
ander gleich  sind.     Denn  aus 

x  +  iy  =  Xi  +  iy^ 

ergiebt  sich:  {x — x^)  =  »(yi—  y),  oder,  falls  man  zum  Quadrat  erhebt: 

{X  -  x,y  +  (y  -  y,y  =  0. 

Und  hieraus  folgt,  weil  x,  y,  x^,  y^  reell  sein  sollen,  sofort: 

a;  «=  Xj  und  y  «=  y^.    Q.  e,  d. 


Zfcci  ('<tnfjtl('j:v  (irüs^scn  hijuncn  also  nur  dann  cinamkr  gleich  scuiy 
wrnn  ihn:  CompoiHHlcn  ringeln  cinaiidvr  i/lcicli  .sind.  Mit  iindeni 
Worten:  Jst  der  Wi-rlli  rin( r  annplcjcn  (writssc  z  =  [x  -\-  iy)  (jegeheuj 
so  sind  JdcrdHnJi  die  Wrrtltv  ihrer  hidrti  Coniponoden  x  und  y  hcrcits 
tnithestinunt.  lhn!i"<'k<'lirt  wird,  wenn  ./;  und  //  i>vii:('V)en  sind,  liier- 
durch  auch  der  \\  crth  von  z  =  (./;  -\-  ///)  hestimint  sein.  Demgemiifs 
kann  man  jede  c^jn^dexe  (n-(*)sse  ^  =^  (./  -j-  iy)  geoniotrisch  durch 
einen   Funkt  darstelleji^  dessen  Coordinaten  x  und  //  sind. 

Functioueu  ciues  complexcn  Ai'gumentes. 

Ist  irgend  eine   Kuncti(»n   zweier  ArL!:umente: 

^e^'ehen,  so  kann  diesrdhe  ^;tets  als  Function  eines-  einrAyen  Argu- 
mentes angesehen    wt'nK'u.      Set/t   man   nämlich 

::  --^  ./•  +  ///,  wo  /  ---  }/ —  1, 

so  werden  durcli  Angahe  des  Werthes  von  .:  die  Wertlie  von  ./;  und  //, 
und  l'olglicli  amdi  der  \\  4Mlh  von  /*'  bereits  n\i[\Hsii)n)n\  sein;  sodass 
also   y  lediglich   von  .:  ahliängt. 

Da  hei  ist  indessen  stillschweigend  vorausgesetzt,  ./'  und  y  seien 
/'(v7/r  Variablen.  Denn  drid\t  num  sich  ./'  und  //  als  Cfunjtlexe  Grös- 
sen, st)  sind  otlenbar  durch  Angab«'  iW:^  Werthes  \on  ::  =  x -\-  iy 
die   W  erthe  von  x  und  //  noch  IdiHSfreys  mitljestinnut. 

Wir  wollen  jniii  in  der  That  Kir  ./■  und  //  irgendwelche  eom- 
j)lexe  (Jri'jsse  §  =^  x  -(-  /./,  und  tj  =--  //  -f  ij/i  substituiren  uml  fol- 
gende  Frage  uns  vcnvlegen:    Weh  In-  Jiesehn/j'enheif  nnis.s  die  Function 

F=  F{^,  ij)  =  Fix  +  /./j,  y  +  iy,) 

besitzen,  noin  diesilhe  nur  von  d(ni  i  inen  Aryumod  (^  +  ir})  ab- 
luinyen  soll':' 

(liebt  num  den  complexen  Variablen  5,  7^  irgend  welche  Zu- 
wüchse (/^,  d^i,  so   lautet   der  <'oi'res])ondiremle  Zuwachs  von  F: 

dF ----=[  f/S  +  '/   dil, 

(  t,      ^    ^     ei]       '^ 

oder,  ein   wenii»'  an<lers  •»'eschrieben: 

Soll  mm  /*'  nur  von  dem  Ih'noni  (^  -|-  />/)  abhängen,  so  muss  dF 
stets  ^-0  sein,  so  lange  dieses  F)inom  ungeändert  bleibt,  also  stets 
=  0  sein,   so   lange  ((/|  -f"  ^^^^V  ^^  ^^  bleibt.      Dieser   Anforderung 
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aber  wird  offenbar,  wie  die  vorstehende  Formel  zeigt,  nur  dann  eut- 
,    sprochen  werden,  wenn  F  der  Bedingung  Genüge  leistet: 

•  dF   ,    .dF       ^ 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat  : 

Theorem.  —   Sind  6  wwd  rj  complexe   Variable ,   so  wird  eine 
Fundion  vofi  der  Form: 
(1.)  F  =  F{i,fi) 

stds  und  nur  dann  eine  Fufiction  von  (6  +  *i?)  seiw,  wenn  sie  der 
Bedingung  entspricht: 

Solches  constatirt,  gehen  wir  jetzt  erst- zu  dem  Fall  zweier 
reellen  Argumente  x,  y  über^  indem  wir  dabei  folgende^  durch  ihre 
Einfachheit  sich  empfehlende  Definition  an  die  Spitze  stellen  : 

Definition.  —  Sind  x  und  y  zwei  reelle  Variable^  so  soll  jede 
Function  von  der  Form 

(2.)  F  =  F{x,  y) 

eine  Fundion  von  (x  +  iy)  genannt  werden,  sobald  ihre  Beschaffen- 
heit von  soldier  Art  ist,  dass  sie  diesen  Namen  verdient  hei  unum- 
schränkter,  df.  i,  complexer  Variabilität  von  x  und  y, 

Uebrigens  kann  man  dieser  Definition ,  auf  Grund  des  Theorems 
(1.),  auch  folgende  Fassung  geben: 

Dieselbe  Definition  in  etwas  anderer  Form.  —  Sind  x  und  y 
zwei  reelle  Variable^  so  soll  eine  Function  von  der  Form 

(3.)  F=F{x,y) 

stets  und  nur  dann  eine  Fufiktion  von  (x  -\-  iy)  genannt  werden,  wenn 
sie  der  Bedingung  Genüge  leistd: 

dx  "^  dy 
Ettcas  stärker  accentuirt  als  diese  Riemann'scJie  Ausdrucksweise  ist 
die  Cauchy'sche,  von  der  hin  und  wieder  ebenfalls  Gebrauch  gemadd 
werden  soU,  Cauchy  bezeichnet  nämlich  Functionen  von  (x  -{-  iy),  genau 
in  demselben  Sinne  wie  sie  hier  definirt  sind,  als  monogene  Func- 
tionen von  (x  -f-  iy)' 

Beispiele.  —  Dass  Ausdrücke,  wie 

sin  {x  +  iy),    cos  {x  +  iy),    e*"^*^,    log  (x  +  iy)  etc.  etc. 

als  Functionen  von  {x  -{■  iy),  oder  nach  Cauchy  als  monogene  Functionen 
.  TOD  {x  4-  iy)  za  bezeichnen  sind,  unterliegt  nach  diesen  Definitionen  [vgl. 
namentlich  (2.)]  keinem  Zweifel* 
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Hingegen  wird  ein  Ausdruck  von  der  Form 

wo  A^  7>,  C  Coii.stante  sind,  im  Allgemeinen  l^cinc  monogene  Function  von 
(.»•  -f-  /?/)  sinn.  Soll  der  Ausdruck  auf  diesen  Namen  Anspruch  erhalten, 
so  muss  nocb   (o.)  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

cF   ,    .dF 

( X  cy 

d.  i.  die  Bedingung: 

{Aj:  +  Btl)  +  l  {Bx  +  Cy)  ==  0, 
d.  li.  es  nuifs 

A  +  in  =-  0     und     B  +  iC  —  0, 
mithin 

B  =  lA     und     C  =  iB  =  —  A 

sein.     Alsdann  aber  nimmt  F  die  Gestalt  an: 

F  =  A(.r-'  +  iij:;i  -  y%  d,  i.  -  A  {x  +  /</)% 

also  in  der  That  die  Gestalt  einer  monoycncn  Function. 

Es  sei  F  irii^eiul  eine  jj^egebeiie  F)ntcfion  wn  Lc  -\-  iy)y  oder, 
nach  der  ('auehv'selieii  Ncjnjeiichitur,  eine  mouo(jene  Fundion  van 
(x  -|-  iy)\  so  dass  also  |v<4'l.  (o.)|   die  (Ueieliung  statttiudet: 

r  F  r  F 

(4.)  c:   +  '    <5,y  =  ^- 

Wir  wollen  nun  annelimeii,  es  sei  gedungen,   diese  Fiinetioii  in  die 

Form  zu  versetzen: 
(5.)  7''  ^  V  +  i  V, 

wo  U  =^  ^^C^v?/)  und  V=^V{j;.y)  ir^^end  welche  reelle  Functionen  der 
reellen  Variablen  ./',  y  vorstellen.  Suhstituirt  man  diesen  Werth  (5.) 
in  (4),  so  folt^t: 

(0.)      '  ^  (''•+'•"■)  +  /'('■+ ':^'  =  (., 

^  (.  X  '  ty  ^ 

oder,  was  (kisselbe  ist: 

(7.)  p'^-.'^'')  +  /(''^  +  '^)^0. 

Und  hieraus  IVdirt  weiter 


^  cx  oy  ry     '     rx 

Also  der  Satz:  (idhujt  cSj   cuw  von  (x  -\-  iy)   (ihhiuiycndc  Func- 
tion Fj   odiTj    schärfer    ausynlrikld^  eine    nioHoycne    F'undion   F   van 

(x  -{•  iy)  in  die  F'onn  zu  vvrsdrxn: 

(9.)  F=^  U+  iV, 

wo   U  =  I'(-r.y)  und  V  =  Vix.y)  irycnd  wdduj  rcdle  Fundionen  (ler 
reellen    Variablen   x',    //    cor  stellen,    sa    werden   diese    U,    V  stets   den 
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beiden  Differentialgleichungen  Genüge  leisten: 

(9.a)  1^-1^  =  0    nnd    |^  +  '/  =  0. 

cx        oy  oy    '    dx 

Beispiele.  —  Setzt  man: 

(A.)  F^ix-^  iy)\  d.  i.  «  [x^  -  y^]  +  t  [2a:y], 

80  ist  offenbar  U  =^  x*  —  y'  und   F=  2a;y.     und  diese  beiden  Functio- 
nen entsprechen  in  der  That  den  beiden  Gleichungen  (9.a). 

Setzt  man  femer,  indem  man  unter  a  und  b  irgend  zwei  reelle  Con- 
stanten y  ersteht: 

(B.)  F^{a  +  ib)  {X  +  »y)«,  d.  i.  (a  +  ib)  ([«»  -  yT  +  t  [2xy]), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

F  =  [a(x^  -y^-b  (2a;y)]  +  t  [b{x^  -  y^  +  a  (2xy)], 

so  ist  offenbar: 

U  ^  a  (x*  —  y*)  —  26j;y, 

F  =  6  (ä*  —  y*)  +  2axy. 

Und  man  fiberzengt  sich  leicht  davon,  dass  diese  Ausdrücke  ü,  V  den 

Gleichungen  (9.a)  entsprechen. 

Setzt  man  femer 
(C.)  ^«  sin  (a;  +  iy), 

so  erhält  man: 

U  =»  ^(c*  +  e'~^)  sin  ä,  " 

V  ^^(eV  ^e~^)  cosrc, 

d.  i.  Ausdrücke,  die  wiederum  den  Gleichungen  (9.)  entsprechen. 

Man  kann  den  letzten  Satz  auch  umkehren.  Entsprechen  näm- 
lich irgend  zwei  Functionen  f/=  U(x,y)  und  F=  V(x,y)  den  bei- 
den Gleichungen  (8.),  so  folgt  hieraus^  indem  man  rückwärts  von 
(8.)  zu  (7.)  zu  (6.)  geht: 

d{ü+iV)    .    ,d{U  +  iV)       ^ 

also,  falls  man  (17+*^  niit  F  bezeichnet: 

dF   ,    .dF       ^ 
dx    '       oy 

Zufolge  der  Definition  (3.)  ist   daher  dieses   F  eine  Function  van 
(x  +  iy):     Also  der  Satz: 

Sind  ü  =  U(Xj  y)  und  V  =  V{x,  y)  irgend  welche  reelle  Functio- 
nen der  redien  Variablen  x,  y,  und  weiss  man,  dass  diese  Functio- 
nen den  beiden  Differentiaigleichungen 

/m\  du       dV       ^  ,     dU.dV       ^ 

(lO.)  -FT vj-  =  0    und    -ö — h  ö—  =  0 

^     ^  ox        oy  oy    *    dx 
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(jrnii(/e  leisten,  so  ivird  das  Binom 

F  =  U  +  i  V 

eine  Function  von  {x  -{-  iy),  oder,  sehärfer  mis(jedriichty  eine  monogene 
Funefion  von  (./;  -j-  iy)  sein. 

Nachträgliches.  —  Abweichend  von  der  in  (2.j,  (»5,)  adoptirten 

Bezeichuiingsvveise,  könnte  man,  falls  .r,  y  reelle  Variable  sind,  jed- 

tvede  Function  derselben 
(11.)  F=F(x,y) 

als  eine  allein  von  (x  +  iy)  abhängende  Function  auffassen,  wie 
solches  sich  ergiebt  auf  Grund  der  zu  Anfang  dieses  Paragra2>lis 
angestellten  einfachen  Ueberlegung. 

Und  dies  ist  in  der  That  die  (^(iKcliyi^ühe  Auffassungs weise. 
Cauchy  nennt  nlimlieh  jahvede  Funefion.  F(x,y),  von  welcher  Beschaf- 
/mheit  sie  auch  sein  may,  eine  Funefion  von  i^x  -f-  iy),  und  unterschei- 
det daheiy  je  nachdem  dieselbe  der  l)ifferentialyleiehi(n/j 

(12.)  f  +  ^^^^O 

(reniiye  leistet  oder  )iieht,  zwei  Fälle.  Ln  erstem  Falle  nennt  er  die 
Function,  wie  hei  (3.)  selinn  hemrrkt  wurde,  monogen,  im  letztern 
nicht  monogen. 

Ihn  auf  die  betreffendeji  Cauchv  sehen  IJetraehtunjjcen  näher  ein- 
zugehen,  markiren  wir  auf  der  liorizontalebene  den  Punkt  z  und 
irgend  einen  Nachbarpunkt  r:  -\-  dz,  d.  i.  diejenigen   l'unkte 

z  =  X  -\-  iy     und     z  +  dz  =-^  (./•  -f-  dx)  +  /  (y  -f-  dy), 

deren  ('oordinaten  x,  y  und  (x  -\-  dx),  (y  -f-  dy)  sind,  und  bilden 
sodann  den  Differentialquotienten 

Der  Zähler  dF  dieses  Quotienten  re])räsentirt  den  Unterschied  der- 
jenigen beiden  VVerthe  F  und  F  -\-  dF,  wehlie  die  betrachtete 
Funetion  Fix,  y)  in  jenen  beiden  Punkten  z  und  z-\-dz  besitzt, 
und  drückt  sich  also  aus  durch  die  Formel: 

dl  =     -  dx  +   .      dy, 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Formel: 
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Hierana  folgt^  falls  man  durch  du  =  {dx  -\-  idy)  dividirt: 
dF 


dB 


2  \dx  oyj    '     2  \dx    '        dyj  \_dx  -\-  %dy^ 


Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Bruch   hat  aber  eine 
einfache  geometrische   Bedeutung.    Be- 
zeichnet man  nämlich  die  Polarcoordina- 
ten  des  Punktes  z  -{-  dz  m  Bezug  auf 
den  Punkt  z  mit  q  und  ^^  so  ist 


x+rfz 


mithin 


dx  =  Q  cos  d'f 
dy  =^  Q  sin  &, 

dx  +  idy  =  Q^ 


(13.) 


dx  —  idy  =  Qf^*^  y 
sodaCs  also  jener  Bruch  =  e—*'^  wird.     Somit  erhält  man: 


de         2  \dx        "  dy)'^  2  \dx 

dF 


.dF' 


+'"^y 


ii& 


Der  Differentialquotient  ^  dependirt  also  nicht  nur  von  dem 

eigentlich  betrachteten  Punkte  z  =  (x  -\-  iy\  sondern  hängt  überdies 

auch  von  dem  Assimuth  %•  des  bei  seiner  Bildung  benutzten  Nachr 

barpufüctes  ab,  und  wird  daher,  je  nach  der  zurälligen  Wahl  dieses 

Nachbarpunktes,  jedesmal  einen  andern,  im  Ganzen  also  unendlich 

viele  Werthe  besitzen;  es  sei  denn,  dass  der  in  (13.)  im  letzten  Gliede 

enthaltene  Ausdruck 

dF..dF^ 

dx    '       dy 
=  0  wäre.   Denn  in  diesem  Falle  reducirt  sich  der  Ausdruck  (13.)  auf 


(14.) 


dF 

dz 


£/aF_  .dF\ 
2\d~x        *  dy)' 


Ho.) 


d.  i.  auf  einen  von  d'  unabhängigen  Ausdruck.     Man  gelangt  daher, 
mit  Rücksicht  auf  die  in  (12.)  gegebene  Definition,  zu  folgendem  Satz: 
Ist  die  vorgelegte  Function 

F=F{x,y) 

eine  monogene  Function  von  (x  -(-  iy)  wwrf  setzt  man  (x  +  iy)  =  0, 
so  wird  der  Differentialquotient 

dF 

dz 


U)  Erstes  Caiütol. 

anahhÜYKjifj  sein  von  der  Wahl  des  hei  seiner  Bildung  angewandten 
Nachharpiodifes  z  +  dz''). 

Ist  h i}i gegen  jen e  1' ){)iefinn  ein e  n ichtmonogene  lumction   t-on 

(x  +  ^y)  ö<^^'''  ^7  '"^^^  ^^'^^'^^  <^^'''*  gemnüde  DifferentialqHotient  wesentlieh 
ahhätnjen  von  dem  AzimntJi  des  Naeliharpunlxies  z  +  dz^  also  von  der- 
selben unendlichen    Vieldeutigkeit  seiUj  u'ie  dieses  Azimuth, 

Man  kaim   also,   falls   man    will,   die  Eintheilung  der   Functio- 
nen F  =  F{x,  if)   in   monogene   und   )nehl monogene   basiren   auf  das 

.  .  .  .  (l  F 

Verhalten   des    Diil'erentialquotienten         •     Und   tliut   mau   dies,   so 

(i  M 

erhält  nuui  die  eigentlielie  Cauchgsehe  Definition  dieser  Begriffe. 

§  *i. 

Ueber  Curven-Integrale  solcher  Functionen,  die  von  einem  oom- 

plexen  Argument  abhängen. 

Unter  dem   über  eine  gegebene  Curve  ATI  erstreckten  lutegral 

fwdv 

haben  wir  fp^.  T)]  d(m  Ausdruck  verstanden:  ß, 

+  ir.,(r..  --  rj  +  ....  ^ 

Dem^a^mäss    wird,  l'alls  ir^Mid    zwei    von  /, 

*  r' 
r  =   (./;  -f    ///)  ./^ 

abhängende    Functionen    f(z)  und   q){Z}   ge-  / 

iXeben  sind,  unter    dem   über  dit»  Uurve   AB 

erstreckten  Integral  ^'^t 

^/  •:  '•' 
(l.)  J)(,)  d^{^  ' 

A 

foltreiider  Ausdruck  /u  verstehen  sein: 

(2.)  /l,  (g),  --  9i)  +  ^:;  (%  —  ^.) +  /-.v(V,v     -  9.r)  + , 

wo  die  Tndices  dieselbe   Hedcnitung  haben    sollen   wie    früher,  [p.  5J. 

dF 
•)  Kh  würde  nicht  corroct  Hein,  zu  Haj^cn,  cUiss  (in   diesem   Falle  der 

i)io)io()(nnt  l'ünctioii)  in  jcdwedoni  runktc  c  immer  nur  einen  Werth  habe.  Denn 
es  kiiun  z.  H.  r.        .        i  i 

7   7' 

sein      und  dann  wird  '     *  ,  ebenso  wie  F  selber,  in  jedem  Tunkte  z  zwei  Werthe 

dz 

besitzen. 
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(3.) 


Für  ein  solches  Inte^al  gilt  wiederum  [vgl.  (3.)  p,  6]  die  Formel : 

ff(z)(lq>(e)  +  ff(z)dq>iz)  =  0. 


H 


D,  h,  das  Integral  besitzt  entgegengesetzte  Werthe,  wenn  man  dasselbe 
ül}er  eine  gegebene  Curve  AB  dus  eine  Mal  von  A  nach  B,  das  andere 
Mal  umgekehrt  von  B  nadi  A  erstreckt. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen^  ein  solches  Integral,  falls 
die  Functionen  f(z)  und  (p{z)  nebst  der  Curve  gegeben  sind,  wirk- 
lieh zu  berechnen.  Und  hierbei  wird  es  angemessen  sein,  mit  fol- 
gendem einfachen  Beispiele  zu  beginnen. 

In  der  Horizontalebene  sei  eine  Kreisfläche  S  gegeben  vom 
Radius  R  und  mit  dem  Mittelpunkt  c  =  (a  -f-  *&)•  Die  peripheri- 
schen Punkte  derselben  mögen  mit  is  =  (x  -{-  iy)  bezeichnet  werden. 
Es  soll  das  in  positiver  Richtung  über  den  Rand  dieser  Kreisfläche 
erstreckte  Integral 
(4.)  J^J^iz-  cYdz 

berechnet  werden.  Und  zwar  sei  n  eine  gegebene  positive,  oder  ne- 
gative ganze  Zahl, 

Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  z  =  {x  -{-  iy) 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 

c  =s  (a  -j~  i^)  Dii*i  Jij  ^  [wo  -B 
den  Radius  der  Kreisfläche  vor-     iV 

stellt],  so  ist  offenbar: 

X  —  a  =  R  cos  ^y 

y  —  6  =  i?  sin  'ö', 
folglich: 

:,.)  j?  —  c  —  Bc»*. 

Diese  Formel  (5.),  in  welcher 
c,  12  gegebene  Constanten  sind, 
macht  die  Variable  z  abhängig 
von  dem  Azimuth  -9*,  und  ergiebt  durch  Differentiation: 

'  T)  a.)  dz  =  iRe*^dd: 

Substituirt  man  jetzt  die  Werthe  (5.),  (5a.)  in  (4.),  so  erhält  man: 


X 


in 


'0.) 


J  =  ii^+lJe<»+^>•'^df'9•. 


Denn  es  sollte  die  Integration  positiv  erstreckt  werden  über  den  gan- 

Neiimftnn:  AbeViohe  Int^gr&lo.  2  Aufl.  2 
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zoll  Rand    der   Kreisifläehe;   so   dass   jilso    dte    dem    Aziniuth  it    ent- 
sprechenden Intejxratioiiso'renzen  in  der  Tliai  i>  =  0  und  J)-  ^^"Jtc  sind. 
Durcdi   wirkliche   Ausführun«»'  der  Integration  erti^iebt  sieh  nun: 

O  i)  cj 


(7.)  J=^T!"+ 


1 


r; 


(,i-f  J)l';t/  _   ^ 


n  4-  1 
Hieraus  fohj-t   sofort,    dass  f7  =--  0  ist,   fu(>!srr   für  )i  =  —  1.      Denn 

für  n  =  —  1  nimmt  der  Ausdruck  (7.)  die  unbestimmte  Form        an. 

Am  einfachsten  erledi<;-t  sicli   dieser  Ausnahmefall    mittelst   der 
frühertiii  Formel  (().).     Diese  näuilich   gie])t  für  >?  =  —  1: 


(7  a.)  J  =  ifäd-,     d.  i.     J  =  27t i. 


(I 


Also  der  Satz:  l>cschrcihl  man  um  vi  neu  ]\n\ld  c  rinc  KrcisfläcJic 
G  von  hcUdiif/nn  JI(uJinSf  hezrJch)id  mau  ferner  die  jK-riphrriseheu  l*anlde 
(Jif'ser  Fläeiie  mit  ,s",  und  verstellt  man  outUelt  mder  n  eine  heliehiije 
j)ositivc  oder  nef/atire  (jauxe  Zald ^  so  wird  das  iiher  den  Hand  der 
Kreislläehc  in  -positiver  JUelduny  erstreelde  Int/'f/ral 

sciUy  ausser  ivemc  n.  -~=  —  l  ist.  Für  diesen  AusnahmefaU  eniieht 
sich  die  Formel: 

(S  n  ^  /    (z  —  r;)""^  dz  =  27ri,     d.  i.      1      -  -"     ■-=  27ti. 

V  '^')  »^  CS  ^  •    iS  •'  -~  <^' 

llebrigens  re[>räsentiren  diese  Formcdn  nur   s[iecielle   Fälle  von 

viel  allgemeineren  l^'ormeln^  die  man  (^auclnj  verdanki   und  zu  dtu'en 

AbleituuLj;  wir  im   folu'enden    l?arai!;ra|)h    uns  hinwen<len   wollen. 

.  §  7. 
Die  Cauchy'schen  Theorome. 

Es  sei  91  eine  in  der  H<n'i/oufalebcm'  Ix'Hebig  gegebene  Fläclie, 
die  also  z.  ß.  beliebig  viele  Kandciu'ven  l)esii/eii  kann.  Ferner  sei 
f  =  f(z)  eine  monogene  I^'unction  voii  z  ^^  (.e -\-  itj)j  welche  auf  91 
allenthalben  eindcutiy  n)ul  stetifj  ist.  Denkt  iiuin  sich  also  diese 
Function  durch  Sonderung  des  JJeellen  uiul  Jnuigiuären  in  die  Form 
versetzt: 

/  =  /•(.:)  =  r+/r, 

SO  werden  U=  ll(.e,y)  uml  V=  V{j\y)  Functionen  sein,  die  eben- 
falls auf  9(  cindeutiij  und  sfrfif/  sind.  FcbcM'dics  wer(h»n  dieselben 
[Satz  p.    12 1   den   (ileichungen   (.lenügc»   leisten: 
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du      dv      ^       j^^^j^^      f\ 

-^ u     ==  ^     und      A h  -r-  =  U, 

ox         oy  oy     ^    ex       .    ^ 

so  dass  also  die  Ausdrücke 

Udy  +  Vdx    und     Udx  —  Vdy 

vollständige  Differentiale  sind.  Demgemäss  sind  [Satz  p.  8]  die 
über  sämmtliche  Randcurven  von  %  in  positiver  Richtung  erstreck- 
ten Integrale 

J  {Udy  +  Vdx)    und    f  (Udx  -  Vdy) 

beide  =  0.     Nim  ist  aber : 

f{z)dz  =' {U  +  iV){dx -\-  idy)  =  {Udx  —  Vdy)  +  *' (CTrfj/  +  Vdx), 

mithin 

Sj{,z)dz  =f^iüdx  -  Vdy)  +  if^iUdy  +  Vdx); 

und  die  hier  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Integrale  sind  die- 
jenigen,  von  denen  soeben  nachgewiesen  wurde,  dass  sie  =  0  sind. 
Somit  folgt: 

Also  der  Satz:  Ist  eine  monogene  Function  f{z)  auf  einer  gege- 
benen Flüdie  Ä  eindeutig  und  stetig,  so  wird  das  ühet'  sämmtlidic 
Randcurven  von  Ä  in  positiver  Richtung  erstreckte  Integral 

(9.)  f^fi^y^^    «^^     —0 

sein.     Aus  diesem  Smtz  ergiebt  sich  z,  B,  als  ganz  speciellcf*  Fall  die 
frühere  Formel  (8.),  vorausgesetzt,  dass  man  dem  dortigen  n  einen  der 
Wertke  0,  1,  2,  3  . . .  hülegt 

Hält  man  fest  an  den  über  Sl  und  f{z)  gemachten  Voraus- 
setzungen und  versteht  man  überdies  unter  c  =  (a  +  ifc)  irgend  einen 
festen  Punkt  innerJialb  H,  so  wird  der  Satz  auf  die  Function 

nickt  mehr  anwendbar  sein.  Denn  diese  Function  ist  im  Punkte  c 
unendlich  gross,  also  unstetig.  Beschreibt  man  aber  um  c  eine  kleine, 
völlig  innerhalb  %[  liegende  Kreisfläche  (S,  und  bezeichnet  man  das 
von  Ä,  nach  Absonderung  dieser  Kreisfläche  S,  noch  übrig  blei- 
bende Stück  mit  %': 


BO  wird  9  (js)  auf  dieser  neu^n  Fläche  W  ailenttialben  eindeutig  und 

2* 
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steti4i  s<'in.  Auf  dicso  nnic  Flilclif»  51'  und  die  Function  9  fr)  ist 
daher  der  vorhertctdicndc^  8i\tz  sofort  anwendl)iir,  wodureli  sicli  er- 
f^iebt: 

die  Tntetrnition  positiv  erstreckt  über  silninitliebe  Uandcurven  von  91'. 
I)if»se  Curven  bestellen  al)er  aus  den  Uandcurven  der  ursprünglichen 
Fläche  9t  und  übc^rdies  aus  d«']u  I winde  von  (£.  Und  zwar  wird 
nnin  bei  einer  pos'dhx'n  Unilaufung  von  91'  die  Uandcurven  von  91 
in  ihren  posiflrrn  Uiclitungen,  hinge^-en  die  Uandcurve  der  Kreis- 
fläche E  in  ihrer  vcfiatlreu  lüclituno-  zu  durchwandern  haben.  Deni- 
ujeniäCs  m'nimt  die   Formel  (2.)  die  (Jestalt  an: 

das  eine  Integral  ])ositiv  erstreckt  gedacht  über  den  Uand  von  91,  das 
andere  ebenfalls  positiv  über  den  von  (S.  Dabei  ist  (lebraneh  ge- 
macht von  dem   Satz  (;>.)  p.   17. 

Substituirt  man  in  fr).)  für  cpir.)  seine  eigentliche  Bedeutung  (l.\ 
so  erhält  man: 

oder,  falls  man  den  W'erth  von  /'(,:).  wie  er  bei  Sonderuiig  des  Reellen 
und    Inuiginären   sich   herausstellt,   mit 

(f).)  fiz)  =  r  +  /r 

bezeichnet: 

oder,  falls  man  lür  die  Funkt«'  ^  d(»r  Kreisperipherie  [ebenso  wie 
früher  pg.  17]  z  —  r  ^^  lie'^ .  mithin  (/.:  =  iHc'-^ild-  setzt: 

Diese  Formel  bleibt  richtig,  wie  klein  man  den  Radius  R  der 
um  c  beschriebenen  Kreisfläche  (£  auch  wählen  n\i\<^.  Lässt  man 
aber  diesen  Radius  zu  Null  herabsinken,  so  verwandeln  sich  die  bei- 
den Integrale  rcehter  Hand  res])ective  in  2;r  TV  und  2;r  1^,  wo  Tv 
und  l^c  die  VVerthe  von  fl  und  V  im  Fuidvte  r  vorstellen.  Somit 
erhält  man  also: 


(H.) 


=-  2;r/  {!  ,+  f  }\.) , 
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oder  mit  Rüaksicht  auf  (5.): 

Erl&atenmg.  —  Das  in  (7.)  enthaltene  Integral 

fUd» 

0 

ertttreckt  sich  über  den  Rand  der  fi^reisfläche  @  und  entspricht  also,  fiälls 
man  den  kleinsten  und  grössien  Werth  von  U  längs  dieses  Bandes  respec- 
tive  mit  U'  und  ü"  bezeichnet,  der  Formel: 

S/r  in  8/r 

0  0  0 

d.  L  der  Formel: 

a/t 

2»?/'  <  Jüd^<  2nU'\ 

0 

Läast  man  aber  den  Kreisradius  B  gegen  0  convergiren,  so  conyergiren 
2nU'  und  2nU"  beide  gegen  2 nU^.  G4eiches  gilt  daher  von  dem  zwischen 
diesen  beiden  Grössen  liegenden  Integral 

in 
füd», 

0 

Mit  andern  Worten:  Dieses  Integral  nimmt,  falls  man  B  zu  Null  werden 
lllsst,  den  Werth  2xü^  an. 

In  analoger  Weise  wird  offenbar  andrerseits  auch  das  letzte  Integral 
in  (7.)  behandelt  werden  können.    U.  s.  w. 

Auf  Gruud  der  Formel  (9.)  gelangen  wir  schliesslich  zu  folgen- 
dem Satz,  der,  ebenso  wie  der  vorhergehende  Satz  [pg.  19],  von 
Cauchy  herrührt: 

Ist  eine  monogene  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  Ä 
eindeutig  und  stetig,  so  lässt  sich  der  Werth  dieser  Function  in 
jalu^edem  Punkte  c,  der  innerhalb  %  liegt,  durch  folgendes  Integral 
dar  stellen: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  sämmtliche  liandcurven  von  Ä. 
Dieser  Satz  ist  afoo  z.  B.  anwendbar  auf  f(z)  =  z",  falls  n  eine  posi- 
tive ganze  ZafU  vorstellt,  ebenso  auf  f(z)  =  ;8i*^  =  1.  Im  letztem  Falle 
ergiebt  sich  die  Formel:  * 


1  =    -  -  r     ''— 


9i 

Und  diese  ist  identisch  mit  der  früheren  Formel  (8a.),  pg.  18. 
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Beiläutige  Aufgab«.  —  \\'ii-  st»'ll<'ii  un-  «li«-  Auf'j:al)»j.  «liejtMiii^c' 
iinjn(>;L^»'iie  und  uut  5(  ''iii'l^'iiti'j:«'  uiiJ  ^T'-tiLi»*  FMutioii  /  ' :)  zu  cr- 
niittelii,  wcIcIh.'  liiu'js  <1<^>  liaiid»'-  vnu  xH  rn,,>'fiii^.  etwa  =^  7v  i.^t. 
/ut'olu'c  des  Sat/''>^  1<M  wird  d»'r  ^^  •Tili  di»"»»-)'  l''uncti(jii  in  icd- 
wedem   IViiiktt*  c  tuncrliuJh  ^U   lauten: 

/  i'  )  =    ,       / 

al.su   naL'li  (II.)   sich   su   ^rhrciljrn    la^>».*n: 

/■■  '■)  =  A'. 

Ai.^o    d(.'r    Satz:    Ist    (nit     uci/nt/i  i/r    Fnicfmit    /•:)  (nij'  (iiar  (jr- 
(\2.'  (lihcn»  n  LUuJn'%  t-'nultufni   ma/  .>/^ ////.   oml  »>!  ''hr    Wt  rHi  oh  lUnuh 
t'ifU    vi   COH  sf(t )( t.   rldii  =z  K,    S'j    /rifil  S"    (ifij'  f/( /•    7'V//VAr   XH    ((//cHt- 
hdlljrii    =  K   sf'iH. 

I'^erncr   ei'_i4'iol)t    sicli    aus   ilo.  >.    d.i>.>    /wer    Functionen  /'(.:)  und 
l\(j~)^    die    auf  51    eindeutig   und   .-IftiL!;   >ind.    und    am    Ha  mir    von   ?( 
('nu'yhi  W  erthe  luil»en.  aueli   in  jcdwedeiu  l'unkte   (Kunhulh  51  (fktcjtr 
\\  ertlie  l>e>itzen    werden. 

S  ■^. 

Uebcr   die   Differcntialquoticnten    cijicr   Function    mit   complexem 

Argument. 

Durch   Vertciuschnn«»'  der   I5u(  li^tahrn   ^    und  r  'j:elii    die   Kurniel 
(  10.)   iiher  in: 


(i:>.) 


/  1 ,: )  -  -         .    /     ' 


Ist   mdhüi  /'(:.]    (tii/'  der  Fh'irhc  51   inhlfiifif/  inul  >((//(/,   >'>    nird  diese 

ForntrI  (1.*).)  i/fillif/   sein    für  jetheuloi    P/ndd   .:    umriJKi  th   51;    und 

hierhei  Ist  die  Infrf/r(difni  (nfsfjrdrind  ::((  denhrn  übt  r  siinfndliehe  Uanil- 

[Hiu/iff    c  der   Flui  he  51. 

J)iifei"eu/irt   nnm   nun   die   Furinel  (1*).)   /u    wieder]H)lten    Malen 

nach   .: .   su   iblirt: 

1     .,     •  1        /'     i\rU}e 

l'    ^-)  ~    2^/,/^j^r-    .,^- 

\      ..,     s.  1        /*      /[(:)<Ic 


1    •  2  •  .»  .  1  TT  l    f  '    Oi     [< 


etc.      etc.      etc. 
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Diese  Formeln  (14.)  zeigen,  dass  f{z),  f"{z),  f"{z),  etc.  inner- 
halb %  eindeutig  und  stetig  sind. 

Also  der  Satz:  Ist  eine  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche 
(15.)  3(  eindeutig  und  stetig j  so  gut  Gleiches  auf  %  auch  von  ihren 
sämmtlichen  Ableitungen  f(js),  f'{z\  f"{^)y  ^fe-  ß^« 

Sind  also  f{ß)  und  9(0)  auf  %  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  [zu- 
folge des  soeben  ausgesprochenen  Satzes]  Gleiches  auch  von  q>  {z), 
mithin  z.  6.  auch  von  dem  Product: 

Demgemäss  ergiebt  sich  [Satz  p.  19]: 

f^fXz)q>'iz)dz  =  0,    d.i.    f^f{g)d^iz)  =  0. 

Also  der  Satz:  Sind  f=fiß)  und  q>  =  tp{z)  auf  einer  gegebenen 
Fläclie  eindeutig  und  stetig,  so  ist  das  über  sämmtliche  Eandcurven 
von  Ä  in  positiver  Bichtung  erstreckte  Integral: 

(IG.)  /  fd(p    stets    =0. 

Dieser  Satz  kann  angesehen  werden  als  eine  Verallgemeinerung  des 
früheren  Satzes  pg.  19. 

§9. 

Weitere  Anwendung  der  Cauohy'sohen  Sätze. 

Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Eine  Function  f(z)  sei  auf 
der  unendliclien  Ebene  allenthalben  eindeutig  und  stetig.  Auch  sei 
bekannt,  dass  ihr  Modul  auf  der  unendlichen  Ebene  nirgends  grösser 
als  M  ist,  wo  M  eine  gegebene  endliche  (positive)  Constante  vorstellt; 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(1.)  v[ioAf{z)<M. 

Ausserdem  sei  irgendwo  auf  der  unendlichen  Ebene  ein  Punkt  c  mar- 
kirt.  Es  soll  der  Werth  der  Function  im  Punkte  c  näher  unter- 
sucht werden. 

Wir  beschreiben  um  den  Anfangspunkt  je:  =  0  eine  Kreisfläche 
%,  deren  Radius  JR  heliäng  gross  sein  mag,  mindestens  aber  so  gross 
ist,  dass  der  gegebene  Punkt  c  innerhalb  %  liegt.  Da  nun  unsere 
Function  f(z)  auf  der  ganzen  unendlichen  Ebene,  mithin  auch  auf 
Sl  eindeutig  und  stetig  sein  soll,  so  wird  sich  ihr  Werth  im  Punkte  c, 
zufolge  des  Cauchy'schen  Satzes  [(10.)  pg.  21],  darstellen  lassen  durch 
die  Formel: 
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die  Tiitegi*ation  über  den  Ixiiiul  von  >H  in  positiver  Kielituiig  hin- 
er^treekt  gedacht.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sicli  mittelst  jenes 
^^atzes  für  den  Werth  der  Function  im  Anlangsimnkte  ;;  =  (),  d.  i. 
im  Mittelpunkte  der  KreisHäche  51  die  Formel: 

'   ^  2  TT  /  . '  ^(        .: 

Durch   Subtraction    der    beiden    I'\)rmelu    (2.),    ()>. )    ersieht   sich 
weiter: 

(4.)  /(c-,  _/■((.)  =-..^   /'  '^ '''""■ 

Hieraus  aber  folgt  (mittelst  des  l>ekannten  Hatzes.  dass  der   Modul 
einer  »SurnnK.*  kleiner  als  die  ^:^umme  der  Moduln  ist): 

r,).)  mod     /(r)  — /i(l)    <  /  "  . 

Nun  ist: 

mod  c  =  r.  ^"^ 

nu>d  z  =^  Ji\  »t+r/r 

nnjd  iz  —  (■)  ^-  (>^  '^* 

mod  ((/.:)  ^^  (Is,  B 

i 
i 

wo  r,  /(*,  Q  die  in  der  nebenstelieudivii   l'^igur  ^  '^' 

angegebenen    EuffcnuOKfrn    vorstellen,    und  "/•  ; 

wo  ferner  ds  die  (/(f/cHscifif^/r  Kn(fcmini(f  der  c 

l>eiden  Iwmdpunkte  ^  und  ~  +  ^^-  vorstellt; 
so  dass  also  dieses  ds  ein  Element  der 
Kreisperiplierie  bezeichnet.     Ausserdem  ist  zufolge  (l.'i 

i/i.)  mod  /'(.:)<.!/ 

Mittelst  dieser  lielationen  (f^:.),  (/l)  geht  die  Formel  (o.j   über  in 

Nach   der  geometrischen   Anschauung  |vgl.  die   Figur |   ist  aber: 

r  -\-  Q  >  IL 
d.  i. 

Q>  n  —  / : 

und  hieraus    l'olgt,    weil    sowohl   q   als    auch    (/i  --  r)    stets    positiv 
sind,  sofort: 

1    ^       1 

-^  -  —      • 
e       /<  —  / 
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Dieser  letzten  Relation  entsprechend,  kann  die  Formel  (6.)  auch  so 
geschrieben  werden: 

u.)  mod  [/-(c)  -  rm  <  ;,  /^  sf^ . 

oder,  weil  r,  II,  M  bei  Ausführung  der  Integration  constant  bleiben, 
auch  so: 

^,.)  med  \f{c)  -  tm  <  ,-;riW^r)  •  /« '^*- 

Das  hier  auftretende  Integral  repräsentirt  aber  die  Länge  der  Kreis- 
peripherie, und  ist  also  =  23rß.     Somit  folgt: 

lii.)  niüd|/(c)-/-(0)J^5^-- 

Bei  der  hier  angestellten  Betrachtung  konnte  der  Kreisradius 
li  beliebig  gross  gewählt  werden.  Die  Formel  (9.)  wird  somit  gültig 
bleiben,  wenn  wir  das  li  weiter  und  weiter,  ins  Unendliche  hin 
wachsen  lassen.     Demgemäss  ergiebt  sich: 

1 10.)  mod  [f{c)  -  /(0)J  =  0, 

und  folglich:  /(c)  — /"(O)  =  0,  d.  i.: 

Nun  repräsentirt  aber  c  einen  zu  Anfang  unserer  Betrachtung 
auf  der  Ebene  ganz  bdichig  markirten  Punkt.  Demgemäss  wird  die 
Formel  (11.)  gültig  sein,  welche  Lage  wir  diesem  Punkte  c  in  der 
Ebene  auch  zuertheilen  mögen;  und  wir  gelangen  somit  zu  fol- 
gendem Satz: 

Ist  eine  Function  f{z)  auf  der  unendlichen  Ebene  überall  ein- 
deutig und  stetig,  und  ist  ausserdem  bekannt,  dass  ihr  Modul  eine 
bestimmte  endliche  Grösse  M  nirgends  übersteigt,  so  mrd  die  Function 
eitle  Constante  sein. 

§  10. 
Aufstellnng  eines  gewissen  später  erforderlichen  Hülfssatzes. 

Die  Fimction  f(js)  sei  auf  einer  gegebenen  Fläche  21  eindeutig 
und  stetig]  so  dass  also  [Satz  pg.  23]  Gleiches  auch  gilt  von  ihren 
Ableitimgen:  f(z),  f\z),  etc.     Setzt  man  nim 

/(ir)=ü-+ir, 

und  beachtet  zugleich  die  aus  dieser  Formel  durch  Differentiation 
nach  X  und  y  entspringenden  Formeln: 
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/'(.:) 

./•'ci 

.  'r.  V 

i  . 

.so  tulg'i  aus  jtMR*r  Eimlcdtiijhrll  and  S/difjLrK  vuii  /"(,:)  und  / '(-)  '^**" 
Tort,  duss  diese  ))eideu   Eigeiisclial'tc'n   den  FuDetiunen 

ebejitalls  anhalten,  und  zwar  in  allen  Punkt(Mi  der  «»(•«•'ebenen  Fläche  51. 
Zufolge  des  Satzes  pg.  11  ist   daher: 

Beachtet  man   schliesslich   die   bekannten   jielationen 

''■-     '■'_„.      '■'>'''  =  (,.      ISutz,  ,.g.    1-1. 

und   beiuitzt  man  dieselben,    um    im    Intem-aie    rechter    llaiul  das    V 
ZU  eliminiren,  so  gelangt  man  zu   folgendem   Satz: 

Versieh f  man  luifcr  /(.:)  cmc  FftUifloH^  da:  auf  vhivr  (jajrhcnvn 
Flävlic  V(  aiiuliidifi  tfud  slrluf  ist,  mnl  bi:j  ivlni(  t  nuiii  den  Wcrtlf  ddticr 
Function,  /cic  n'  In}  Sundcrmnj  des  Jur/Irn.  nnd  Itnai/hidnn  sich  hcniui<- 
stcUty  ind 

so   ist  jederzeit 

/'/'If/T  +  C'TI  ./.'■./'/ ^-/'r,/!-. 

(C(f  die   luhffration  links  idtrr   die  F/dt  Iw,    and  dir  Int^yndion  nc/ifs 
in  positiver  Iiicldnn(/  i'djer  dm    Hand  von   XH  hinerstreeld  ist. 

Aus  diesem   Satz   lolgt   sofort,  dass  der   \\  erth  des  Integrals 

J\r^edv 

nienuils  negativ   sein   kann,  dass  derselbe  nämlich  jeder^ceit  entweder 
})ositiv  oder  Null  ist. 

Wir  wollen  aiuiehmen,  es  trete  der  letztei'e  Fall  ein^  es  wäre  also 

und   es   wäre  demi;<'mäss  auch 

'^'■)  i7,;((:;:y+(;;;)i  •'"':■'-"■ 

(Irr 
Dieses  letztere   Integral  ist.  weil  die  VVerthe  von         ,         reell  sind. 

^  ex     (y 

eine  aus  unendlich  vielen,    und    zwar    aus    lauter  posdiccu   Gliedern 
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zusamvüengesetzte  Summe,  und  kanu  daher  nur  dann  verschwinden, 

wenn  alle  diese  Glieder  einzeln  genommen  Null  sind.    Somit  ergiebt 

sich  aus  der  Gleichung  (2.),  dass 

....  du       ,  du 

(.>.)  w-  und  >j 

^    ^  ex  oy 

auf  der  Fläche  ?l  allenthalben  gleich  Null  sein  müssen.  Und  hieraus 
folgt  mit  Rücksicht  auf  die  bekannten  Relationen: 

.. 0=0  und  ^ r  Q     ==  0, 

ex        oy  dy    *    ox  ^ 

dass  die  Grössen 

dV       ,   dV 
l4.)  ö-  und   ö— 

^  ex  oy 

aaf  der  Flilche  %  ebenfalls  überall  Null  sein  müssen.  Aus  dem 
Verschwinden  der  Grössen  (3.)  und ,  (4.)  ergiebt  sich  sodann  aber 
augenblicklich,  dass  U  und  V  auf  der  Fläche  ?l  allenthalben  con- 
stant  sind.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläclie  ?l  eindeutig  und 
stetig,  und  bezeichnet  tnan  den  Werth  dieser  Function,  wie  er  bei  Son- 
derung  des  Reellen  und  Imaginären  sich  herausstellt,  mit 

SO  ist  das  in  positiver  UidUung  um  den  Band  von  %  Jierumerstreckte 
IfUegral 

fo.)  S^  UdV 

jederzeit  positiv  oder  Null, 

Der  letztere  Fall,  dass  nämlich  dieses  Integral  gleich  Null  ist, 
kann  nur  dann  eintreten,  wenn  der  Werth  von  fXz)  auf  der  Fläche  ?l 
aUentluilben  eonstant  ist. 


Zwcito  (\i})it(*]. 
Kiitwickluii;;  niu'V  FuiKtiou  iiacli  den  Potenzen  ihres  Argumentes. 


S  1. 


Entwicklung  einer  Function  / 1 :  -  nach  Potenzen  von   ~. 

I)n;  Mür}<inriii\(:\\ii  und  7ai/for  >i:\\i'  Eiitwicklun«^  siuil,  wie 
('(iinhij  i^i'VA'v^i  liat.  niitrr  ;^-r\vi>s(*ii  Hed in;j:unij^«'n  und  iniifrhalb  {j;e- 
vvi>s<,T  <ir<-]izoii  aiiwi/jidlnir  auf  l'unctioiioii  eines  rniHjtlrjrn  Arixu- 
nientes.  I)ie  Ix'Nvundeniswerlli  cinraclicn  und  Epoelie  nun  1h.mu1«'Ii 
Sät/.(*,  zu  denen  ('(inrlni  in  die>er  l>e/ieliuniX  i^ekuii;'t  i^t,  sollen  im 
n'^enwärti^^en   und   l'oli^enden   i^araj^rapli  näher  dargelegt  werden. 


Die  Cauchy-Maclau- 
rin'sche  Reihe.  —  Die 

Functicjn  fix)  sei  e'nt- 
(Irnffff  und  sfrfif/  auf 
einer  um  den  Anfangs- 
punkt  <c  =  D  bifschrie- 
henen  Kreisfläche  (S. 
Nach  den  triiheren 
Sätzen  |  [»g.  ^J'J\  is,{\i{']i 
alsdann  liir  jedw(Mlen 
Punkt  ,:'  innerhall)  tS 
die   Kornieln: 


A 


K 


^    n 


0 


>x 


I.)  /■(.:)--        .  / 


1       /*    l\i')(lr 


CS.  ^' 


-  ; 


/\c)<lc 


'-■^  ,     ^>     -i  /'^"U')  =  --'-•  /     ,-  ''^'r    ,,  WO  /< ---  1,  2,  8,.. 

l'ud    hieraus    erg(d)en    sich    /.    H.   für    den    Mittelpunkt    der    Fläche, 
d.  i.  für  den    Tunkt  ,:  =  (),  iolu'ende  Furnieln: 


1  I  a.^ 


1         /*  /   <)fl(: 


l 


/■■"V .)  =  ._'-.  /'/  ''''     wo  «  ^  1,  2,  .-!,• 


_  *  /  r</c 

In  all  dil^sen  Forniidn   ist  die  Inti^jj-ration   über  den  Kand  der  Kreis- 
tläehe  a  in  jHKsifircr   Ifichtung  zu  erstrecken,    also    im  Sinne  des  in 
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der  Figur  angegebenen  Pfeiles.  Ferner  sind  daselbst  z  und  c  Ab- 
breviaturen fiir  die  Binome: 

iET  =  a;  +  iy,    c  =:  a  +  t6, 

wo  X,  y  und  a,  b  die  rechttvinJcligen  Coordhiaien  der  betreffenden 
beiden  Punkte  vorstellen. 

Führt  man,  statt  dieser  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  Polar- 
roordinaten  ein,  setzt  man  also: 

X  =  r  cos  0",      n  =^  II  cos  0, 

y  =  r  sin  d-y       h  =  li  sin  0, 
so  wird: 

(3.)  ß  =  re»'*^,      c  =  üc'^ 

Nun  ist  nach  dem  Binomischen  Satz: 

w      ^b-i[i+©"+(j)*+a)'+- ■•]. 

und  ebenso: 

<^>     s;-^  -  5?=  ['  + C^y  +  (ip^)' +••■■]  • 

also  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

Und  zwar  werden  diese  Entwicklungen  (4.),  (5.),  (6.)  convergent 
und  gültig  sein,  so  lange  r  <.  R  bleibt,  d.  i.  so  lange  der  innere 
Punkt  js  nicht  hart  an  den  Rand  der  Fläche  (S  heranrückt.     Sub- 

stituirt  man  aber  in  (1.)  für  den  Quotienten  __  die  Entwicklung 
(6.),  so  ergiebt  sich: 

oder,  was  dasselbe  ist: 
(8-)  /•(«)  =  Ao  +  A,0  +  A,4r«  +  A3r»+--.. 

wo  die  A  folgende  Werthe  haben: 

A LT  fJ^ 


l^a.)  .  ^^ntu(^ 


A  =  —  r  ^^— 


etc.  etc. 

Diese   Werthe    lassen    sich    nach    (la.),    (2  a.)   auch    so   dar- 
stellen: 


:^,o 


Zweites  CapiU^l. 


(S.b) 


A„ 
A. 

A., 


/V» 


f .'  i 


=  ,  /(*')> 


i:.n'»), 


etc.  ok'. 

Also  der  Satz:  /^'^  dk  Fnnct'um  /'(.:)  (iiif  einer  um  dm  Anfcnuis- 
jnmlct  ;Z  =  0  hcschricboicn  Knis/Idvlfe  (S  ci udruHfi  und  strfi(/,  .sy> 
frird  iltr  Wcrfh  hi  jedem  Funidr  z  itinerhalh  (£  ddrstellhar  sein  du  reit 
eine  neieh  steigemlen  Potenze}!  ro)(  z  fniseh reitende  Reihe: 

(!).)  /■(■)  =  A,  +  A.„^  +  A,,--^  +  A,-J'  +  •  •  •  • 

Die    Wcrthe  der  hier  anftretenden  Coe/'/ieienfen  lasse}i  sieh,   in  dojypelter 
Weise  ausdrileken,  nümlieh  einerseits  (tnreh  die  Jnfefjra/e  ('^.a);  anderer- 
seits   dureh    die    Differeidialquotienten    (>>.lj).     Dennjctnilss    hann    (dso 
z.  IJ.  itic  Ileihe  aneh  so  (jesehrieheu  nrrden : 

oder  aucli  so: 


(11,)      ^(^)  =  l/(,,)l_,+  ^ 


f/,:    J 


„  +  , 


■"''■-'/■(r)- 


-   (/ 


-  o 


+ 


0/>  diese  Formeln   (9.).  (10.),  (11.)    (laeh    noeh    (jdlUfi   sind   für 

solehe  J*itnkte  z,  die  nieht   inner  halt»   (S,   sondern   hart  um   llconle 

von  a  lief/en,  hleiht  zwei felha.lt. 

Bemerkung.    —    l>io    Into^rialo    (8.a)   bh^iben   in   ilircn  AVertheu    un- 

ijcändrrt ^  wenn  man  sie  nicht    über   cIlmi    b'and    von    CS,    sondern    über   den 

Kand  ir<^end  einer  Fläche  ^"y  erstreckt,  die  <len   Tunkt  ^  =  0  enthillt,  mid 

vollständi.i(  innerlialb  C5   lic^^t.      l»«?/,ei(linet  ni;in  nänilieli    day  von  (5,   nach 

Absondernn«^  dieser  Fläche  ^s  noch   iibrii,^   bleibende    rinfi/irntiii/f  Fh'ithni- 

stficlr  nüt  di: 

'^i  =  CS  -  7s. 
so  ist  die  Function 

^^,-  ,  0^  =^  1, -,:{,.  .  ., 
anl"  'U  überall  etruhuh'fj  und  stili(f^  und  folglich  |Satz  )».    ll»]: 


'^  Dl 


0. 


die  Integration  positiv  erstreckt  ül)er  den  Kand  von  :U.  Will  man  abor 
den  Rand  von  1\\  ]»ositiv  nmlaufen,  so  h;ii  man  {!rst(Mis  den  Rand  von  l5 
ebenfalls  ]»(>sitiv,  sodann  aber  den  Rand  von  Jv  n<'iiativ  v.u  durchwandern. 
Somit  treht   die  Ict/tc  Formel   über  in: 

•^  CS      ■'"  ^  A      '" 


0.      <J.  e    d. 
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Aach  das  Sestglied  der  Reihe  (9.)  lässt  sich  auf  dem  hier  ein- 
geschlagenen Wege  leicht  finden^  in  folgender  Weise:  Für  jede 
ganze  Zahl  n  ist  bekanntlich: 

oder,  falls  man  durch  c"  dividirt: 


-0"  . 


«    .    £*.  .    0"-^    .    ^"-^ 


c  —  z  c     •    c'    '    c*    •  c"  ~  c" 


oder^  ein  wenig  anders  geordnet: 


_i /l  _i_£  I  £*  I |_  «" 7 *\  _i_  A^Z. . 

Substitairt  man  diesen  Werth  des  Quotienten  im  Integral  (1.), 

80  nimmt  jene  Formel  (1.)  folgende  Gestalt  an: 

«'*  -  ^/,  [(J  +  r.  +  ?  +  •■•  +  9")  +  ?rV?]  «')"'' 

oder^  mit  Rücksicht  auf  (8.a),  folgende  Gestalt: 

il2.)  f{^)=(\  +  A^^r  +  A,i?«  +  . . .  +  A„_i^-i)  +  Q«, 

wo  Qn  die  Bedeutung  hat: 

Und  dieses  Q»  repräsentirt  also  das  aufzustellende  Itestglied. 

Die  Lanrent'sche  Betrachtung.  —  Es  seien  6  und  (Sf  zwei  con- 
eentrische,  um  z  =^0  beschriebene  Kreisflächen ,  und  6  grösser  als 
S';  femer  sei  91  die  zwischen  den  beiden  Kreisperipherieu  liegende 
ringförmige  Fläche: 

SR  =  e  —  e'. 

Versteht  man  nun  unter  f(z)  eine  auf  91  eindeutige  und  stetige 
Function,  so  wird  nach  dem  Cauchy 'sehen  Satz  [pg.  22]  der  Werth 
dieser  Function  für  jedweden  auf  9i  liegenden  Punkt  z  darstellbar 
sein  durch  die  Formel: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Randpunkte  c  der  Fläche 
9t  Will  man  aber  den  Rand  von  9i  positiv  durchlaufen,  so  hat 
man  zuerst  den  Rand   von  S  ebenfalls   positiv,   sodann    aber   den 


\9 


Zwoitos  rapifcl. 


(IT).) 


Kaiul  von  CS'  negativ  zu  (lureliwaiHlerii.    Die  P'orinel  (1.)  kann  (lali<T 
so  gfischrieben  werden: 

/u)  =  /-,/'''"''■-  y  r  '^^''\ 

(las  eine  Integral  positiv  erstreckt  über  die  Ivandpiinkte  (t  der  Fläclip 
ß,  und  ebenso  das  andere  positiv  erstreckt  ül)er  die  Kandpunkte  r 
der  Fläche  CS'. 

Sind  nun  r,  11,  H  die  Abstände  der  IMmkte  .:,  c^  c  vom  iMittel- 
punkte  z  =  0  der  l)eid<'n  Kreise  (initliin  11  und  7t'  die  luidien  der 
Kreise),  so  ist  otVenbar  li  <  /■  <  //.  Mit  Uücksicht  hierauf  ergiel)t 
sich  [vergl.  (4.).  (:">.),  (Oj|: 

l  1 


c  —  z 
und  andererseits: 

1 

;:  —  c 


c 


['+(;)'  +  (;)'+(:)"  +  ■■■]■ 


■[.+ CT +  ('T +(•;)+•••]■ 


(i<;.) 


Dies  in  (15.)  sub.stituirt,  orliillt  man: 

+  [K-'  +  A;.r--  +  A:,r-^^  +  A;.-   '  +.-.|, 
wo  die  A,  A'   die  Bedeutungen  haben: 

Ao=.>      •     / ,         A„  =  --.    /      ,      ['' )(lr  , 

"         ^Ini  *f  is.         c       ^  -Inf*'  (n'  '        '^        ^ 


(IT.) 


A,  =  -'  .  / 

'  '2  TT  <  .  ^    (C 


CS 


ni 


A'i   =-  /       f{r)C(h\ 


6' 
etc.  etc. 


etc.  etc. 

Also  der  Satz:  Id  (lie  Function  firS)  rinde nti(f  und  stetig  auf 
rinn-  riuf/firrmu/cn  Fläche  9t  ^  d/c  voii  ::(rci  nm  dm  Anftinf/spindd 
~  =  0  hcsrhrleljoioi  Kr('isi)cri})hv)'ic}i  JfC(/r(')f.rf  /s^,  so  ivird  iltr  Wcrfh 
in  jedem  z' frischen  diesen  beiden  Fo  ijJierien  liei/mdcn  Funlde  .c  dar- 
stf'Uhar  sein  durch  die  lleihc: 

(1^0  f{^  =  |Ao  +  A,^  +  A,^^  +  A,^^  +  . .  •] 

+  [A;,.:-^  +  A;.r  -  +  K.z-^  +  A^^-^  +  ••■]• 
Und  zwar  sind  die  Coeffieienten  A,  A'  dorgestfilt  dunh  die  I^dciirah 
(11.).  Von  diesen  Infcf/raJen  Jaufrn  die  einen  positiv  herum  itni  dif 
ron  der  grösseren  Feri)>herie  hegreuzfe  KreisjU'iehe  (5,  und  die  andern 
ehen/fdJs  positiv  um  die  von  (h-r  kleineren  Feyi]>Jurie  hegrcnzte  Kreis- 
/lache  t£'. 
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(19.) 
.20.) 


Ob  die  Entwicklung  (18.)  noch  gültig  ist  für  solche  Punkte  ^, 

die  nicht  zwischen  den  beiden  Periplierien,  sondern  unmittelbar  auf 

einer  derselben  sich  befinden,  bleibt  zweifelhaft. 

Bemerkung.  —  Jene  Integrale  (17.)  bleiben  übrigens,  ihren  Werthen 
nach,  nngeändert,  wenn  man  sie  nicht  über  den  Rand  von  (E  oder  @\  son- 
dern statt  dessen  über  irgend  eine  zwischen  diesen  beiden  Randern  sich 
hinziehende  geschlossene  Carve  hinerstreckt.  Der  Beweis  hierfür  ergiebt 
sich  in  ähnlicher  Art,  wie  der  Beweis  für  die  Bemerkung  pg.  30. 

§  2. 
Entwicklung  einer  Function  f{z)  nach  Potenzen  von  {e  —  c). 

Die  Cancliy-Taylor'sche  Reihe.  —  Die  Function  f{z)  sei  eindeu- 
tig und  stetig  anf  einer  um  den  Punkt  c^=^  a  -\'  ib  beschriebenen 
Kreisfläche  (S.  Wir  führen  ein  neues  mit  Xy  y  paralleles  Coordiua- 
tensystem  %,  r^  ein,  dessen  Anfangspunkt  in  c  liegt,  und  bezeichnen 
jeden  beliebigen  Punkt  in  Bezug  auf  das  eine  und  andere  Coordi- 
natensystem  respecti-  a 
ve  mit  j?=  x-^-iy  und 
{;= 1 4"  ^fl'-^^sdannist: 

y^b  +  ri, 
mithin: 

(x  +  iy)  =  (a  +  ib) 

+  (g  +  in). 

d.  i.     j5  e=  c  +  5, 
and  folglich: 

Die  linke  Seite  dieser 
Formel  ist  nach  un- 
serer Voraussetzung 
eindeutig  und  stetig 
für  alle  Punkte  z  der  um  c  beschriebenen  Kreisfläche  (S.  Gleiches 
gilt  daher  von  ihrer  rechten  Seite.  D.  h.  die  Function  f{c  +  5)  ^ 
eindeutig  und  stetig  für  alle  Punkte  i  innerhalb  der  um  ^  =»  0  beschrie- 
benen KreisfläeJie  (S.     Somit  folgt  aus  dem  Satze  (11.)  sofort: 

a.i.      /•(c+ö  =  A^)  +  Tn^)+An^)  +  ""- 


■>a? 


N«iimftnii,  Abersoh«  Integrale.    2.  Aufl. 
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orler,  falls  man  für  J  |  vgl.  (lO.)]  seinen  Wertli  (::  —  c)  einsetzt: 

Also  der  Satz:  /.s7  dlf  Function  f(z)  eindeutig  und  <iteti(j  auf' 
einer  um  den  Vuuld  c  t geschriebenen  Krds/läche  (S,  so  wird  ihr   Wcrth 
in  jedem  innerhalb  t£  liegenden  Piodde  z  ddrsbllbar  Sf'i}f   durch    dir 
licihe: 

(21.)   f(z) = /v)  +  -^'  /•'(.) + '^^f  /•"./•)  +  i\-,  ';'l  rxc) + .  • . . 

Dabei  ist  voran sgesetzt,  dass  z  tvirhlieh  innerhalb  (£,  Glicht  etwa  hart 
(un  liandc  V07i  S  sich  brfindcf, 

Erweiterung  der  Laurent'schen  Betrachtung.  —  Ebenso  wie  hier 
aus  der  Maclanrin^achen  Reihe  (ll.j  die  jfV////or'sche  Reihe  [21,)  ab- 
geleitet worden  ist  mittelst  einer  parallelen  Verschiebung  des  Coor- 
dinatensystems,  in  analoger  Weise  wird  sich  auch  aus  der  Laurcnt- 
schen  Reihe  (18.)  eine  gewisse  allgemeinere  Reihe  ableiten  lassen. 
Man  gelangt  dabei,  wie  leicht  zu  übersehen,  zu  folgendem  Satz: 

Ist  f{z)  eindeutig  und  stetig  auf  euier  ringförmigen  Fläehe  9i, 
die  lum  zwei  um  den  Pnnht  c  beschriebenoi  Kreislinien  begrenzt  ist, 
.SV;  gilt  für  jeden  zwischen  diesen  beiden  Kreislinien  Ix^findliehf  n 
Funid  z  folgende  Fnlwieklung : 

,  /•(:)  =  [A,  +  A,  (:  -  e)  +  Ajz  -  ■  r)-'  +  •  •  .| 

^--•^  +  lAc'x,:  -  ey  '  +  A;(^.:-r)-"  +  A:.i^-       r)-''  +  ...I. 

wo  die  A,  A'  (Jon  st  an  tan  bezeichnen. 

§  3. 
Ueber  die  Constanz  einer  Function  /\z)  auf  einem  kleinen  Linien- 
öder  Flächenelement. 

Von  einer  Function  /'(z)  sei  belcannt,  dass  sie  auf  einer  gege- 
benen Fläche  *Ül  eindeutig  U)ul  stetig  ist.  Auch  befinde  sich  inner- 
halb 91  ein  kleines  Linien-  oder  Fläehenitement  A,  auf  welchem  /"(£■) 
eonstanty  =  K  ist.  Es  soll  die  Reschatlenheit  dieser  Function  näher 
untersucht  werden. 

Sind  c  und  c^  irgend  zwei  Funkte  des  Elementes  A,  so  ist 
f{c)  =  f{c^  =  K,  mithin: 

c,        c 

Hieraus  folgt,  falls  man  e^  auf  A  unendlich  nahe  an  c  heranrücken 
lässt: 
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Aus  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  f  in  allen  Punkten  c 
des  Elementes  X  constant,  =  K  ist,  bat  sich  also  ergeben,  dass  der 
Differentialquotient  f  in  all  diesen  Punkten  =  0  ist.  Hieraus  aber 
ergiebt  sich  nun  in  gleicher  Weise,  dass  der  zweite  Differential- 
quotient f"  in  all  diesen  Punkten  ebenfalls  =  0  isi  ü.  s.  f.  Dem- 
gemäss  gelten  für  jedweden  Punkt  c  des  Elementes  l  die  Formeln: 

(L>3.)  f{c)  =  K,  und  f\c)  =  rXc)  -  ric)  =  ....  =  0. 

Beschreibt  man  jetzt  um  c  eine  innerhalb  SBi  liegende  Kreis- 
fläche S,  so  ist  f{z)  auf  @  (ebenso  wie  auf  91)  eindeutig  und  stetig, 
mithin  in  jedwedem  Punkte  e  dieser  Fläche  (S  darstellbar  durch  die 
Reihe  (21.): 

(24.)    f{,) = f{c)  +  ^-f -?  ac) + <\-  f-  r{c)  +  f .^4  r{c) + . . ., 

woraus  mit  Bücksicht  auf  (23.)  folgt: 

(25.)  m  =  K 

Aus  der  zu  Anfang  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Function 
f{z)  auf  A  constantf  =  K  sei,  hat  sich  also  ergeben,  dass  sie  diesen 
Constanten  Werth  K  auch  besitzen  muss  auf  jeder  um  irgend  einen 
Punkt  c  des  Elementes  X  beschriebenen  Kreisfläche  6,  falls  nur 
diese  letztere  vollständig  innerhalb  %  liegt.  In  gleicher  Weise 
weitergehend,  wird  man  jetzt  zeigen  können,  dass  sie  diesen  con- 
stanten  Werth  K  auch  besitzen  muss  auf  einer  um  irgend  welchen 
Punkt  c,  der  Fläche  S  beschriebenen  Kreisfläche  6^,  falls  nur  diese 
letztere  wiederum  vollständig  innerhalb  Sl  liegt.    U.  s.  f. 

Mittelst  einer  solchen  Kette  von  Kreisen  S,  S^,  €,,...,  deren 
jeder  sein  Centrum  im  Innern  des  vorhergehenden  hat,  und  die 
sämmÜich  innerhalb  SU  liegen,  kann  man  aber  jedweden  innerhalb 
91  gelegenen  Punkt  erreichen,  also  nachweisen,  dass  f{z)  in  jedem 
solchen  Punkte  =  K  ist. 

Also  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche 
H  eindeutig  und  stetig,   und  ist  überdies   bekannt,   dctös  sie  auf 

^20.)  einem  innerhalb  Ä  befindlichen  Linien-  oder  Flächenelement  l  einen 
Constanten  Werth  hat,  so  unrd  sie  diesen  selben  constanten  Werth 
audh  besitzen  in  sämmtlichen  Punkten  der  Fläche  Sl. 

Mit  andern  Worten:  Ist  die  Function  f(z)  auf  einer  Fläche  Ä 
eindeutig  und  stetig,  so  kann  innerhalb  9i  kein  auch  nocJ^  so  klei- 

C27.)  nes  Linien"  oder  Flächenelement  k  vorJumden  sein,  auf  welchem  die 
Function  constant  wäre;  —  es  sei  denn,  dass  sie  innerhalb  Ä  allent- 
halben constant  ist. 
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§   4. 

Darstellung  einer  Function  f'(z)  im  Bereich,  d.  i.  in  der  Umgebung 

eines  einzelnen  Punktes. 

Die  Function  /Vr)  sei  auf  einer  i^ej^eUeneu  Flüche  91  eindcutuf 
und  strtiff.  Ferner  sei  c  irgend  ein  Punkt  innerlialh  91,  und  ß  ein*» 
um  c  beschriebene  Kreistlilche.  die  ebenl'alls  inu(*rhalb  9(  liecct.  Als- 
dann  ist  /(f)  iu  jedem  Funkte  ~  der  Flilchf»  (£  darstellbar  durch  dio 
(\iurJn/-2ayhr\iL'hG  Reihe  (21.): 

(^28.)  f(,:)  =  A,  +  A,  { .:  -  r)  +  A,  f  -  -  r)-  + ,     (auf  (£\ 

Möglicherweise  ist  A„  gleich  Null,  vielleicht  auch  A,>  und  A, , 
vielleicht  auch  A,p  A,  und  A,,  u.  s.  1'.  Ein  Null  sein  sümwtlicltcr 
As  i)i  inftnitum  ist  aber  ottenbar  nicht  denkbar;  —  denn  sonst 
würde  /'(r),  nach  (2«'^.),  auf  (£;  also,  nach  (2i).).  auch  auf  91  allent- 
halben Null  sein. 

Schliesst  man  diesen  singulären  Fall  also  aus.  so  wird  die 
Entwicklung  (2S.)  stets  die  Form  haben: 

1^2!>.)  f\z)  =  [.:-r)"\K,  +  K  1  i(.:-    c)  +  A,,  ^,l:  —  rf  + J,    (aufß), 

wo  A„  eine  ro}i  Null  vcrsrjfirdnic  konstante,  und  n  eine  endliche  ganze 
Zahl   vorstellt. 

Die  durch  die  Reihe 

A„  +  A„4.  i(V:  —  r)  +  A„  4_-j(.:     -  cf  + 

dargestellte  Function  ist.  ebenso  wie  ihre  einzelnen  (Uieder,  auf  der 
Fläche  (£  eiyuleut'uj  und  skti(j,  Sie  besit/t  im  (Zentrum  c  dieser 
Fläche  den  vo)i  Null  verschiedenen  ^^  erth  A„,  und  wird  daher  in 
unmittelbarer  Nähe  des  Centrums  c  ebenfalls  von  Null  verschieden 
sein.  Mau  wird  also  die  um  c  beschriebene  Kreisfläche  (£  so  weit 
zu  verkleinern  im  »Stande  sein,  dass  jene  Function  auf  (S  nirgends 
verschwindet. 

Also  der  Satz:  Ist  f{^]  auf  einer  (fujeheneyi  Flüche  91  cindeu- 
liij  u)id  stetig y  und  warkirt  man  i}nnrh<dh  91  irgend  einen  Vunld  c, 
so  werden  die  Wertlie,  iceldic  /(~)  auf  ei)ur  uuf  e  besch riehen eti  hin- 
reichend kleinen  Kreisfläche  CS  besitzt j  in  fdgrndrr  Weise  darstell- 
bar sein: 

im.)  f{z)  =  {z  -  cy  K^). 

Dabei  bezeichnet  n  eine  endliehe  Zahl  aus  der  Jleihe  0,  1,  2,  3,  .  .  ., 
und  E{z)  eine  Funetionj  die  auf  ^  eindeutig ,  stetig  und  nichtver- 
schwindend  ist. 
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Man  hat  hinzuzufügen:  Dieser  Satz  gilt  unter  aUen  Umständen, 
ausser  wenn  f{z)  auf  Ä  allenthalben  =  0  ist. 

Bemerkung.  —  Functionen,  die  eindeutig,  stetig  und  nichtüerschwin- 
dend  sind,  werde  ich  steta  mit  E  oder  E  oder  H,  oder  auch  wohl  mit  den 
entsprechenden  kleinen  Baohstaben  bezeichnen;  wobei  bemerkt  sein  mag, 
dass  derartige  Functionen  ihren  Charakter  behalten,  wenn  man  sie  mit 
einander  multiplicirt  oder  dividirt.    Sind  z.  B. 

E(z),    E,{z),    E,{z),    E,(z),    E,(z) 

Functionen^  die  auf  einer  gegebenen  Fläche  91  eindeutig,  stetig  und  nicht- 
verschwindend  sind,  so  gilt  Gleiches  auf  91  auch  von  der  Function 

1 

E(zy 
ebenso  von  dem  Prodnct: 

E(z)E,(z)E,(z), 

und  ebenso  von  dem  Quotienten 

E{z)E,{z)E,(z) 
E,{z)E,(z) 

§  5. 
Die  Pole  oder  polaren  Unstetigkeiten  einer  Function. 

Gegeben  sei  im  Räume  irgend  welche  Fläche,  gleichgültig,  ob 
eben  oder  krumm]  und  auf  dieser  Fläche  irgend  ein  Punkt  c.  Um 
c  herum  denke  man  sich  auf  jener  Fläche  ein  kleines  Flächenstück 
abgegrenzt;  c  selber  mag  gewissermassen  als  der  Mittelpunkt  ^eses 
Flächenstückes  angesehen  werden;  und  demgemäss  mögen  die  von 
c  nach  dem  Rande  des  Flächenstücks  hinlaufenden  kürzesten  Linien 
als  die  Badii  vectares  d^  Flächenstücks  betrachtet  werden. 

Definition:  Ein  solches  um  den  gegebenen  Punkt  c  herum  abge- 
grenztes Flächenstück  soll  in  Zukunß  für  den  Fallf  dass  seine  Badii 
(1.)  vectares  hinreichend  klein^  dabei  aber  sämmtlich  von  Null  ver- 
schieden sind,  mit  einem  besonderen  Namen  bezeichnet,  nämlich  das 
Bereich  des  Punktes  c  genannt  u?erden. 

Was  dabei  in  jedem  einzelnen  Fall  unter  hinreichend  klein 
zu  verstehen  ist,  wird  abhängen  von  jedesmaligen  näheren  Umständen. 

Liegt  der  Punkt  c  auf  der  üorizontalebene,  so  wird  sein  Be- 
reich dargestellt  sein  durch  eine  kleine  ebene  Fläche  von  beliebi- 
ger Gestalt,  die  z.  B.  kreisförmig,  ellipsenförmig,  quadratförmig, 
trapezförmig  u.  s.  w.  sein  kann. 

Denkt  man  sich  nun  ferner  auf  der  gegebenen  ebenen  oder 
krummen  Fläche  die  Werthe  irgend  welcher  Function  /*  ausgebreitet, 
so  mag  folgende  Bezeichnungsweise  eintreten: 
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Detinition :  Ist  die  Function  f  in  irycnd  einem  Vunkte  c  unstetig, 

jedoch    der   Art   unstet i(/y    dass    ihr  neip roher    Wertli  -  im  Bercicltr 

(2.)  (tes  Purdites  steti//  hteibt,  so  sott  der  Funkt  c  ein  Fol  der  Function 
/*,  und  die  Unstet ifjlicit,  mit  ivetchrr  die  F'unction  in  diesem  Funkte  be- 
haftet ist,  eine  ])olare   Unstet igkcit  genannt  iverden. 

Es  sind  sehr  verseil iedene  Arten  von  Unstetigkeitspuukteu  denk- 
l)ar.  Wie  nun  aber  die  IJnstetigkeit,  welclie  eine  Function  /'  in 
eijieni  Punkte  c  besitzt,  auch  immer  beschatten  sein  möge,  jederzeit 
wird  dieselbe  entweder  darin  ihren  Grund  haben,  dass  der  Werth 
von  /'bei  e  einen  endtiehen  Sprung  maclit ,  oder  darin,  dass  jener 
Werth  bei  c  ins  U)ie)idlichc  autspringt,  (leluu't  die  bei  e  vorhan- 
dene Unstctigkeit  /Air  ersten  Kategorie,  so  wird  sie  nicht  nur  bei 
der  Function  setber,  sondern,  wie  man  iiugenblicklich  übersieht,  aucli 
bei  ihrem  reeiproken  Werth  bejuerkbar,  folglich  keine  polare  Unstc- 
tigkeit sein.  Innerhalb  der  ersten  Kategorie  kann  sich  demnach 
kein  polarer  ünstetigkeitspunkt  betinden.  Daraus  folgt  mit  Noth- 
wendigkeit,  dass  sämmtlichc^  polare  Unstc^tigkeitspunkte  /Air  zu'eite}i 
Kategorie  geluu'en,  d.  h,  in  einem  Aufspringen  des  Functionswerthe?? 
ins  Unendliche  ihren  (Irund  haben.  Somit  ergiebt  sicli  folgender  Satz: 

Ist  der  Funkt  e  ein  Fol  der  Fun('tio)t  f,  so  ivird  der  Werth  von 
lo.)  /■  in  c  jederzeit  nnendtieh  gross  sein. 

(kler    mit   andern    ]]^orten:    Ist   der   Fu)dd   c   ein    Fol   für   die 

Funetion  l\  so  wird  er  jederzeit  ein  Xuttpunkt  für  die  Fu)iction  -.  sein. 

Es  sei  %  eine  in  der  llorizontalebene  abü:e<»*ren'/te  Fläche,  fer- 
ner  I  =^  fiz)  eine  Function,  die  auf  51  eindrutig,  und,  mit  Ausnahme 
einzelner  Fote  «,,  «.,,  .  ,  ,,  stetig  ist,  Ue]>erdiess  existire  innei'halb 
?l  ein  kleines  Linien-  oder  Fllichenelement  A,  auf  welchem  f  eonstant, 
=^^  K  ist.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Beschalfenheit  dieser 
Function  näher  zu  untersuchen. 

Um    die    Pole    a^^  cc^^  .  .  .    lassen    sich    [vgl.   (2.)J    Kreistläehen 

(5j,  iSjy  ...  von  solcher  Kleinheit  beschreiben,  dass        aut  denselben 

ri)ulrutig  und  stetig  ist.  ( Jleiclizcitig  wird  alsdann  /'  selber  eindeutig 
lind  stetig  sein  auf  der   Fläche 

3  =  ^^)1  — ((S,  +  tS,  H ), 

d.  i.  auf  demjemgen  Flächenstück  @.  welches  von  V(,  nach  Abson- 
derung der  Kreise  Ü^,  (5.,,  •  •  •.  nocli  übrig  bleibt.  Auch  kann  man 
jene  Kreise  so  klein  sich  vorstellen,  dass  das  Element  A  oder  weiiig- 
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stens  ein  Theil  desselben   auf  ©  liegt.     Alsdann  aber  ergiebt  sich 
sofort  [Satz  pg.  35],  dass  f  auf  @  allenthalben  ="  K  ist,  also  z.  B. 
auch  am  Rande  von  (S;,  wo  &j  irgend  eine  der  Kreisflächen  (S^,  6^,^ 
S3  . . .  vorstellt 

Die  auf  der  Kreisfläche  (Sy  eindeutige  und  stetige  Function  -j 
hat  daher  am  Rande  von  @^  den  constanten  Werth  ^*     Hieraus 

folgt  [Satz  pg.  22J,  dass  sie  diesen  constanten  Werth  ^  auch  inner- 

halb  (S/  besitzt,  dass  mithin  f  selber  innerhalb  (S/  überall  *»  K  ist. 

Alles  zusammengefasst  ergiebt  sich  also,  dass  die  Function  f 
einerseits  auf  ©  und  andererseits  auch  auf  (Sj,  (S^,  ....  allenthalben 
=  K  ist.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  Ä  eindeutig j  und 

mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig, 

(4.)  so  kann  auf  ^  kein  audi  noch  so  kleines  Curven-  oder  Flächenelement 

cxistiren,  auf  welchem  die  Function  constant  wäre;  —  es  sei  denn, 

dass  sie  auf  31  allenthalben  constant  ist 

Die  Punkte,  in  denen  eine  solche  Function  f{jsy  einen  gegebe- 
nen Werth  K  hat,  können  also  nur  vereinzelt  vorkommen,  ebenso 
z.  B.  auch  diejenigen  Punkte,  in  denen  sie  Null  wird.   Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f(js)  auf  einer  gegd^enen  Fläche  St  eindeutig,  fer- 
ner mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  a^,  a^,  ...  daselbst 
^f>.)  stetig,  und  bezeichnet  man  ihre  Nullpunkte  auf  der  Fläche  Sl  mit  ß^, 
/}„...,  50  werden  dUe  diese  Punkte 

a^,  Og  . . .    Pi,  Pg,  . . . 

vereinzelt  liegen,  D.  h,:  Je  zwei  derselben  werden  stets  durch  irgend 
weichen  (wenn  auch  noch  so  Meinen)  Zwischenraum  von  einander  ge- 
trennt sein. 

Erläntemiig.  —  Dass  die  Pole  a  discret  liegen,  wird  vorausgesetzt 
[vgl.  den  Wortlaut  des  vorstehenden  Satzes].  Dass  alsdann  aber  die  Null- 
punkte ß  ebenfalls  discret  liegen,  Ist  soeben  betciesen  worden.  Und  dass 
endlich  auch  je  zwei  Punkte  a  und  ß  durch  irgend  welchen  Zwischenraum 
getrennt  sein  werden,  ist  leicht  zu  übersehen.  Um  jeden  Pol  a  kann  man 

nämlich  eine  Kreisfläche  c   von  solcher  Kleinheit  beschreiben,   dass  >-  - 

innerhalb  c  eindeutig  und  stetig  ist.  Alsdann  wird  innerhalb  dieser  Fläche 
c  die  Function  f(z)  nirgends  verschwinden  können,  so  dass  also  innerhalb 
c  keiner  der  Punkte  ß  anzutreffen  ist.     Q,  c,  d. 
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Die  Ordnungszahlen  einer  Function  /  (^). 

Die  Function  f{z)  sei  auf  einer  gegebenen  Flüche  %  eindeutig 
und  mit  etivaigcr  Ausnahme  einzelner  Pole  «, ,ff^,,...  daselbst  auch 
überall  stetig.  Ihre  Nullpuiilcfc  auf  3t  mögen  bezeichnet  sein  mit 
ß^ ,  ß.^  .  .  .  Endlich  mag  jedweder  l^unkt  dieser  Fläche,  welcher 
weder  zu  den  «'s  noch  zu  den  /5's  gtdiiu-t,  mit  y  benannt  werden.  — 
Wir  wollen  die  Function  im  Bereich  eines  jeden  solchen  Punktes 
f(,  ß  oder  y  näher  untersuchen. 

Zufolge  (2.)  ist  die  Function     -- eindeutig  und  stetig  im  Bereich 

des  Poles  «,  also  [Satz  pg.  oi)\  auf  einer  um  a  mit  hinreichend  kleinem 
luidius  beschriebenen  Kreisfläche  (S,,,  darstellbar  durch  die  Formel: 

WO  p  eine  mdlichc  Zahl  aus  der  lieilie  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellt. 
Hieraus  folgt  sofort: 

[^{\\  i  (z)  =  {z  —  a)-i'  Eu),     (ebenfalls  auf  (Su), 

wo  E(^)  =  i,,  eine  Function  vorstellt,  die,  ebenso  wie  l'\z)  sel- 
ber^ auf  der  Kreisfläche  G^,  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend 
ist.  Aus  dieser  Formel  ((>.)  folgt  übrigens  sofort,  dass  p  nicht  =  0 
sein  kann.  Denn  wäre  p  =  0.  so  würde  /  (/),  zufolge  ((>.),  auf  C 
stetig  sein.  Dies  aber  ist  nicht  möglich,  w^eil  der  Mittelpunkt  a  der 
Fläche  ©,,  nach  unserer  Voraussetzung  ein  Pol,  d.  i.  ein  polarer  Ihi- 
sictigl'citspmnld  der  F'unction  f(z)  sein  soll. 

Die  Function  f\z)  ist  also  im  Bereich  tS,,  eines  Poles  a  stets 
durch  eine  Formel  (G.)  darstellliar,  in  welcher  p  eine  endliche  Zahl 

aus  der  Keihe 
((5  a.)  '  1,2,3,4,.... 

vorstellt.  U7id  hieraus  folgt,  dafs  f{z)  iyn  Pole  a  nothtvendiger  Weise 
unendlich  teird;  Avas  in  Einklang  steht  mit  dem  Satze  (3.) 

Weiter:  Der  Punkt  ß  ist  [vgl. (:">.)]  von  allen  Punkten  a  durch  irgend 
welche  Entfernungen  getrennt.  Die  Function  f(z)  ist  daher  im  Bereich 
des  Punktes  ß  eindeutig  und  stetig,  also  |Satz  pg.  30 1  auf  einer  um  ß 
mit  hinreichend  kleinem  lladius  beschriebenen  Kreisfläche  ß^^  darstell- 
bar durch  die  Formel: 

(7.)  f(^  =  (,-  ßjiE[z),     (aufSO- 

wo  q  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe  0,   1,  l\  3 voristcllt. 

Nun  kann  aber  cj  nicht  =  0  sein.     Denn   sonst   würde   die  Formel 
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(7.)  übergehen  in  f(z)  ^=  E(£f),  mithin*)  f{z)  im  Punkte  ß  nicht  ver- 
schwinden; —  was  der  Definition  von  ß  widerspricht.  Es  repräsen- 
tirt  somit  q  eine  endliche  Zahl  der  Reihe 

(7  a.)  1,  2,  3,  4,  ...  . 

Weiter:  Unter  y  sollte  irgend  ein  von  den  a's  und  ßs  verschiedener 
Punkt  verstanden  sein,  also  ein  Punkt,  der  von  sämmtlichen  a's  und  /3's 
durch  irgend  welche  Entfernungen  getrennt  ist.  Demgemäss  wird 
sich  um  y  als  Mittelpunkt  eine  Kreisfläche  @y  beschreiben  lassen 
von  solcher  Kleinheit,  dass  alle  a  und  alle  ß  misserhaUb  Sy  liegen. 
Auf  dieser  Fläche  Sy  ist  daher  die  Function  f{z)  eindetäig,  stetig 
und  nicht  versdiwindend;  was  angedeutet  werden  kann  durch  die 
Formel: 
(8.)  fii)-^iß),    (aufC,). 

Wir  können  schliesslich  die  Formeln  (6.),  (7),  (8.)  zu  einer  ein- 
zigen Formel  zusammenfassen  und  gelangen  alsdann  mit  Rücksicht 
auf  (6a.)  und  (7a.)  zu  folgendem  Resultat: 

Ist  f(js)  auf  einer  gegebenen  Fläche  Ä  eindeutig  und  mit  etwaiger 
Ausnahme  einzelner  Pole  stetig,  und  markirt  man  irgendwo  auf 
der  Fläche  Ä  elften  Punkt  c,  so  wird  die  Function  f{s)  auf  einer  um 
c  d€sckri(j)enen  hinreichend  kleinen  Kreisfläche  S  stets  darstellbar  sein 
durch  die  Formel 
(0.)  f{z)^{z-cyE{z\    {auf^\ 

tvo  (i  eine  endliche  Zahl  aus  der  Beihe 

.  •  •  ■""  Oj   "~~  ^,  —  1)  U,   Ij  ^,  ö,  ■  •  .  .  . 

varstdlt,  während  E{z)  eine  Function  bezeichnet,  die  auf  @  eindeutig, 
stetig  und  nichiverschunndend  ist 

Jene  Zahl  fi,  die  sogenannte  Ordnungszahl  der  Function  f(js) 
im  Punkte  c,  ist  negativ,  positiv  oder  Null,  jenachdetn  c  ein  Punkt 
er,  ß  oder  y  ist.  Dabei  sind  unter  den  a  die  Pole,  unter  den  ß  die 
Nullpunkte  der  Function  f{z),  und  unter  den  y  alle  ührigm  Punkte 
zu  verstehen. 

Auf  Grand  dieser  Definition  der  Ordnungszahlen  lassen  sich  dieselben 
fOr  rationale  FuBctionen  von  z  sofort  angeben.  Sind  z.  B,  A,  B,  C  be< 
liebig  gegebene  complexe  Constanten  (jedoch  von  einander  verschieden), 

so  wird  die  Function 

(2  -  AY  {z  -  B)\ 


m 


{z  -  C)»- 


*)  Es  ist  beständig  im  Auge  zu  behalten,  dass  mit  E{z),  E{z)  oder  H{z) 
Functionen  bezeichnet  werden,  die  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend  sind. 
Vgl.  die  Bemerkung  auf  pg.  37. 
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in  (]('n  l'wiAU'u  A,  li  und  ('  rrsp.  ih.-  nrdimntrx/.ihU'n  3,  4  und  (-  10\  in 
.illrii  iihit'i'n  riiiikt'-ti  cibtT  dit.*  <  »rdiiiinixs/.dhl  u  l.iL'fil/oii.  Auch  ül»L'Vaifht 
man  sotcit.  «la-^  dirst;  Function  /  :)  auf  der  IlorizontalelM-ue  i'ib«?rall  ein- 
deutig und  mit  Ausnahme  eines  eii]/.ig''n,  in  ('  lie;j:onden  Poles  daselbst 
auch  überall  stetig  ist. 

Aus  dvv  auf  a  L'ültiL^eii   Formel  il>.)  füllet  durch  loi?aritlmiisclio 

DitIVrentiatiuli : 

f//(:     u<l:      j     (IE  :) 

f  :)    ^  z'       (•    '      E(:>    ' 
odt'r,  falls  man   {»ositiv  über  den   Kami   von  CS  integrirt: 

WO  HTj)  =  --  -   ,  ubeiiso  w'w  E{z)  scllx^*  |vgl.  die  Bemerkung  pg.  37 J 

auf  der  Kn-isHädie  C  riinhufiff.  sfftif/  und  nicJifrcnicJuriudciuI  isi,  Deni- 
gomäss  ist  [Satz  j)g.  2))]  das  bi:fr  Integral  =0.  während  das  var- 
ktztr  [nach  (•'^a.)  pg.   18J  =  'IttI  ist.     Man  erhält  daher: 

Fiezeichriet   man  al>o  <]ie   Pole  nnd  Xt(ll})H)ilir  der  Function  /'(z)   auf 

der   gegebenen    Fläche  ^^(   proiKismc    mit  r, ,   r_, r,,,   und   denkt 

mau  sich  um  diese  Funkte  liinreichend  kleine  Kreistiächen  (Sj ,  6^. 
. .  .  .  (Sy  beschrieben,  so  wird  für  jede  solche  Fläche  G^  die  Formel 
gelten: 

WO  /Lix  (He  Ordnungszahl  von  /(::)  im  Punkte  Cy.  vorstellt. 

Kepräsentirt  nun  3  dasjenige  Flächenstück,  welches  von  der 
begebenen  Fläche  5(,  nach  Absonderung  der  kleinen  Kreistiächen 
(Sj,  ß^'  •••  ^u'  noch  übrig  bleibt: 

@  =  2(-(ei  +  (£,  +  ....  +  (S,), 

so  werden  auf  S  weder  IV)lc  noch  iSull|)unkte  von  f\z)  vorhanden 
sein.  Folglich  ist  /'(.:)  auf  ®  ritulcntif/ ,  sicfif/  und  nichfnrscJncm- 
demi     (ileiches  gilt  daher  auf  ©  |  vgl.  Bemerkung  pg.  37 1  auch  von 

-.-^  •     ^Somit  folgt  l^atz  pg.  2'^\: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  ganzen  liaiid  von  S.  Will 
man  aber  den  ganzen  Hand  von  2  ]Ktsific  durchwandern,  so  hat 
man  zuerst   die  liamlcurven  der  ursjirüngliclien  Fläche  21  i)Ositiv,  so- 
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dann  aber  die  Randcurven  der  Flächen  S^,  (S^, . . . .  (£^  negativ  zu  durch- 
laufen.    Die  Formel  (12.)  kann  daher  so  geschrieben  werden: 

(13.)  r  iM-'y  r  ^m^o- 

oder  mit  Rücksicht  auf  (11.)  auch  so: 

'''**-^  /a Iw  -('*>  +  '»«  +  •••  +  *»») 2«t  =  0. 

Also  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche 
%  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  und  bezeichnet  man  ihre 
auf  Ä  vorhandenen  Pole  und  Ntdlpunkte  promiscue  mit  c^,  Cg,  . . .  Cg, 
ferner  ihre  in  diesen  Punkten  vorhandenen  Ordnungszahlen  mit  fii,  ^i^y 
fi^f  so  ist  stets: 

<  1  ö.)  ^,  +  ^  • .  • .  +  P.  =  ~.  f^ ^1^  -^if^^  l«g  A^) ' 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  sämmtliche  Bandcurven  äer 
Fläche  a. 

Da  übrigens  unter  Ci^c^,  ...  Cg  sämmtliche  Pole  und  Nullpunkte 
der  Function  f{js)  verstanden  sind,  so  wird  sie  in  jedwedem  andern 
auf  9[  befindlichen  Punkte  die  Ordnungszahl  0  haben  [Satz  (0.)]; 
so  dass  also  die  linke  Seite  der  Formel  (15.)  die  Summe  sämmt- 
licher  Ordnungszahlen  repräsentirt^  welche  f{z)  auf  9  überhaupt  be- 
sitzt.   Man  kann  daher  den  vorstehenden  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  Ä  eindeutig  und 
bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  wird  die  Summe  M  ihrer  sämmtlichen 
auf  %  vorhandenen  Ordnungszahlen  den  Werth  besitzen: 

^6.)  M  =  ^/^d  log /•(.), 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  deti  Band  von  Ä. 

Dieser  allgemeinen  Formel  (16.)  subsumiren  sich,  beiläufig  be- 
merkt, die  früheren  Formeln  (10.),  (11.)  als  specielle  Fälle. 

§  7. 

Ueber  AuBdrüoke,  die  aus  mehreren  Fnnotionen /'(;s?)  auf  rationale 

Weise  ansammengesetzt  sind. 

Es  seien  fs=^f{z)  und  /i  ^s=f^{z)  irgend  zwei  Functionen,  die 
auf  einer  gegebenen  Fläche  %  eindeutig  und  bis  auf  einzehie  Pole 
stetig  sind.  Es  sollen  die  aus  /'  und  f^  zusammengesetzten  Func- 
tionen 
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K/  +  K,/\     uiul     /•/,      und      ( 

n 

niilior  uiitersuclit  wrrdeii,  wo  A'.  K^  bellel)i<i;e  Consl((iä<'}i  vorst-elleu. 
Zunäclist  ist  klar,  diiss  diese  drei  neuen  Functionen,  ebenso 
wie  /'und/j  selber,  auf  der  Fläche  "iH  überall  cindeutiij  sein  werden, 
j'^erner  ist  zu  ])enierken,  dass  die  beiden  ersten  nur  in  denjenigen 
Funkten  unstetig  sein  können,  wo  /'  und  l\  unstetig  sind,  und  dass 
andererseits  die  ilriitc  nur  in  denjenigen  Funkten  unstetig  sein  kann, 

wo  /'und        unstetig  sind;  dass  also  all'  jene  drei  Functionen,  ebenso 

/ 1 

wie  /'  und  /j  selber,  auf  der  Fläche  21  immer  nur  in  einzelnen  Funk- 
ten unstetig  sein  können.  Zu  untersuchen  bleibt  nun  aber,  welcher 
Art  diese  Unstetigkeiten  sind,  ob  dieselben  polarer^  oder  ob  sie 
irgend  welcher  anderer  Natur  sind. 

Markirt  man  innerhalb  ?(  einen  beliebigen  Funkt  c,  so  sind  /' 
und  f\  [8atz  [\),)\  auf  einer  um  c  beschriebenen  hinreichend  kleinen 
Kreisfläche  ß  darstellbar  durch: 

/*  =  (^  —  e\'  F 
(IS.)  '         ^'^         ^       '       (auf  (E), 

wo  fi  und  ftj  endliehe  (janze  Zahlen,  die  Ordnungszahlen  von  /'  und 
/\  in  c  vorstellen,  während  l^J  und  i:',  Functioneji  bezeichnen,  die 
auf  CS  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend  sind.  Üemgemäss 
ist  die  Function 

auf  (£  darstellbar  durch  die  Formel: 

0  =  K(z  —  eyi:  +  K,  {z  -  c>"^7^\,     (auf  CS), 

woraus  durch  Multiplication  mit  [z  —  e)^  sich  ergiebt: 

( ID.)      (.:  -  6v^'0  =  \K{z  —  e)^  ^''  E  +  K,{z  -  ef-^f'^  J^J,     (auf  (S). 

Nimmt  man  nun  für  N  eine  positive  ganze  Zahl  von  solcher 
Höhe,  dass  (A^ -f- |li)  und  (I^ -\- n^)  beide  positiv  sind,  so  repräsen- 
tirt  der  hier  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Ausdruck  eine  Func- 
tion von  Zy  die  auf  CS  einde.iUiy  und  st<'ti(j  ist,  also  eine  Function, 
die  [nach  Satz  (D.)]  innerhalb  eines  um  c  beschriebenen  hinreichend 
kleinen  Kreises  c  darstellbar  ist  durch 

WO  (5  eine  endliehe  positive  (janze  Zahl  vorstellt,  und  E  eine  Func- 
tion bezeichnet,  die  auf  C  eindeidig,  steti(j  und  niehtversehivimleml  ist. 
Diese  nene  um  e  beschriebene  Kreislläche  c  wird  je  nach  Umständen 
bald  identisch  mit  CS,  bald  kleiner  als  CS  sein. 
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Demgemäss  nimmt  die  Formel  (19.)  für  diese  neue  Fläche  c 
die  Gestalt  an: 

(g  —  c)^0  =  (jgf  —  cy  E,     (gültig  auf  c). 

Hieraus  folgt  sofort: 

(20.)  ^  0  =  (i^  —  cy-^  E,     (auf  c), 

mithin 

f21.)  |  =  (^_c)*-«H,     (aufc), 

WO  H  ^  -=-,  ebenso  wie  E  selber,  auf  c  eindeutig ,  stetig  und  nicht- 
verschwindend  ist  Zufolge  (20.),  (21.)  ist  also  auf  c  entweder  0 
oder  -^  stetig,  jenachdem  (a  —  N)  positiv  oder  negativ.  Die  Func- 
tion <t>  ist  somit  im  Bereich  c  des  zu  Anfang  beliebig  markirten 
Punktes  c  entweder  stetig,  oder  doch  nur  der  Art  unstetig,  dass 
wenigstens  ihr  reciproker  Werth  daselbst  stetig  bleibt.  Mit  andern 
Worten :  Sie  wird  in  c  entweder  stetig  sein,  oder  daselbst  doch  nur 
mit  einer  polaren  ünstetigkeit  behaftet  sein.     Also  der  Satz: 

Sind  f  =  f{z)  und  f^  =  f^(z)  auf  einer  gegebenen  Flädie  Ä  ein- 
deutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  der  Function 

(22.)  Ü>  =  Kf+KJ,, 

vorausgesetsty  dass  man  unter  Kund  K^  irgend  welche  Constanten  versteht. 
Was  ferner  die  Functionen 

«-^ 

betrifft,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  der  Werthe  (18.): 
(23.)  P^C.-cy.+'-E, 

E 
wo  E  =  EEi  und  H  =  -g-  Functionen  vorstellen,  die,  ebenso  wie 

JE  und  El  selber,  auf  der  Fläche  S  eindeutig,  stetig  und  nichtver- 
schwindend  sind.  Aus  diesen  Formeln  (23.)  folgt  sofort,  dass  P 
and  Q  im  Mittelpunkte  c  der  Fläche  S  nur  mit  einer  polaren  Ün- 
stetigkeit behaftet  sein  können.     In  der  That  wird  z.  B.,  zufolge 

(23.),  enttceder  P  oder  -p  auf  (5  stetig  sein,  jenachdem  (fi  +  ^)  posi- 
tiv oder  negativ  ist.    U.  s.  w. 

Auch  folgt  aus  (23.),  dass  die  Ordnungszahlen  von  P  und  Q 
im  Punkte  c  respective  ==  (^  -j-  ft)  und  =  (f*  —  fij  sind.  Also 
der  Satx: 
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Si7ul  f  ==  fi::)  nnd  f\  =  j\{z)  auf  nncr  (/rffchnum  Fläche  ?l  riti- 
(Jcutlff  imd  his  auf  rin.icJnf:  Pole  stetig,  sa  ifitt  (Urirltes  aneh  von  den 
Funetloncn 

/i 
Sind  ferner  /ti  toid  |ii,  die  Ordnunf/.s:nlde)f  drr  Fioietumen  f  und  /\   in 
irgend  einem  Punlie  e  der  Flüehe  5(,  so  werden  die  dortigen  Ordnung<i- 
zeüden  von  P  und  Q  dir,    Wcrthe  (a  +  a,)  n)td  iu  —  ^^)  besitzen, 

Hiib(ni  z.  B.  f  und  f  auf  %  übcn-all  dieselben  Ordnungszahlen, 
so  wird  Q  überall  die  Ordnungszahl  0  besitzen,  mithin  im  Bereich 
eines  jeden  Punktes  c  der  Fläche  9(  [Satz  (^>.)J  darstellbar  sein  dnrch 

Q  =  (.^cyF{z)  =  F(zy 

Mit  andern  Worten:  Es  wird  alsdann  Q  in  jedwedem  Punkte  c  der 
Fläche  91  eindeutig,  stetig  und  nicht  verschwindend  sein.  Also  der  Satz: 
Sind  die  Functionen  f  =  f{z)  und  /[  =  /',  (z)  auf  einer  gegebenen 
Fläche  91  eindeutig  und  bis  auf  ein.:clnc  P<tle  stetig,  und  besitzen  ilbn- 
dies  diese  beiden  Functio)u:n  auf  91  überall  dieselben  Ordnungszahlen, 
so  wird  ihr  Quotient 

(mf  der  Fläche  91  überall  eindeutig,  stetig  und  niehfrersieh  win- 
dend Sri)L 

Uie  Sätze  (22.),  (24.)  lassen  sich  übrigens  sofort  veralltjemei- 
nern,  und  führen  alsdann  zu  folgendem  Ilesultat: 

Sind  die  Funetioneu  f\  =  f^{z),  f,  =  f,(r.) /«  =  /«(-)  ^'V 

einer  gegcberun  Flärhe  91  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig, 
.so  /////  (Ueiches  von  jedwedem  Ausdruehe: 

[2i).)  ^V  =  Katf.  (/,,  /:., /;,). 

der  aus  /j,  /!,,  ..../„  auf  rationale  Weise  zusanrnwngesetzt,  ist^  ats(f 
z.  />.  auch  von  den  Ausdriiele)i: 

{21.)  P  =  ff,  ...  f,     und     Q  =     '  .,'    *     "  , 

falls  man  nur  über  F^,  F,j ,  . ,  Fp  dieselben  Voraussetzungen  inacld, 
wie  über  /j,  /!,,  . .  .  /,,. 

Sind  ferner  ^i^^  |li.,,  .  . .  ^n  ">^^/  Mi,  M^.,  ...  My.  die  Ordnungszahlen 
der  Functionen  f,  /.j,  .  .  .  /«  und  F^,  /'!,,  .  .  .  Fj,  in  irgoul  einem  Punlir 
e  der  Fläche  91,  so  werden  du'  dortigen  Ordn)f)igs:<dilen  von  P  umi 
Q  lauten: 

(28.)  (^Uj  +  f/,  .  . .  +  |u,)  und  \(ii,  +  «.,  .  ,  .  +  /ij  —  (^Mi  +  M.  . . .  +  M,)]. 
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Zu  den  Functionen  /*,  Fy  auf  welche  diese  Sätze  anwendbar  sind, 
gehört  seUbstversiändlick  auch  diejenige^  deren  Werth  auf  Ä  allenthalben 
=  1 ,  deren  Ordnungszahl  also  daseU)st  überall  ^=  0  ist 

Ferner  gehört  zu  diesen  Functionen  fy  F,  auf  welche  die  Sätze 
anwendbar  sind,  z.  B.  auch  diejenige^  welche  durch  das  Argument  0 
selber  dargestellt  ist.  Denn  die  Function  f(z)  =  z  ist  eindeutig  und 
stetig  auf  jedweder  Fläche  %,  falls  nur  alle  Punkte  derselben  im 
Endlichen  liegen.  Somit  ist  dem  Satz  (26.)  folgender  Zusatz  bei- 
zufügen: 

Versteht  man  unter 
f29.)  V  =  Ratf.  (z) 

irgend  eine  rationale  Function  von  z,  so  wird  V  auf  der  Fläche  81 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.  Dabei  ist  vorausgesetzt, 
dass  die  Fläche  St  mit  all'  ihren  Punkten  im  Endlichen  liegt,  —  eine 
Voraussetzung  j  die  wir  übrigens  stillschweigend  bei  den  mit  %  bezeich- 
neten Flächen  stets  supponirt  haben. 

Es  sei  jetzt  f  =  f{z)  eine  beliebig  gegebene  Function^  die  auf 
einer  Fläche  31  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist.  Ihre 
Pole  und  Nullpunkte  auf  der  Fläche  Sl  seien  bezeichnet  mit  a^,  a^, 
...«a  und  ßi,  ß^j  ...  ßti  femer  ihre  dortigen  Ordnungszahlen  mit 
(—Pi),  ( — jPj),  .  .  .  (— Pa)  und  ffi,  ?i,  .  .  .  qb\  sodass  also  die  p 
und  q  [vgl.  den  Satz  (9.])  lauter  positive  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt  offenbar  auch  die  ratio- 
nale Function: 

Nach  dem  Satze  (29.)  ist  nämlich  ^{z)  auf  K  eindeutig  und  bis  auf 
einzelne  Pole  stetig«  Auch  erkennt  man  aus  der  Beschaffenheit  des 
Ausdrucks  (30.)  sofort,  dass  die  Pole  und  Nullpunkte  von  V(j?)  re- 
spectire  m  a^,a^,  , , .  Ua  und  ßi,  ß^,  ...  ßb  gelegen  sind.  Und  über- 
dies erkennt  man  [mittelst  des  Satzes  (9.)],  dass  die  in  diesen  Punk- 
ten vorhandenen  Ordnungszahlen  der  Function  V(j?)  respective  durch 
(— jPi),  ( — Pi),  . .  .  (—  Pa)  und  Ji,  Jsj,  ...  qb  dargestellt  sind. 

Da  nun  aber  f(z)  und  V(z)  auf  Ä  eindeutig  und  bis  auf  ein- 
'  zelne  Pole  stetig,  femer  überall  mit  denselben  Ordnungszahlen  ver- 
sehen sind,  so  folgt  aus  dem  Satze  (25.)  sofort,  dass  der  Quotient 

m 

VW 
auf  %  eindeutig^  stetig  und  niditverschwindend  ist.    Man  gelangt  daher 
EU  folgendem  Resultat: 


48  Zweitos  Cai)itel. 

/.s7  dir  Fi(n(tio}i  /\.:)  (inf  ri)nr  (jq/chofcn  Tliiclw  %  rindnitig  nnd 
his  auf  ('Uizrhic  Pole  sfcff)/.  )nfd  htzrirlnnl  iutni  iltrr  auf  §1  licgvndf}} 
]\dr  U)fd  NfdlpHHlir  rrsjK-rfiir  )t(if  f^j ,  «._,,  .  .  .  «.„  lind  /i,,  fi.,,  ...  /i/,, 
fcmrr  ihrr  dnrti(jrn  OrdmoHiszahhu  rrspccfivc  wif  (  —  ;>,),  (--  p.,),  .  .  . 

(—  Pn)  f^f^f^  <l\)  Hiy  •  •  •  7'o   •"''^^   vr/>Y/  s/r  auf  der  F/ürhc  "ii  darsieUhar 
sein  durch  die  Fiyrrnd: 

wo  Kiz)  rlur  Functicm  nn-stclU,  dir  auf  ?l  dudruHfi,  sfrfif/  und  nirhf- 
rcrsrh  wiudrnd  ist. 

Verstellt  man  insljosoiidere  uiit«u'  %  eine  um  den  yiufauf/spuidif 
c  =  0  beschriebene  Krcis/läcJu',  so  wird  di(»  auf  9(  eindeiitii^e  und 
stetit^e  Function 

innerlialb  %  entwickelbar  sein  [Satz  pg.  30 1  in  eine  Maclaurin  sehe 

Iteihe 

A  +  j;.:  +  Cz'  +  Dz'  +  .  . . ; 

so  dass  man  also  v.u  folgendem  Satze  gelangt: 

Ist  dir  Fuurtion  f{z)  auf  einer  um  dm  Vnnld  z  =  {)  hr:f>chrir- 
Imicn  Kreis/Iärhr  9t  eindeutig  nud  his  auf  riuzrlnc  Vole  «, ,  «., ,,..«., 
stetiffy  und  hrzrichnet  man  ihre  Ordnumjszahlrn  in  diesen  Polen  mit 
( — jf)j,  ( — 21^),  ...  ( — 2)a)y  so  wird  dicsclhe  innerhalb  9(  darstcUhar 
sein  dureh  die  Formel: 

A  +  Bz  +  Cz''  +]!):''  +  .  .  . 
(J  --  a,Y^  {z  -  a,y'^  .  .  .{z  —  aj' 

WO  A,  B^  Cj  T>,  ,  ,  ,  Constanten  sind,  währejul  die  ps  (ihrer  Drfini- 
iion  zufolge)  positive  ganze  Zahlen  vorstrllni. 

Besitzt  insbesondere  die  Function  f(z)  auf  der  Kreisfläche  21  nur 
einen  einzigen  Pol,  und  liegt  dieser  im  ^Mittelpunkte  von  91,  d.  i.  in 
z  =  0,  so  nimmt  der  Satz  die  speciellere  Gestalt  an: 

Ist  die  Funetion  f(z)  auf  einer  um  z  =  0  hrseJiriehcnen  KreL^ fläche 
9(  eindeutig,  und  his  auf  einen  in  z  ==  0  gefegemn  Pol  stetig,  so  wird 
dieselhe  innerhalh  91  darstellhar  sein  durch  die  Formel: 

.        A  +  Bz  +  Cz^'  +  7) -^  +  .  .  . 


(32.)  /•(.-)  =  ,,       _, ,„        ,._  „__ 


/.  i.  durch  die  Formel: 


(:u.)  f(z)  ==  A^-^^  +  Iiz-^'+'  +  Cr-^H--'  _f  2)r-^^+3  +  . . . , 

wo  yl ,  />,  6^  7),  .  .  .  .  (onstanle  sind^  während  p  eine  2yositive  gatize 
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Zahl  vorstellt.  Es  repräsentirt  nämlich  ( — p)  die  Orchmngseahl  von 
f{z)  in  jenem  Pole  j?  =»  0. 

§  8. 

Ueber  die  Differentialqiiotiexiten  einer  Funotion  f(z). 

Ist  die  Fundion  f{z)  auf  einer  gegd>enen  Fläche  %  eindeutig 
(1.)  und  stetig,  so  gut  Gleiches  daselbst  auch  von  ihren  sämmtlichen  Dif- 

So  lautet  der  früher  [pg.  23]  erhaltene  Satz.  Wir  wollen  jetzt 
nun  aber  das  Verhalten  der  Differentialquotienten  für  den  Fall  unter- 
suchen, dass  die  ursprüngliche  Function  mit  irgend  welchen  Folen 
behaftet  ist. 

Die  Function  f{z)  sei  also  auf  %  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig,  Markirt  man  alsdann  auf  9  einen  beliebigen  Punkt  c> 
so  ist  [Satz  pg.  41]  f(z)  innerhalb  einer  um  c  beschriebenen  hin- 
reichend kleinen  Kreisfläche  6  darstellbar  durch  die  Formel: 

l->.)  r(z)  =  (z-cyE(z),    (auf®), 

WO  (i  die  Ordnungszahl  von  f(z)  in  c  vorstellt,  während  E(z)  eine 
Function  bezeichnet,  die  auf  S  eindeutig,  stetig  und  nichtverschum- 
dend  ist.  In  Folge  dieser  Eigenschaften  ist  E{z)  innerhalb  der  Kreis- 
fläche S  entwickelbar  in  die  Cauchy-Taylor'sche  Reihe: 

^(«)  =  ^  +  A,{e-e)  +  ^(«-c)«  +  . . . ., 

WO  A^  verschieden  von  0  ist.    Denn  andernfalls  würde  E{z)  im  Cen- 
trum c  der  Kreisfläche  S  verschwinden,  was  dem  Charakter  dieser 
Function  widerspricht 
Man  erhält  also: 

(3)    fiß)  =>  («  -  c)^  [A  +  Ä, {z-e)  +  A,{B  _  c)«  +  . . .],    (auf  6), 
und  hieraus  durch  Differentiation: 

(auf  S). 
Ist  nun  ft  von  0  verschieden,  so  hat  diese  Formel  die  Gestalt: 

(5.)  ^^  =  (^  -  cy-^iB,  +  B,  {z-c)  +B,(5-c)«  +  ...],    (auf  (£), 

WO  Bq  (ebenso  wie  das  frühere  A^  von  0  verschieden  ist. 

Ist  hingegen  ft  =  0,   so  verschwindet  in  (4.)  der  erste  Coeffi- 
cient:  fi^.  Moglicherweise  verschwinden  aber  gleichzeitig  auch  noch 

M  •  n  m  a  n  n ,  AbeFiche  Intogrftle.    8.  Aufl.  4 
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tiinige  der  folgenden  Coefticienten.  Denn  die  A^y  A>,  yj.,,  ...  sind 
unbekannte  Constanten,  die  ebensogut  Null,  wie  von  Null  verschieden 
sein  können.  Tm  Falle  /li  =  0  besitzt  daher  die  Formel  (4.)  die  Gestalt: 

"'•)     ''df  =  ^'  -  ')"  f<^-o  +  ^'^(^  -  ')  +  ^^^  -  '^  +  •  •  -^ '     ^■'''"f  ^)- 
wo  p  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  vorstellt,  und  C^^  eine  von  0 
verschifdr)(C  konstante  bezeichnet. 

Die  in  (5.j  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Function  ist  auf 
(£  rijuk'ufif/  und  stcfifj.  Sie  besitzt  im  Mittelpunkt  c  dieser  Fläche 
den  von  0  verschiedenen  Werth  B^^,  folglich  in  unmittelbarer  Nach- 
barschaft von  c  ebenfalls  von  0  verschiedene  Werthe.  Man  kann 
daher  (S  zu  einer  concentrischen  Kreistläche  c  von  solcher  Klein- 
hrnt  zusammenschrum]»fen  lassen,  dass  jene  Function  innerhalb  c 
nicht  Idoss  cuidcnfiij  und  siet'nj .  sondern  auch  inehfrrrschwimlend  ist. 
Analoges  gilt  von  der  in  lO.)  in  der  eckigen  Klammer  stehenden 
Function. 

Innerhalb  einer  um  c  beschriel)enen,  hinreichend  kleinen  Kreis- 
fläche c  nehmen  daher  die  für  /t  ^  0,  respective  für  fc  =  0  gelten- 
den Formeln  (5.)  und  (G.)  folgende  (jestalt  an: 

(7.)  ^  ^  0:  '^^^  =  (r  -  .)."-'  E(„-),     (auf  c), 

(S.;,  /t  =  0:  ^'/f  =  {z  -  c)"  H  (z) ,         (auf  c), 

WO  /)  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  vorstellt,  während  E{c)  und 
H(z)  Functionen  bezeichnen,  die  auf  c  eindeutig,  stetig  und  nicht- 
verschwindend  sind. 

Diese  Formeln  (7.),  (8.)  zeigen,  dass  die  Function     ,-f^  im  Punkte 

c  entweder  sfdi/f  oder  aber  polanmsti'tig  ist;  sie  zeigen  ferner,  dass 
die  Ordnungszahl  dieser  Function  im  Punkte  c  entweder  ==  (ft  —  1) 
oder  =j)  ist.     Also  der  Satz: 

Id  die  Function  /'(z)  mif  einer  gegebenen  Flüche  %  eindeutig  und 
bis  auf  ei)izelne  Fole  stetig,  so  gilt  Gleiches  auf  3t  auch  voyi  dc^n  Dif- 
ferenticüq  uotienten 

dm 


1  ■/*/  \ 

Sind  ferner  ^  und  ft'  die  Ordnungszalden  von  j{z)  und  -  r-  in 


irgend  einem  Funkte  c  der  Fläche  St,  so  ist: 

(0.)  |Lt'  =  ft  —  1,     falls  liS^y 

hingegen: 

(10.)  |[i'  =  0,  1,  2,  3,  4,  ....,  falls    ^  =  0, 
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Oder  mit  andern  Worten:  Besitzt  die  Ordnungseahl  [i  im  Punkte  c 
einen  der  Werthe: 

^  =  .,.._3,_2, -1, +0, +1, +2, +3,  .... 

so  wird  der  zugehörige  Werth  von  [i   respecHve  dargestellt  sein  durch: 

^'=  ....  -  4,  -  3,  -  2,  +1),  +  0,  +  1,  +  2, ... . 

wo  das  p  eine  unbekannte  Zahl  aus  der  Beihe  0,  1,  2,  3^  ...  .  re- 
präsentirt. 

Demgemäss  hat  also  -~  der  Lage  nach  genau  dieselben  Pole 

a  z 

wie  die  ursprüngliche  Function  f{z);  wahrend  hinsichtlich  der  Null- 
ptinkte  eine  derartige  Ud>ereinstimmung  im  Allgemeinen  nicht  existirL 


Drittem  Capitol. 
Functionen  in  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche. 

§  1- 

Die  Horizontalebene  und  die  Kugelfläehe  als  Träger  gegebener 

Funetionswerthe. 

Soll  irgend  eine  Function  /"(r)  ui  ihrem  (janzcn  Umfamjc  unter- 
sucht werden,  so  wird  man  als  Träger  ihrer  Werthe  die  ganze  «w- 
endliche  Horizoutale]>ene  anzuwenden  haben.  Die  bisher  gefundenen 
Sätze  beziehen  sich  aber  nur  auf  endliche  Flächenstücke  21.  Und 
man  wird  daher  mittelst  dieser  Sätze  die  Werthe  der  Function 
in  den  uncmlUch  fernen  Punkten  der  Horizontalebene  nicht  mehr  zu 
untersuchen  im  Stande  sein.  Wie  sich  dieser  Uebelstand  beseitigen 
lässt,  soll  in  diesem  und  dem  folgenden  Paragraph  gezeigt  werden. 

Es  sei  0  der  h(')clistgelegene     w  ^  ^  j^ 

und  (J'  der  tiefstgelegene  Punkt         ~         .  ■  ~^~~  ^ 

ainei'  Ki((ßcl /lache  vom  Diirchnicsser  ,  ,. 

1 :  ferner  sei  3IN  die  die  Kut^el  /  \ 

liäche  in  0  berührende  ILorizmiUd-  \ 

cbcnr:  und  in  dieser  Ebene  befinde 
sich  (wie  bisher)  ein  rechtwink- 
liges   Axensystem    xOyj    dessen  0 

Anfangsj)ujdvt  in  0  liegt.  Die  ne])enstehende  Zeichnung  repräsentirt 
irgend  welchen  durch  die  Linie  0(/  gehenden  Durchschnitt  der 
räumlichen  Figur. 

AVir  denken  uns  zuvörderst  die  Werthe  der  gegebenen  Function 
/(,:)  in  gewöhnlicher  Weise  auf  der  Horizontalebene  3IX  ausgebrei- 
tet, und  verptlauzon  sodann  diese  Werthe  voji  jener  Ebene  nach  der 
Kugellläche  hin,  indem  war  dieselben  auf  geradlinigen,  gegen  0'  con- 
vergirenden  Bahnen  luicli  der  Kugelfläche  hingleiten  lassen.  In  sol- 
cher Weise  wird  z,  B.  auf  den  Kugelflächenpunkt  Z  [vgh  die  Figur] 
derjenige*  Werth  f'(z)  fallen,  welcher  ursprünglich  in  2  sich  befand. 


/ 


\ 
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Durch  dieses  Verfahren  verwandelt  sich  die  ursprüngliche  Aus- 
breitung der  Function  auf  der  Horizontalehene  in  eine  Aiisbrdtung 
derselben  auf  der  Kugelfläche, 

Beispiele.  —  Die  Function  f  ^  ( — j  ist  auf  der  Horizontalebene  ein- 
deutig, und  in  den  unendlich  fernen  Punkten  durchweg  =  0.  Projicirt 
man  nun  die  Werthe  dieser  Function  in  der  angegebenen  Weise  auf  die 
Kugelflftche,  so  fällt  auf  den  tiefsten  Punkt  (X  derselben  tou  allen  Seiten 
her  ein  u/nd  derselbe  Werth,  nämlich  der  Werth  0.  Es  wird  daher  diese 
Function  auf  der  Eugelfl&che  im  Punkte  (/  eindeutig  sein,  und  selbstver- 
ständlich auch  in  jedwedem  andern  Punkte  der  Eugelfläche. 

Analoges  gilt  von  der  Function  f  z=  z^ ,  welche  in  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  der  Horizontalebene  durchweg  ^  oo  ist.  Verpflanzt  man  also 
die  Werthe  dieser  Function  nach  der  Kugelfläche,  so  wird  auf  den  Punkt 
if  von  allen  Seiten  her  ein  und  derselbe  Werth,  nämlich  der  Werth  oo 
fallen.  Es  ist  mithin  diese  Function  f^^z^  wiederum  auf  der  Eugelfläche 
überall  eindeutig. 

Was  wir  bei  diesen  beiden  Beispielen  sehen,  gilt  aber  nicht  allge- 
mein für  jede  Function.    So  ist  z.  B.  die  Function 

/  ^  sin  if  =»  sin  (a;  +  ly)  =  I  sin  x — I  +  •  l  ^^^  ^ ä j 

auf  der  Horizontalebene  überall  eindeutig.  Und  trotzdem  wird  sie  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  im  Punkte  0*  unendlichvieldeutig 
sein.  Denn  diese  Function  besitzt,  wie  man  leicht  übersieht,  in  den  un- 
endlich fernen  Punkten  der  Horizontalebene  oder  (anschaulicher  ausge- 
drückt) in  den  einzelnen  Punkten  einer  in  der  Horizontalebene  um  O  mit 
unendlich  grossem  Radius  beschriebenen  Ereisperipherie  verschiedene  Werthe. 
Und  air  diese  yerschiedenen  Werthe  fallen,  beim  Uebergange  zur  Eugel- 
fläche, auf  den  Punkt  0\ 

§2. 
Die  Antipodenebene  als  Träger  der  FnnctionBwerthe. 

Durch  Ausbreitung  der  Werthe  einer  Function  auf  der  Kugel- 
fläche wird  erreicht^  dass  wir  alsdann  air  diese  Werthe  im  End- 
lichen vor  uns  ha-      ^                        o                  X  N 
ben ;  wobei  aber  der 
Nachtheil   eintritt, 
dass  als  Trager  die- 
ser   Werthe    nicht 
mehr    eine    ebene,                     \ 
sondern  eine  J»tini-       -  --.   V^^-        _             ^ 


me  Fläche  dient.       ^'  0'  ~  x'        N' 

um  diesen  Nachtheil  zu  beseitigen,  construiren  wir  eine  jwceife 
Horigontdlebene  M'N^  welche  die  Kugel  in  (/  berührt,  und  welche 
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zur  bequemeven  Unterscheidung  die  Ayiiipodcnebene  heissen  mag. 
Projicirt  man  nun  die  auf  der  Kugelfläclie  ausgebreiteten  Functions- 
wertlie  auf  geradlinigen,  von  0  auslaufenden  Bahnen  nach  der  Anti- 
podenebene, z.  B.  [vgl.  die  Figur  pg.  53]  von  Z  nach  /,  so  sind  alsdann 
sammtliclie  Functions werthe  auf  dieser  Antipudenebene  ausgebreitet. 

Diese  x\ntipodenebene  erstreckt  sich  aber  nach  allen  Seiten  ins 
Unendliche^  sodass  wir  jetzt  schiesslich  denselben  üebelstand  haben, 
der  mit  der  ursprünglichen  Ausbreitung  der  Function  auf  der  Hori- 
zontalebene verbunden  war. 

l^ei  jeder  der  drei  Ausbreitungsmethoden  (auf  der  Horizontal- 
ebene, auf  der  Kugellläche  und  auf  der  Antipodenebene)  ist  also 
der  störende  Umstand  vorhanden,  dass  die  angewandte  Fläche  ent- 
w^eder  eine  unendliche  oder  aber  eine  krumme  ist.  Um  beide  Uebel- 
stände  zu  vermeiden,  zerlegen  wir  die  Kugelfläclie  durch  irgend  eine 
geschlossene  Curve  ^v  (z.  B.  durch  ihren  Aequator  oder  durch  einen 
Parallelkreis)  in  zwei  Teile  @  und  @',  von  welchen  der  eine  den 
Punkt  0,  der  andere  den  Punkt  (Y  entliält,  und  projiciren  sodann 
die  Functionswerthe  des  Theiles  ©  von  (/  aus  nach  der  Horizon- 
tal-, und  die  des  Theiles  ©'  von  0  aus  auf  die  Antipodenebene. 
Solches  ausgeführt  (je-  ^r 

dacht  j     sind     alsdann  .- ^-  ^.         — 

sümmtliche  Werthe  der         ^    ~       ~    ~.  ^;        "       7~~ 
(jegchenenlAmctionaus-  ^         "^*' 

gehreitet  auf  zwei  ehe-  ^i  \  ^^ 

neu   endlichen    Flu- 

chenstiicJcen  %  31',  von        / 

denen  das  eine  in  der  -  -     -    - 


\ 
\ 


/r 


Horizontal',  das  andere  '^ 

in  der  Antipodenebene  liegt.  Die  Werthe,  welche  auf  der  Kugelfläclie 
längs  der  Curve  ytv  vorhanden  w^aren,  kommen  bei  dieser  Ausbrei- 
tung doppelt  vor,  indem  sie  sowohl  auf  den  Rand  von  31,  wie  auf  den 
von  3t'  fallen;  so  dass  also  die  Eandwerthe  von  31  identisch  sind  mit 
denen  von  3t'. 

§  3. 

Die  Horizontalebene,  die  Kugelfläche  und  die  Antipodenebene  sind 

anzusehen  als  verschiedene  Zustände  ein  und  derselben  Fläche. 

Man  kann  die  Horizontalebene,  die  Kugellläche  und  die  Anti- 
podenebene als  verschiedene  Zustände  rm  und  derselben  biegsamen, 
dehnbaren  und  zusammenziehbaren  Fläche  auffassen.  Auch  kann 
man  die  Uebergänge  dieser  Fläche  aus  dem   ersten  in   den  zweiten 
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und  dritten  Znstand  in  solcher  Weise  sich  vorstellen^  dass  je  drei 
Punkte,  wie  g,  Z,  0  [vgl. 
die  Figur  pg.  53]  nichts 
anderes  sind  als  dr^i  ver- 
schiedene Lagen  ein  und 
desselben  Flächenpunktes. 

Die  [in  der  nebenstehen- 
den Figur]  mit  a,  a,  d  be* 
zeichneten  SeiJten  der  drei 
Flächen  sind  alsdann  imter- 
einander  identisch,  und  ebenso  andererseits  auch  b,  ßy  b'.  Da  mau 
nun  bei  der  Horizontalebene  a  als  die  cbere  und  b  als  die  untere 
Seite  zu  bezeichnen  hat,  so  erscheint  es  notwendig,  mit  dem  erstem 
Namen  auch  a  und  d,  mit  dem  letztern  ß  und  V  zu  belegen. 

Bei  der  Äntipodend>ene  wird  also,  ebenso  tvie  bei  der  Horizontal- 
ebene,  unter  der  obern  Seite  die  der  Kugelfläche  abgewendete  m  ver- 
stehen sein.  Und  andererseits  wird  bei  der  Kugelfläche  selber  unter 
der  obern  Seite  ihre  Äussenseite  eu  verstehen  sein. 

Bei  der  Untersuchung  der  auf  der  Horizontalebene  ausgebrei- 
teten Functionswerthe  haben  wir  [in  den  vorhergehenden  Capiteln] 
häufig  die  Worte  links  und  rechts  gebraucht.  Und  zwar  haben  wir 
bei  Anwendung  dieser  Worte  unsern  Standpunkt  stets  auf  der  obern 
Seite  der  Horizontalebene  gewählt.  Demgemäss  wird  es  für  den 
stetigen  Fortgang  unserer  Betrachtungen  geboten  sein,  unsern  Stand- 
punkt auf  dieser  obern  Seite  auch  dann  noch  beizubehalten,  wenn 
jene  Ebene  im  Verlauf  der  Untersuchung  in  die  Eugelfläche  oder  in 
die  Antipodenebene  übergeht. 

Nehmen  wir  also  an,  die  Kugel  fläche  sei  ein  Bild  unserer  Erd- 
kugel, und  unser  Wohnort  auf  der  Erdkugel  sei  in  0,  Bann  werden 
wir  selber  denjenigen  Standpunkt  haben,  welcher  ßur  Beurtheilung  der 
auf  der  Horizontalebene  ausgebreiteten  Functionswerthe  geboten  ist 
Und  gleichzeitig  werden  unsere  bei  (/  wohnenden  Antipoden  einen 
Standptmkt  haben,  wie  er  erforderlich  ist  zur  Beurtheilung  der  auf  der 
Antipodenebene  ausgebreiteten  Functionswerthe.  Dies  ist  für  die 
Zukunft  unveränderlich  festzuhalten.  Und  hierin  liegt  auch  der 
Grund  für  die  Wahl  des  Namens  Antipodenebene. 

Nachdem  in  solcher  Weise  die  obem  Seiten  der  betrachteten 
Flächen  fixirt  sind,  können  solche  Ausdrücke  wie  positive  oder  negor 
tive  Umlaufung  sofort  angewendet  werden,  ohne  dass  dabei  ii^end 
ein  Missverständniss  zu  befürchten  wäre. 
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Will  man  nilmlicli  ein  beliebig  gegebenes  FUiehenstück  in  pfisi- 
ticer  Richtung  lunlaiifen,  so  muss  mau  [vgl.  die  Itegel  pg.  3]  auf 
der  ohcrn  Seite  des  FUicbenstüeks  längs  seiner  Randes  in  solcher 
Richtung  fortschreiten,  dass  man  dabei  das  Flächenstück  selber  zur 
Linken  hat. 

Die  oltere  Seite  der  Kugelliäche  ist  aber  ihre  Aussenseitc,  Will 
man  also  z.  13.  das 
Flächenstück  @  längs 
seiner  Randcurve  ^iv 
positiv  umlaufen ,  so 
hat  man  längs  dieser 
(Jurve  von  Westen  nach. 
0,sfe/z  zu  wandern,  falls         _  ___     ___^  ^       _ 

luan  nämlich  für  den ii_  _^_         — 

Augenblick      0      als  ^ 

y(n'diiol  und  (/  als  Siidfud  der  Kugel  bezeichnet.  Will  man  hin- 
gegen das  andere  Flächenstück  S'  ptisitiv  umlaufen,  so  hat  man 
längs  liif  in  eMti)e[fen(jesetzter  Richtung,  nämlich  von  Osten  nacliAVesten 
lortzuschreiten.^ 

Ferner  bemerkt  man,  dass  die  positiven  Umlaufungen  der  bei- 
den Flächenstücke  @  und  31  unter  einander  harmoniren.  Denken 
wir  uns  z.  B.  in  (>'  einen  leuchtenden  Funkt,  so  wird,  falls  wir  sei- 
ber  das  Flächenstück  ©  2)ositiv  umlaufen,  gleichzeitig  unser  auf  die 
llorizontalebene  geworfener  Schatten  in  positiver  Richtung  um  3( 
herumlaufen. 

In  ähnlicher  Weise  harmoniren  unter  einander  die  i>ositiven 
Fmlaufungen  von  ©'  und  9t',  wobei  ein  leuchtender  Punkt  in  O  an- 
zubringen sein  würde. 

§  4. 
Die  Coordinatensysteme  xOij  und  x()'\j  in  der  Horizontal-  und 

Antipodenebenc. 

Ebenso  wie  wir  das  Axensvstem  in  der  llorizontalebene  mit 
jOjf  bezeichnet  haben,  el)enso  wollen  wir  das  in  der  Antipodeu- 
ebene  festzusetzende  Axensystein  x  O' ij  nennen.  Und  zwar  mögen 
«lie  Axen  i)x  und  ()' x'  jxirullrt  und  von  f/leieher  Riclitumj  seim  Sie 
mögen  beide  liegen  in  der  Ebene  der  nebenstehenden  Zeichnung. 

Der  in  ()  auf  der  r)l}crn  Seite  der  llorizontalebene  Stehende  und 
in    der   Richtung  Ox    Fortselieiide    wird   alsdann   die   Richtung   Oij 
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3t 


JL' 


(1) 


-^) 


markiren  mit  ausgestreckter  Linken  [Satz  (3.)  pg.  4].     Daraus  folgt, 
dass  der  Punkt  y  hinter  der  Ebene  der  Zeichnung  liegt. 

Andererseits  wird 
[zufolge  desselben  Sa- « 
tzes]  der  auf  der  €bem 
Seite  der  Antipoden- 
ebene in  (y  Stehende 
und  in  der  Richtung 
(Xx'  Fortsehende  die 
Richtung  (fi/  mit  aus- 
gestreckter Linken 
markiren.  Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  y'  vor  der  Ebene  der  Zeich- 
nung liegt,  dass  mithin  (/y  und  Oy  entgegengesetzte  Richtungen  sind. 
Sind  also  xOy  und  x'O'y  die  in  der  Horizontal-  und  Antipoden- 
dxme  festgesetzten  Axensysteme,  so  haben  Ox  und  O  oi  gleiche  Rich- 
tung, hingegen  Oy  und  Oy'  entgegengesetzte  Richtungen. 

Es  mag  dabei  noch  auf  folgenden  Umstand  aufmerksam  gemacht 
werden.  Die  Ebenen  xOy  und  xOy  sind  zwei.  Tangentialebenen  der 
Kngelfläche.  Denkt  man  sich  die  eine  derselben  als  eine  beweglicfie  Tan- 
gentialebene, 80  wird  man  dieselbe  durch  Verschiebung  ihres  Contact- 
Punktes  stets  in  eine  solche  Lage  versetzen  können,  dass  0  mit  (7,  femer 
Ox  mit  (/  x'  und  gleichzeitig  Oy  mit  (/y  zur  Deckung  gelangt. 

Es  seien  z,  Z,  z'  irgend  drei  einander  correspondirende  Punkte. 
Alsdann  sind  die  beiden  Dreiecke  OO'z  und  0(/z'  ähnlich  dem  Drei- 
eck Off Zy  also  auch  unter  einander  ähnlich.     Hieraus  folgt: 

{Oz)      {oa) 

(0  0')      JUT) ' 

{Oz){ffif)^{Off)\ 

Bezeichnet  man  also  die  Entfernungen  o 

(Oz)  und  (ffz')  mit  r  und  r',  und 
setzt  man  ausserdem  fest,  dass  der  Kugel- 
durchmesser {Off)  =  1  sein  solle,  so 
erhält  man: 

rr  =  1, 

Es  seien  nun  z  und  z  zugleich  die  Abbreviaturen  für  die  die- 
sen Punkten  z  und  /  zugehörigen  Binome;  also 

wo  X,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  z  im  Coordinatensystem  xOy, 
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uiicl  .//,  y    die  (^oordiiiiitoii  von  z    im  Coordiiuiteiisystem  xO*\j  vor- 
stellen.    Alsdann  emiebt  sich: 


(••'•) 


:/•  =  ?•  cos  ^f 


II  =  r  sin  i>, 

wo  d"  das  in  beistchendei* 
Figur'-'j  ant^egebene  Azi- 
muth  repriisentirt.  Hier- 
aus füllet   weiter: 

X  -{-  iy  =  rr'^"^ j 
X  -j-  ly  =  r  c~"  j 

also  mit  Rücksicht  auf  (l.j: 
(5.)    (x  +  iy)  {x'  +  hj)  =  1. 


f:<'=  r  cos  9 , 
\y'  =  —  /*iii  ■&, 


.'/ 


(4.) 


»' 

^ 


/V 


/>• 


»r  jc' 


.'/' 


Also  der  KSatz:  Zwischoi  je  ziai  ('niamlrr  corrcspondircndoi 
PiDildcn  z  =  ./•  +  iy  und  z  =  j'  +  <//  ^^'''*  llorlzoukd'  und  Anti- 
jwdcni'hcnc  (iudd  stets  die  laiation  statt: 

(6.)  (x  +  iy)  (/  +  ///)  =  1 ,     d.  i.     zz  =1. 

Dabei   ist   voniKsyesetztj   dass  der  Durehmesser  der  Kwjd  =  1    scL 
dass  jh'ucr  in  jenen  l^eiden  FMnen  dir  x-Axen  ylciche  liiehtung,  ti)id 
die  y-Axen   entyeyenyesetzte   liieldmiy  haben ^  wie  solches  näher  an 
fjeyeben  wurde  im  vorheryehendcn  Satz  [pj^;.  57]. 


8  T). 

Eine  rationale  Function  von  z  in  ihrer  Ausbreitung  auf  der 

Kugelfläche. 

Die  Werthe  irgend  welclior  Function  /'(;:')  erleiden,  falls  mau 
die  llorizontalebene  in  die  IvugelllJulie,  und  diese  wieder  in  die  Anti- 
podenebene übergehen  lilsst,  keine  Grössen -Veränderung,  sondern  nur 
eine  0;Y6'-A^eränderung.  l)ersell)e  Wertli  nämlich,  welcher  ursprüng- 
lich in  z  war,  koninit  später  nach  Z,  und  schli(*sslich  nach  c',  falls  man 
nämlich  unter  .:,  Z,  ,:'  irgend  drei  einaiider  correspondirende  Punkte 
versteht  [Figur  pg.  57]. 

Uemiremäss   wird   also  z.   1>.  auch  die  rationale  Function 


l~ 


.1)  t:  -  Ji) 

:  -  a 


(7.)  .  0  = 

in  je  drei  solchen  Punkten  ^,  Z,  z'  ein   und  drnseltjcn  Wertli  haben. 


*)  l)io.so  FiL,'iir  ^oll    die    vorbergohendo    von   Neuem    darBtellen,    dieselbe 
betrachtet  auH  der  Vogelperspective. 
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Dabei  sollen  Äy  B,  C  beliebig  gegebene  reelle  oder  complexe  God- 
stanten  vorstellen. 

Nun  kann  man  aber,  weil  bei  je  drei  correspondirenden  Punkten 
sf,  Z,  /  die  Relation  (6.)  stattfindet:  ;ei/  ='1,  hiervon  Gebrauch 
machen,  um  jenem  in  g,  Z,  /  vorhandenem  Werth  (7.)  eine  andere 

Form  zu  geben,  indem  man  ^  =  7  substituirt.  In  solcher  Weise 
ergiebt  sich: 

\P')  ^  «'  (1  -  Cz)  . 

Auch  wird  es  bequem  sein,  diesen  den  drei  Punkten  js,  Z,  / 
gemeinschaßlichen  Werth  O  bei  z  in  der  Form  (7.),  hingegen  bei  / 
in  der  Form  (8.)  zu  verwenden. 

Thut  man  dies,  und  berücksichtigt  man  dabei  den  Satz  (29.) 
pg.  47,  so  ergiebt  sich  aus  (7.),  dass  die  Function  O  auf  jedem 
endlichen  Stück  der  Horizontal  ebene  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig  ist  Und  ebenso  ergiebt  sich  alsdann  aus  (8.),  dass  O 
dieselben  Eigenschaften  besitzt  auf  jedem  endlichen  Stück  der  Anti- 
podenebene. 

Denkt  man  sich  also,  wie  früher,  die  Eugelfiäche  durch  eine 
Corvo    (iv    in    zwei  ji 

Theile  ©  und  ©'  zer- 
legt, und  die  mit  diesen 
Theüen  correspondi- 
renden Theile  der  Ho- 
rizontal-  und  Antipo- 
denebene mit  %  und  * 
V  bezeichnet,  so  wird 
0  eindeutig  und  bis  auf  ^ 

einzelne  Pole  stetig  sein  sowohl  auf  %  wie  auf  Ä',  mithin  diese  Eigen- 
schaften auch  besitzen  auf  @  und  @'  [vgl.  die  folgende  Erläuterung]. 
Demgemass  wird  also  O  diese  Eigenschaften  besitzen  auf  der  ganzen 
Kugdfläche. 

Man  übersieht  nun  sofort,  dass  man  in  genau  derselben  Weise 
verfahren  kann  bei  jeder  beliebigen  rationalen  Function  von  z,  und 
gelangt  also  zu  folgendem 

Satz.  —  Eine  rationale  Function  von  z  unrd  bei  ihrer  Atisbrei- 

{iK)  tung  auf  der  Kugelfläche  daselbst  überall  eindeutig,  und  bis  auf  einzelne 

Pole  dctöelbst  auch  überall  stetig  sein, 

Erläntemng  der  vorhersehenden  SeUnssfolge.  —  Sind  s  und  Z  zwei 
auf  fL  und  @  einander  coirespondirende  Punkte,  so  wird  eine  in  g  stetige 
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Function   O   oHenbar   in  Z   ebentalls  Ai^iv^  ^(•in.     \>i    an(kr</r.<eit>  O  in  : 
mit  fiiirm   i'o/  b.jbaftet,  ulsu  da^cllist  unstt'ti«:,  jedoch   in   solcher  Weise, 

duas  der  rcciproke  Werth         im    Bereich    des   Punktes  r   stetig   bleibt,  so 

wird  die-ses         iiuch    stetig    sein    in    dem    Bereich    des    corrCbpondirenden 
l*unktes  Z.     Folirliuh  wird  O  in  Z  ebeutull>^  einen  1\>\  haben,     y.  c.  d. 
Nimmt  luan  ins) besondere  eine  (/(ucc  rationale,  z.  B.  die  Function 

no.)  0  =  (z-  -  A)  (c  - 11)  (z  -  c), 

.so  lässt  sieh  dieser  den  drei  J\njkten  .:,  Z,  .:'  (/r)nt  iiisdia/flldie  Wertli 
mittelst  der  ^Substitution  z  ==  ^   aiieli  so  darstellen: 

(11.)  <„  =  ^--i^u^.^'^:)Ai-^'L). 

Aus  (K'.)  er.-ieht  man,  dass  O  (hnhuti<i  lüid  ^Ulif/  ist  auf  51.  mithin 
aueli  auf  2.  Amh'rerseits  ersiojit  nuin  aus  (11.).  dass  0  auf  51' 
t()((ki(ff(j  und  bis  auf  rinm  in  ()'  lifi/naJcn  Fu!  shfit/  ist,  dass  mithin 
<t>  diese  Eiiren^eliaften  auch  auf  2'  besitzt.  Demü:emäss  ist  also 
die  Function  O  auf'  <b  r  J\nf^/r]/l(ir](c  c'nHjcHf'«!,  inul  hls  auf  einen  in  Cf 
Jie<irii<l(n  Fol  .^fdiff.  Tienau  dasselbe  wiederholt  sich  otieubur  bei 
jeder  hfJirhi'icn   L^imzeii  rationalen   Functiim.     Also  der 

Satz.  —  K'rn(-  fjfiHir   r(iti(>)i(ih    F«H(fioif   vo}i  .:  wird  hd   ihnr 

(12.)  Af(shreiti()i(/  an/  r/tr  KiujflfU'.iiJic  UhrralJ  dttdrnfifi,  )(nd,  bis  an f  einen 

bei  ij  d.  i.  b«i  .:  =  X/    liKirud'U  Fnl,  dasrUtst  iihfr<dl  sfrfi(i  sei)i.    Man 

kann  nändich  die   Punkte  0  und  (/  uach  den  zuixehörijiljen  Wertben 

von  ^'  respective  mit  ,:  =  0  und  mit  ^  =  oc  bezeichnen. 

§  <i. 

Ueber  die  Umkehrbarkeit  der  Sätze  des  vorhergehenden 

Paragraphs. 

Ist  eine  niclit  näher  bekannte  Function  /'(r)  auf  der  Kugel- 
iiäche  iibrral/  eindfid/a  uial  sfrf'ni  so  lillt  oll'enbar  (Jleiches  auch  von 
ihrem  Modul.  Es  wird  also  dieser  Modul  auf  der  Kugelfläche  überall 
stetig,  njithiu  auch  überall  ( ndh'rli  sein.  Ist  mitliin  M  der  grösste 
\\'erth  dieses  Moduls,  so  rejn'äsentirt  31  eine  bestimmte  endliche 
konstante   von  }»ositiveui   Werth. 

I)em'j:emäss  ist  also  /(:)  auf  <ler  Il(»ri:nntaJibc)te  überall  eiudeu- 
tig  und  stetig,  und  gleichzeitig  ist  der  Modul  von  f{z)  daselbst 
überall  <  3/.  IIieraui>  aber  folgt  [Satz  pg.  iV)],  dass  f\z)  eine  Con- 
stank  ist.     Also  der 
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Satz.  —  Ist  eine  Function  f{z)  hei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugel- 
^    ^^  fläche  äUenthalben  eindeutig  und  stetig,  so  wird  sie  eine  Constante  sein. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Function  f{z)  sei  auf  der  Eugel- 
fläche  überall  eindeutig,  und  bis  auf  einen  bei  j?  «»  oo  (d.  L  in  (/) 
liegenden  Pol  daselbst  auch  überall  stetig.  Es  soll  die  Beschaffen- 
heit dieser  Function  näher  unters.ucht  werden. 

Zerlegt  man  die  Kugelfläche  durch  irgend  eiaen  PardUeikreis 
fit/  in  zwei  Theile  @  und  @',  und  bezeichnet  ms^n  die  correspon- 
direnden  Theile  der  Horizontal-  und  Antipodenebene  mit  %  und  W, 


(14.) 


so  ist  f(z)  auf  @',  mithin  auch  auf  ^'  eindeutig,  und  bis^  auf  den 
Pol  (/  stetig.  Folglich  ist  f(z)  [Satz  (34.)  pg.  48]  innerhalb  dieser 
Kreisfläche  %'  darstellbar  durch  die  Formel: 

f(2)  =  A/-P  +  B/-^+^  +  C/-^+»...' +  P/-* 

+  §  +  B/  +  Sf/8^r/s^ ,  (gültig  auf  «'), 

wo  AjBjCy"  •  P,  ö,  iJ,  S,  T,  •  •  •  •  Constanten  sind,  während  p  eine 
positive  ganze  Zahl  repräsentirt. 

Solches  constatirt,  soll  jetzt  die  Differenz  untersucht   werden: 

^15.)      fp{z)  =  f{z)  -  [A^-p  +  5/-^+i  +  C/-^+» h  P/-^], 

welche,  da  jer/  =»  1  ist,  auch  so  sich  darstellen  lässt: 

( IG.)  tp{z)  =  f(z)  —  [AzP  +  BzP-"^  +  CzP-^ \-Pzl 

Nimmt  man  diese  neue  Function  q>{si)  in  der  Gestalt  (15.),  so  folgt 
aus  der  Formel  (14.)  sofort,  dass  sie  auf  W  identisch  ist  mit 

ö  +  -B/  +  S/^  +  r/»  H , 

dass  sie  also  auf  %',  mithin  auch  auf  @'  überall  eindeutig  und  stetig 
ist.  und  nimmt  man  andererseits  die  neue  Function  fp{z)  in  der 
Gestalt  (16.),  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  über  f{z)  gemachten 
Voraussetzungen,  dass  q>{z)  auf  $[,  mithin  auch  auf  @  OberaU  ein- 
deutig und  stetig  ist. 


G2  Dritt.^  Csipitcl. 

Jk^df's  zusaiuiiHMi  j^eiioniinrii.  f'r«»^iebt  sich  also,  dass  (p[Z)  dio 
Ei;j[('nh!cliat't(*n  d«.'r  Eind»'utigk(.'it  und  Stetigk«-it  (Uff  der  ganzen  Kn- 
f/cl/lärhc  besitzt,  dass  also  [zii1u1l»v  dc.ii  vorlicr^elieuden  Satzes  (13.^1 
9)(,:j  «dno  (jmsfaidr  ist.     Demgomäss  erhalten  wir  aus  (10.): 

,  IT.j  fiz)  =  Coiist.  +  Äz^'  +  Ji:^'-'  +  CzP-^' h  F:, 

und  gelangen  daluT  zu  fol<;i^endeni 

Satz.  —  Isf  die  Function  f\z)  auf  der  KwjcJjläche  ühcrall  ruh 
(IS.)  dciit'f(fy  und  his  auf  r'inni  hd  ^  =  oc  Cd.  i.  in  ()')  i/rUf/mrji.  Pol  dasrihsi 
auch  idtcrfdl  stetig,  so  wird  sie  sfrfs  eine  gim.K  rationale  Fnncii'tn 
rnn  z  sein. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  allgemeinsten  Aufgabe  über,  die  sich 
hier  darbietet.  Es  sei  nämlich  fiz)  eine  Fuiicticni,  die  auf  der  Kwjfl- 
/Jäcitc  eindeutig j  und  his  auf  ei)iz<ine  u)dß(I:anntc  Pole  stetig  ist.  Es 
soll  die  Beschaffenheit  von  /(,:)  näher  untersucht  werden. 

Möglicherweise  liegt  einer  der  unbekannten  Pole  in  0\  All' 
diejenigen  Pole  aber,  die  7iicld  in  (/  liegen^  mögen  mit  a^,  a^^'-'C^a 
benannt  werden.  Und  zur  Zerlei^unü:  der  Kusxeliläche  in  zwei  Theile 
S  und  ®'  [vgl.  die  vorhergehende  Figur]  mag  ein  Parallelkreis  /ir 
benutzt  werden,  der  so  nahe  an  (/  liegt,  dass  all'  jene  mit  «, ,  ß^,  •••«„ 
bezeichneten  Pole  innerhalb  ®  liegen.  ^Sind  nun  wieder  21  und  %' 
die  mit  ®  und  ®'  correspondirenden  Theile  der  Horizontal-  imd 
Antipodenebene,  so  wird  /"(.:)  auf  o,  mithin  auch  auf  St  eindeutig, 
und  ])is  auf  die  Pole  a^,  a^,  ••  •  «„  stetig  sein,  also  [Satz  (32.)  pg.  48J 
auf  der  Kreisfläche  21  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(,».)        «.)=  "-+':: r-^'"' + "-7  v,„ ,  (»t«), 

wo  A,  Bj  C\  !),•••  Constanten  vorstellen,  während  die  ^s  positive 
ganze  Zahlen  sind. 

Solches   constatirt   wollen   wir  jetzt   das    Product   untersuchen: 

(20.)  9>W  =  /'(-)  •   [(-"'  -   «l)'''    (-    -    ^^}''    '-(^  —  CtaY^l 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  ist  eine 
rationale  Function  von  Zj  also  [nach  Satz  (9.)J  auf  der  Kugelfläche 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Clleiches  gilt  aber,  nach 
unserer  Voraussetzung,  auf  der  KugelÜäche  auch  von  f{z)^  und  daher 
[Satz  pg.  4GJ  auch  von  dem  Product  (p{z). 

Diese  neu   eingeführte  Function  (p{z)    ist  mithin  auf  der  Kugel- 

(21.)  fläche  eindeutig   und   bis  auf  einzelne  Pole   stetig.     Es   handelt  sich 

darum,  diese  noch  unbekannten  Pole  zu  ermitteln.     Und  zu   diesem 
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Zwecke  sind  nacheinander  die  beiden  Theile  @  und  ©'  der  Eugel- 
fläche  zu  durchmustern. 

Zuvorderst  folgt  aus  der  Gleichung  (19.),  dass  die  neue  Function 
ip{e),  (20.)9  auf  0  darstellbar  ist  durch 

A  +  Ba  +  Gis^  +  Ds^-] , 

dass  sie  also  auf  %  mithin  auch  auf  @  überall  stetig  ist.    Sie  kann 
')') )  somit  auf  Ä  oder  ©  keinen  Pol  hohen. 

Was  femer  8'  oder  ©'  betriflft,  so  besteht  fp(js)y  nach  (20.), 
aus  zwei  Factoren.  Der  erste  Factor  f(z)  kann  [zufolge  unserer 
Construction]  auf  ©'  nirgends  einen  Pol  haben,  also  auch  nirgends 
unendlich  werden,  —  ausser  vielleicht  in  (/,  Und  der  gweite  Factor, 
der  in  (20.)  in  eckige  Klammern  eingeschlossen  ist^  kann,  wie  sein 
Anblick  zeigt,  auf  ©'  ebenfalls  nirgends  unendlich  werden,  ausser 
für  5  =  oo,  d.  i.  in  (X.  Demgemäss  wird  also  auch  das  Product 
ip{z)  dieser  beiden  Factoren  auf  ©'  nirgends  unendlich  sein  können, 
[2X)  ausser  in  (/.  Und  hieraus  folgt  weiter,  dass  fp{z)  auf  ©'  keinen 
Pol  besitzen  kann,  ausser  in  (/. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Ergebnisse  (22.),  (23.)  wird  jetzt  also 
der  Satz  (21.)  dahin  auszusprechen  sein,  dass  die  Function  q>(z)  auf 
der  gangen  Kugelfläche  eindeutig  und  mit  etwaiger  Ausnahme  eines  in 
ff  liegenden  Poles  daselbst  auch  überall  stetig  ist  Hieraus  aber  folgt 
[mittelst  des  Satzes  (18.)],  dass  q)(z)  eine  ganze  rationale  Function 
von  z  ist.  Solches  constatirt,  ergiebt  sich  jetzt  aus  (20.),  dass  f{z) 
eine  gd)rochene  rationale  Function  von  z  ist.     Also  der 

Satz.  —  Ist  die  Function  f{z)  auf  der  Kugelfläche  eindeutig  und 
(24.)  ^  öuf  einzelne  Pole  stetig j  so  unrd  sie  stets  eine  rationale  Function 
von  z  sein. 

Genauer  genommen,  ist  übrigens  offenbar  hinzuzufügen,  dass 
der  Satz  nur  dann  Giltigkeit  hat,  wenn  die  Anzahl  jener  einzelnen 
Pole  eine  endliche  ist. 


Yiertes  Cax^itol. 

EinfiiliraiiK  der  Riemaiuiselieii  ebenen  Fläelien  und  der 

Riemann'schen  Kugelflächen. 

§  1. 

Ueber  die  Riemann^schen  Windungsflächen. 

Ein  Strahl,  wc4clier  von  einem  festen  Punkte  c  ausgebt,  um  c 
drehbar  ist,  und  nun  längs  irgend  einer  im  Räume  gegebenen  Leit- 
curve  fortgleitet,  wird  einen  Kegelmantel  beschreiben.  Ist  die  Leit- 
curve  eine  in  sich  zurücklaufende,  so  gilt  Gleiches  auch  von  dem 
Kegelmantel. 

Befindet  sich  die  Leite urve  auf  einer  um  den  Punkt  c  mit  dem 
Radius  1  beschriebenen  Kugel,  so  heisst  bekanntlich  derjenige  Ober- 
tlächentheil  dieser  Kugel,  welcher  von  der  Leitcurve  umschlossen 
wird,  die  Oeffmuuj  des  Kegelmantels. 

Wir  wollen  uns  nun  auf  der  um  c  beschriebenen  Kugel  eine 
Leitcurve  denken,  welche  etwa  die  Form  einer  (S  besitzt,  nilmHch 
annelimen,  dass  diese  Curve,  ebenso  wie  es  bei  der  S  der  Fall  ist, 
durch  einen  Zug  entsteht,  welcher  zuerst  nach  Ausführung  einer 
Wendung  sich  selber  durchschneidet,  und  welcher  sodann  nach  Aus- 
führung einer  zwcltcnj  entgegengesetzten  Wendung  in  seinen  Anfang 
zurückläuft.  Der  Punkt,  in  welchem  jene  SfT»rmige  Curve  sich  sel- 
ber durchschneidet,  mag  der  DoppdpHnlct  der  Curve  genannt  und 
mit  d  bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  den  von  e  ausuehemlen  Strahl  dem  Zu^ije  dieser 
Leitcurve  folgen,  so  wird  der  von  ihm  beschriebene  Kegelmantel, 
ähnlich  wde  jene  Curve  selber,  zuerst  nach  Ausführung  einer  AVen- 
dung  (in  der  Linie  cd)  sich  selber  durchsetzen,  und  sodann  nach 
Ausführung  einer  ziceilcn,  entgegengesetzten  Wendung  in  seineu  An- 
fang zurücklaufen.  Es  wird  denniach  dieser  Kegelmantel  ,r?m  Oefl- 
nungen  besitzen,  von  welchen  die  eine  dem  unteren,  die  andere  dem 
oberen  Theile  der  8  entspricht. 
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Wir  haben  hier  eine  Fläche  vor  uns,  welche  in  einer  gewissen 
.  Linie  sich  selber  durchsetzt  Mit  Flächen  solcher  Art  werden  wir  in 
Zukunft  häufig  zu  thun  haben ;  und  es  wird  daher  zweckmässig  sein, 
wenn  wir  uns  hier  zu  Anfang  sogleich  mit  einer  gewissen  Grund- 
Yorstellung  bekannt  machen,  welche  —  wie  gezwungen  sie  im  ersten 
Augenblick  vielleicht  auch  erscheinen  mag  —  bei  jenen  Flächen  in 
Zukunft  beständig  festgehalten  werden  muss. 

Wir  seteen  nämlich  ein  für  dUemal  fest,  dass  sswischen  fswei  Flä- 
chentheüeny  welche  einander  in  irgend  einer  Linie  durchsetzen,  längs 
(1.)  dieser  Linie  hin  Teein  Zusammenhang,  also  auch  keine  Nach- 
barschaft stattßfiden  soll. 

Denkt  man  sich  z.  B.  im  Räume  zwei  gleich  grosse  Kreisflächen, 
welche  einander  längs  eines  Durchmessers  durchsetzen  und  unter 
irgend  welchem  Winkel  gegen  einander  geneigt  sind,  so  werden 
diese  beiden  Kreisflächen  als  zwei  von  einander  völlig  getrennte 
Flächenstücke  anzusehen  sein;  nämlich  als  zwei  Flächenstücke  an- 
zusehen sein,  welche  unabhängig  von  einander  ihre  Lage  im  Räume 
ändern  können,  mithin  an  beliebige  und  beliebig  weit  von  einander 
entfernte  Stellen  des  Raumes  versetzt  werden  können. 

Sobald  von  einem  Punkte  die  Rede  ist,  welcher  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  fortgeht,  oder  fortschreitet,  oder  fortläuft,  so  versteht 
man  darunter  bekanntlich  jederzeit  einen  Punkt,  welcher  seine  Lage  « 
auf  der  Fläche  stetig  ändert,  also  einen  Punkt,  der  von  jedweder 
Stelle  der  Fläche  immer  nur  zu  einer  benachbarten  Stelle  sich  fort- 
bewegt. Die  aufeinander  folgenden  Lagen  eines  solchen  Punktes 
werden  demnach  in  ihrer  Gesammtheit  eine  Gurve  bilden,  welche 
aus  lauter  e%isammenhäng€nden  Punkten  der  Fläche  besteht. 

Zwei  Flächentheile  können  als  zwei  Systeme  von  Punkten  ange- 
sehen werden;  die  Punkte  des  einen  Systems  sind  alle  unter  ein- 
ander zusammenhängend,  ebenso  auch  die  des  andern.  Durdisetzen 
aber  die  beiden  Flächentheile  einander,  so  findet  —  nach  der  von 
uns  angenommenen  Vorstellung  —  zwischen  den  Punkten  des  einen 
und  denen  des  andern  Systems  längs  der  Durch setzungslinie  kein 
Zusammenhang  statt. 

Der  auf  einer  gegebenen  Fläche  fortlaufende  Punkt  wird  daher, 
weil  seine  Bahn  aus  lauter  zusammenhängenden  Punkten  bestehen 
muss,  sobald  er  auf  seinem  Wege  zu  einer  Linie  gelangt,  in  welcher 
der  Flächentheil,  auf  dem  er  sich  gerade  befindet,  von  einem  andern 
Flächentheile  durchsetzt  wird,  niemals  in  diesen  andern  Flächentheil 
hinübergehen  können.     Oder  mit  andern  Worten: 

Ksamann,  Abel'sohe  Integrale.  8.  Aufl.  5 


06  .  Viertes  Capitel. 

Bai   einer   Lina-,    in    fnlflur   z'icei    ThcUc  rinrr   Fläche    einander 
(iHrrhsrfzrn,  ist  die  JleH(y//()n/  ei)irs  (tnj  der  Flüche  lortluufendeii  Fnnh 
(2.)  tes  nofhierndij/   i)nm<'r  der  ArL   als    nrire   der    eine  von    diesen  beiden 
Fläehen/heilcn  (ja  r  n  ieh  t  co rh  a  )(den. 

Wir  luibeii  früher,  um  die  \\  ortlio  ir<jjeiid  einer  Function  rHuin- 
licli  iiuszü])reit<'ii.  biilfl  eine  ebene  FläeJie^  bald  eine  Kwßelfhwhe  be- 
nutzt. Liit«'r  Uniständen  wird  es  zweckniilssig  sein,  zu  diesem  Be- 
huf ir;^end  welche  andere  Flächen  in  Anwendun<jj  zu  bringen.  Jeder 
Funkt  (\i'V  geriule  gew^ühlten  I^'läche  wird  alsdann  der  Träger  eines 
g<' wissen  Functions  wertlies  werden.  Trifft  es  sich,  dass  hierbei  :n- 
sannnodiiinffeiidc  Flächenpunkte  auch  jederzeit  mit  stetig  zusammen- 
hdniiendni  Functionswertlien  Ixdastet  sind,  so  wnrd  die  Function  eine 
auf  jener  l^'läche   überall  str(i(/e  zu  nennen  sein. 

Wiederum  wird  hierbei,  falls  zwei  Theile  der  in  Anwenduncf  ^e- 
brachten  Fläche  einander  ditrrhsetzoij  wohl  zu  beachten  sein,  dass 
zwischen  den  l*unkteii  des  einen  und  denen  des  andern  Theiles  längs 
i lirer  Dundisetzungslinie  kein  Zusammt^nhang  stattfindet. 

Soll  donnaeh  irgend  eine  Ffoafiou  auf  einer  sidehen  Fläche  ste- 
lig  sein,  so  leird  dazn^  iras  ihre  Wnihc  au/  jenoi  beiden  einander 
dnr(hsetr:end(n  Flächorl heilen  anbelangt,  nur  er/orderlich  sein,  dass  jeder 
')i.)  von  diesen  beiden  Thcilm  für  sieh  allein  betraeJitei  mit  lauter 
^stetig  r.t(sfrnf)nenhänge)fden  Werlhen  belastet  i,st  —  gl eiehgültig^  alt 
die  Werthej  welche  der  ei)u\  u)ul  (reiche  der  andere  Theil  in  der  Nähe 
ihrer  Dureltset r:ungslinie  besdr.en,  imter  eintuidrr  (ileieh  oder  verschie- 
den siyid. 

Nach  diesen  allg(^meinen  l>eiiu'rkungen  kehren  wir  zu  dem  zu 
Anlan«»  betrachteten  Ke<j:«dmaiitel  zurück.  Wir  wollen  uns  diesen 
Kegelmantel  als  eine*  materielle  Fläche  denken,  und  wiederum  an- 
neJinien,  sein  Scheitelpunki  b(dind(^  sich  im  MittelpunJit,  und  seine 
H|«")rmige  Leitcurve  auf  der  ()b(r/läcJie  irgend  einer  Kugel.  Der  Kreis, 
in  we|,  heiu  «lie  Ku<xel  von  einer  durch  ihren  Mittelpunkt  fjelesften 
Ilrn-izontalebene  gi"schnitlen  wird,  mag  der  Ae({uator  genannt  wer- 
(b-n;  und  jene  Sfr>rmige  Leitcurve  mag  aul"  der  Kugel  eine  solche 
Laue  haben,  dass  die  eine  Schleife  derselben  oberhalb,  die  andere 
unlerh(db  des  Aecjiuitors,  «lass  mitliin  ihr  I)o})[)el|)unkt  d  gerade  im 
Ae«jiijitor  liegL  Während  nun  der  I)o]»i)elpunkt  jener  Curve  im 
Aeipnitor  ungeän(h"rt  liegen  bleibt,  mag  sich  die  eine  vSchleife  auf 
der  obeni,  die  andere  aul  ilev  untern  Halbkugel  mehr  und  mehr 
ausdehnen;  «lie  Ausihdinung  mag  so  weit  fortschreiten,  bis  zuletzt 
die  eine  Schieile  von   oben,  die  andere  von  unten  lief  dem  Äequator 
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unendlich  nahe  kommt.     Gleichzeitig  werden  sich  alsdann  die  den 

beiden  Schleifen  entsprechenden  Theile  des  Kegelmantels  mehr  und 

mehr   abplatten,   und    zwar   so   weit 

abplatten,  bis  zuletzt  beide  Theile,  der 

eine  von  oben,  der  andere  von  unten 

her,  fast  vollständig  in  die  Horiecntal- 

ebene  hineinfaUen. 

In  dem  gegenwärtigen  Zustande 
wird  alsdann  der  Kegelmantel  eine 
Fläche  repräsentiren,  von  welcher  die 
Horizontalebene  überall  doppelt  be- 
deckt ist,  es  mag  diese  Fläche  eine 
Windungsflädse^  und  ihr  Scheitelpunkt 
ein  Windungspimkt  genannt  werden. 

Die  Winduugsfläche  kann  auf  beliebige  Weise  begrenzt,  oder 
auch  unbegrenzt  sein.  Denken  -wir  uns  z.  B.  unsere  Windungsääche 
von  ihrem  Scheitelpunkte  aus  nur  bis  zu  der  um  c  beschriebenen 
Kugelääche  hin  fortgesetzt,  so  wird  die  Begrenzungslinie  derselben 
eine  kreisförmige  Gestalt  besitzen.  Und  zwkr  wird,  weil  längs  der 
Linie  cd  hin  zwischen  den  beiden  daselbst  einander  durchsetzenden 
Flächentheilen  kein  Zusammenhang  stattfindet,  zwischen  den  beiden 
im  Punkte  d  einander  durchkreuzenden  Theilen  der  Begrenzungs* 
linie  ebenfalls  kein  Zusammenhang  vorhanden  sein.  Es  wird  dem- 
nach die  Begrenzung  der  Windungsääche  aus  einer  eineigen  Curve 
bestehen,  welche  nach  zwei  vollen  Kreisumläufen  in  sich  selber 
zurückkehrt. 

Wir  würden  übrigens,  wie  wir  sofort  übersehen,  eine  solche 
kreisförmig  begrenzte  Windungsfläche  auch  dadurch  erhalten  kön- 
nen, dass  wir  zwei  ebene  Kreis- 
flächen übereinanderlegen,  diesel- 
ben längs  zweier  übereinanderlie- 
genden Radien  aufschlitzen,  und 
sodann  die  entgegengesetzt  liegen- 
den Ränder  des  oberen  und  des 
unteren  Schlitzes  mit  einander  zusammenheften,  nämlich  den  Rand 
a  mit  ^,  und  a   mit  ß. 

Ein  auf  der  Windungsfläche  fortgehender  Punkt  wird,  sobald 
er  die  Linie  cd  passirt,  aus  dem  unteren  Blatt  der  Fläche  in  das 
obere,  oder  auch  umgekehrt  aus  dem  oberen  in  das  untere  gelangen. 
Aus  diesem  Grunde  wird  es  zweckmässig  sein,  die  Linie  cd  eine 
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I'fhcn/d/M/slhiir  zu  nennen.  Ein  üplxergang  ans  dem  unteren  Blatt 
in  (liis  (^hcrv  hinein  kann  übrig'ons  auf  doppelte  Weise  bewerkstelligt 
werden.  Denkt  man  sieh  nänilieh  einen  TJeohaehter,  w^elcher  in  c 
auf  d(M'  horizontal  lieo'enden  \\  induu<]jstläche  steht  und  nach  d  hin 
fortsi(dit,  so  kann  dieser  Uel)ergang  entweder  von  Unis  unten  nach 
rcrlffs  oben,  oder  auch  unii»*ekehrt  von  rechts  unten  nach  links  oben 
erfüllten.  Charakteristisch  für  die  hier  betrachtete  Fläche  ist  es, 
dass  ein  auf  derselben  fortlaufender  Punkt  den  Windungspunkt  zuri- 
mal  umkreisen  rauss,  ehe  er  in  seine  Anfangslage  zurückkommt. 

Durchaus  unwesentlich  ist  es,  dass  wir  uns  bis  jetzt  die  Ueber- 
u'ano'slinie  (leradVnuiX  o'edacht  haben:  es  kann  dieselbe  eine  Curve 
von  beliebiy:er  Krümnuini?  sein.  Wir  brauchen  nämlich  die  beiden 
ebenen  Kreisiiiichen.  welche  zuletzt  zur  Construction  der  Windungs- 
tläche  in  Anwendung  gebracht  wurden,  nicht  gerade  längs  eines 
lladhis  hin  aufzuschlitzen,  sondern  können  dieselben  auch  längs 
irgend  einer  aitdern  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Rande  hingehenden 
Curre  aufschlitzen.  Wenn  wir  alsdann  wiederum  die  entgegengesetzt 
liegeiulen  K linder  des  oberen  und  unteren  Schlitzes  zusammenheften, 
so  haben  wir  eine  Wiiulungsiläche,  in  welcher  die  Uebergangsliuie 
durcli  eine  (jirvc  n/n  l/e/irbi(ßer  Gistidt  re])räsentirt  ist. 

Zur  Construction  cnner  Windungstläehe  sind  bis  jetzt  ::tvej  Me- 
thoden anije<reben  w^orden.  Eine  dritte  ^Methode  zur  Construction 
einer  solchen  Fläche  ist  folu'ende: 

Man  niarkir(»  in  der  lloriz(>ututd)ene  einen  Punkt  e,  und  construire 
sodann  in  dieser  Ebene  eine  zweimal  um  e  herum-  und  schliesslich 
in  sich  zurückhaifende  Curve,  und  bezeichne  den 
Do])pelpunkt  derselben  mit  d,  Ihese  Curve  be- 
tracbic  man  als  die  Leitcurve  eines  Ke^'els,  «les-  d] 
sen  Scheitelpunkt  irgendwo  im  lldume  liegt;  und  / 
«leidvc  sich  sodann  diesen  Sclicitelpunkt  auf  irgend  1 
welchem  ^Ve^f  näher  un<l  näher  an  den  Punkt  e  \ 
licrankomniend;  dann  wird  sich  die  Manteliläche 
des  Kegels  mehr  uiid  mein*  abplatten,  bis  sie  zu- 
h't/i  vollständig  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  zu- 
sammenfällt. In  diesem  Endzustande  wird  dann  die  Mantelfläche 
des  Kegels  wiederum  eine  W^iitdioH/s/lärhr  sein.  Der  Punkt  c  wird 
(l<Mi  Windungspuidvt,  und  die  Linie  cd  die  IJebergangslinie  vorstellen. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  hier  zueleich  andere  Winduugs- 
lläcluMi,  nämlich  WindungsHäcben  höherer  Ordnnnij,  mit  in  unsere 
Betracht uni»'  hiiu^inzuzieln^n. 
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■ 
Die  letzterwähnte  Leitcurve  lief  nach  zwei  vollen  Umdrehungen 

in  ihren  Anfang  zurück.  Nimmt  man  statt  dieser  eine  Curve,  die  nach 

m  vollen  Umdrehungen  in  ihren  Anfang  zurückläuft,  so  erhält  man : 

für  fn  =  1  eine  getvöhnliche  einblättrige  Fläche  (Windi^gsfläche 
0**^'  Ordnung;  bei  einer  solchen  Fläche  wird  irgend  ein  beliebiger 
Punkt  als  der  Windungspunkt  derselben  zu  bezeichnen  sein), 

für  w  =  2  die  soeben  betrachtete,  der  letzten  Figur  entspre- 
chende zweiblättrige  Windungsfläche  (nach  Riemann's  Ausdrucks  weise: 
eine   Windungsfläche  1***  Ordnung), 

femer  f ür  w  =  3  eine  dreiblättrige  Windungsfläche  (nach  Rie- 
mann:  eine   Windungsfläche  2*®'  Ordnung).    U.  s.  w.   U.  s.  w. 

Bemerkungen.  —  Man  ersieht  hieraus,  dass  eine  einblättrige  Win- 
dungsfläche nichts  anderes  ist,  als  eine  gewöhnliche  einblättrige  Fläche 
(z.  B.  eine  Kreisfläche),  und  also  gar  keine  Uebergangslinie  besitzt. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  angestellten  Betrachtungen  sofort, 
dass  eine  jertmblättrige  Windungsfläche  mindestens  eine  Uebergangs- 
Unie  besitzt.    Doch  kann  sie  deren  auch 

mehr  haben.    In  der  That  kann  man  eine  ^ -^:r^^^^^^\ 

solche  zweiblättrige  Fläche  z.  B.  erhalten       X    ^^ 

unter    Anwendung    der    nebenstehenden     /    /^ 

Curve,  welche   [ebenso   wie  die  der  vor-    1/ 

hergehenden  Figur]  nach  zwei  vollen  Um-     [y  .      '  /      / 

laufen  in  sich  zurückkehrt.    Diese  besitzt     ^^\^^^^^ 

alsdann  offenbar   aber   drei  Uebergangs- 

linien,  welche  in  der  Figur  durch  Punktirung  angegeben  sind. 

Eine  eJr^'blättrige  Windungsfläche  besitzt^  wie  man  leicht  über- 
sieht, mindestens  zwei  Uebergangslinien.  Diese  beiden  können  ent- 
weder irgend  welchen  Winkel  mit  einander  bilden,  oder  auch  dicht 
neben  einander,  respective  über  einander  liegen,  wie  solches  leicht 
zu  übersehen  ist.   U.  s.  w.  U.  s.  w. 

§2. 

Ueber  die  stetige  Umformung  einer  WindnngsMche  in  eine 

gewöhnliche  einblättrige  Flftohe. 

Liegt  auf  der  I{orizontäld)ene  ein  in  sich  zurücklaufender  Faden 
(etwa  ein  Gummifaden),  dessen  einzelne  Elemente  biegsam,  dehnbar 
und  auf  der  Ebene  verschidbar  sind,  so  kann  man  diesen  Faden  in 
stäiger  Weise  aus  der  Gestalt  1.  in  die  Gestalt  2.,  sodann  in  die 
Gestalt  3.,  endlich  in  die  Gestalt  4.  übergehen  lassen;  [vergl.  die 
folgende  Figur]. 
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Denkt  iiiuii  mcIi  den  betracliteten  Faden  als  die  Leitcurve  eines 
Kegels,  dessen  Spitze  irgendwo  im  lUittnc  ,  etwa  u^rade  über  dem 
Mittelpunkt  der  Curve  liegt ,    .^o  werden  den    verschiedenen  Zustäu- 


:s. 


\ 


den   1.,  2.,  3.,  4.  der  Curve  ebenso  viele    verschiedene  Zustände  des 

Kegels   e]itspreclien.     Und   ebenso^  wie   jene  vier  Zustände  der  Curve 

sktir/    in   einander   übergehen,   ebenso    wird   Gleiches   zu  sagen  sein 

von  den  vier  entsprechenden  Zuständen  des  Kegelmantels. 

Es  soll  nämlich  j»-'le  Uniformiinsr,  bei  welcher  Zeircissungen  uud  Zu- 
dummcuheftuiiireu  veimiedL'H  werd'-u,  eine  sttti'jt  heissen.  Wenn  wir  den 
hier  betrachteten  Kcgt4mant'd  ar.>  dem  Zustande  1.  in  die  Zustände  2.,  3.,  4. 
übergehen  lassen,  .-o  mü.-sen  wir  daljei  zwei  Flächentheile  dieses  Mantels 
in  einer  gewissen  Linie  einander  dunJi^ttZ'./i  la-seu.  Eine  solche  Durch- 
setzung geht  nun  aber  [zufulixe  unserer  Vorstellungen  pg.  65]  vor  sieb, 
ohne  dass  dabei  die  Punkte  d(.'s  einen  Fläeh»^ntheiles  mit  denen  des  audern 
liiugs  jener  Linie  hin  in  irgend  welchen  Zu>ammenhang  treten,  geht  also 
vor  sich,  ohne  dass  dabei  iri^'end  welche  Z>i>auüiLL)ihtftungcn  eintreteu. 
Ebenso  wenig  finden  dabei  Ztnc'.^^i.ihijtn  irgend  welcher  Art  statt.  Dem- 
nach ist  die  Umformung  unseres  Kegels  aus  dorn  Zustande  1.  in  die  Zu- 
stande 2.,  3.,  4  in  der  Tliat  eine  stttiijc  zu  nennen. 

Die  Umformung  des  Kegels  1.  in  die  Gestalten  2.,  o.,  4.  ist 
eine  stet  «je  zu  nennen,  an  welchem  Ort  des  Uaumes  die  S[)itze  des 
Ke<i;els  auch  lie<i;en  mat»'.  Sie  wird  also  auch  dann  noch  eine  sti- 
fi(/c  bleiben,  wenn  wir  uns  jene  8i)itze  in  der  Ebene  der  Curve,  oder 
wenigstens  dieser  Ebene  luionllidi  ndhr  ^elei>*en  denken.  Tlum  wir 
aber  dies,  und  verfügen  wir  im  Uihri(jai  über  die  Lage  jener  Spitze 
in  geeigneter  AVeise,  so  ist  der  Kegel  1.  eine  (jcu'ulniliche  cinhlättrujc 
Fläche j  und  der  Kegel  4.  eine  ziveiblaftrhic   WhidnuiislJäche, 

( 1 .)  Also  der  Satz:  lünv  [/cicölDilfche  ehfhl'iftr/'i/r.  Fliirhc  kann  mittelst  stc- 

f  ige)'  Uniform  nwj  in  ri)ie  .Zweiblatt  rif/e  Wiiulunusjh'iehe  c  er  wandelt  ico'doh 
Man  sieht  bereits,  dass  man  durch  die  angegidjene  Üperations- 
methode  sofort  auch  zu   folgendem  allgemeineren  Satz  crelanjirt: 

Eine  (jewöltnlichr  finhUitfrif/e  FldeJie  h(uüi  d/ireh  stetige  Unifur- 
mung   in   eine   m- blättrige    WindnngsjJäcJte   verwandelt   werden^   tvo  m 

;  2.j  f'i^^G  beliebig  gegebene  Zahl  aas  der  Iteihe  1,  l\  o,  4  .  .  .  vorstellt. 
Selbstver ständlieh  ist  dieser  Froeess  aaeh  rnckwärfs  aHSfahrbarj  so 
'lass  man  also  eine  beliebig  gegebene   m- blättrige    Windiings fläche  mit- 
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tdst  stetiger  Umformung  in  eine  gewöhnliche  einblättrige  Fläche  m 
verwandeln  vermag. 

§.  3. 

Analytiaohe  Einkleidung  des  in  Bede  stehenden  Umformungs- 

processeB. 

Man  kann  eine  Linie  durch  die  Bewegung  eines  Punktes,  und 
ebenso  eine  Fläche  durch  die  Bewegung  einer  Linie  entstehen  lassen. 

Wir  denken  uns  in  der  o; {/-Ebene  einen  Radius,  welcher  um 
seinen  Ausgangspunkt  c  in  positiver  Richtung  und  mit  beliebiger  Ge- 
schwindigkeit  rotirt,  und  dessen  Länge  sich  y 
von  Augenblick  zu  Augenblick  auf  ganz  be- 
liebige Weise  ändert.  Durch  die  Rotations- 
bewegung des  Radius  wird  eine  ebene  Fläche 
erzeugt  werden,  welche,  so  lange  jene  Be- 
wegung andauert,  fortwährend  im  Wach- 
sen begriffen  ist.  Diese  Fläche  ist  in  jedem 
Augenblick  begrenzt  von  denjenigen  beiden 
geraden  Linien  JR^  und  2J,  durch  welche 
die  Anfangsidkg^  und  die  augenblickliclhe  Lage  des  Radius  dargestellt 
sind,  und  überdies  von  derjenigen  krummen  Linie  S,  auf  welcher 
der  Endpunkt  des  Radius  sich  inzwischen  fortbewegt  hai  Von 
diesen  drei  Begrenzungslinien  ist  es  die  Linie  jß,  welche,  während 
sie  in  ihrer  Rotationsbewegung  weiter  und  weiter  fortschreitet,  ein 
fortwährendes  Wachsen  der  Fläche  bewirkt. 

Neben  der  Fläche  (RqRS)  denken  wir  uns  gleichzeitig  eine 
zweite,  und  ebenfalls  noch  im  Wachsen  begrifiFene  Fläche  (PqPI). 
Diese  letztere  mag  an  irgend  einer  andern 
Stelle  des  Raumes,  etwa  in  der  £17 -Ebene, 
auf  ganz  analoge  Weise  entstehen,  nämlich 
erzeugt  werden  durch  einen  Radius,  der  in 
jener  Ebene  in  positiver  Richtung  um  seinen 
Ausgangspunkt  y  rotirt,  und  dessen  Länge 
sich  ebenfalls  von  Augenblick  zu  Augenblick 
ändert. 

Bei  der  Fläche  (B^RS)  waren  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  der   erzeugende 

.  Radius  rotirt,  und  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Länge  des  Radius 
zu-  oder  abnimmt,  durchaus  willkürlich.  Anders  soll  es  sich  bei 
der  Fläche  (PoPI)  verhalten.    Sind  nämlich  in  irgend  einem  Augen- 


y 
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hlicl:  11  /ind  P  die  LäiKjrif  der  hcidm  vrivwjrndrK  BadieUj  und  w  um! 
CO  die  mn    Unicif   hc^cl/rithrHOi  Ilofotion^friHlcl ^  sn  ^oll  hi^tänduf 


r/t  , 

P  =  yli      und      CO  = 


.sy///j  ffo  )ii  eine  lidichnj  </r(/f:h(i't  j)'>>dn:r  //(h(.:f  Z<dd.  vorritt  Ut.    Lässt  man 

iiuii  (las   Aziiimili  w  von  O"  bis  }ii  .  ))<.)<•'.  mitliin  das  Aziiiiuth  co  von 

0"  \)'\<  3iin"  ainvaL'li-<'ii,  i^o  wird  sich,  auf"  dit\se  V.'i.'i.'-e  uuil  unter  suiist 

geei<_rnett'n  Dispo>itionen,  die  ein»^  Fläclie  in  eine  m-lilättr'nie  Wiuduiuj^- 

fUirhe^  die  andere  in  eine  (j(  iri'tjudirlic  ^  ndjIiHh'itit    Ih'icJit   verwandeln. 

Erläuterung.  -     Die  Flüchen  (7i'„7r^i  und    P,  PI)  eutJ^tellen  und  wach- 

.SLMi  ;^'h-ichzeitit(.     Wilbvend  aber  das  Wach>en  d<'r  cistenira?//"  r<V///V/  (nie 

uiul  iriUlirrlichc   M'nsr    vor  ^ioh    i:^«.'lit,    ist   da:?  Wachsen   der   letztem  auf 

hcstivimte    11'^ /.vv  fjthuiulrii  an  lUis  der  erj-tern. 

Wir  wollen  uns  beide  Flächen  tnotfritll  denken.  I>ie  Fläche  (/»*,.  7^^'*^) 
wird  in  dem  AngenVdirk,  wo  ihr  erzeugender  l\adiu>  »'ine-n  liiotationswiDkel 
von  3G0"  beschrieV)en  hat,  zwei  KamiLrebiete  /»',,  und  I\  besitzen,  welche 
dicht  neben  »-inander  liegen.  Zwischen  die^en  beiden  Ixandgcbieteu  maj? 
alter  keine  Vereinitrun«::^  eintreten.  \Vir  wollen  nämlich  den  erzeugendeu 
b'adius,  .>obald  er  nach  einer  Drehung  von  STa)'  zu  seiner  Anfangslage  ii\, 
zurückgekehrt  ist,  in  seiner  liotationsbewegung  wt'iter  fortfahren  lassen, 
und  gleichzeitig  wolKii  wir  ilas  von  ihm  nachgeschleppte,  neu  entstehende 
Fläch^'ugebiet,  ohne  mit  dem  bei  /»',,  sehon  vorhandenen  in  Zusammenhang 
zu  treten,  liber  dieses  hinwei::  -i«  h  fort^chieben  lassen.  Die  Fläche  (//,,ii'.>) 
wird  aUdanu  die  Gestalt  einer  ^rJ'niK.}»  njh'ichc  annehmen,  in  welcher  die 
Anzahl  der  iiber  einander  liegendt-n  Diätter  mit  ji-der  Lnidrehung  des  er- 
zeugenden Hadius  um  Fins  zunimmt,  und  bei  welcher  eine  Vereinigung 
der  l»ei  7jV,  und  1\  liegenden  liandg'diiete  nun  weiterhin  völlig  unmüg- 
li.h  iNt. 

Wir  ändern  u'^'g^nwärtig  unsere  Vorsttdluugen.  Die  Fläche  (E^,I\>) 
mag  nicht  geradezu  wie  eiu»^  Srhriu(}>>')i.!h'ir]H  ,  sondern  in  etwas  andaer 
x\rt  wachsen.  Während  nämlich  bei  ^alt^tehung  einer  Schraubenfläche  das 
im  Wach.-eu  begritfeue  obere  Blatt  der  l-läche  beständig  auf  dem  schon 
\(jrhandenen  darunter  liegenden  lilatt  sieh  fortschid/f,  nehmen  wir  an,  das© 
bei  Fntstehung  der  Fläche  {li\^]iS)  das  nu  Wachsen  begriöene  Blatt  die 
j>ehon  vorhandenen  Hlätter  lieliobig  oft,  und  an  beliebigen  Stelleu  ilunh- 
sit.cn  dürfe,  dass  also  die  \ «uMusclueilende  Hegienzungslinie  li  des  neu 
entstehenden  1  Mattes  sich  gewissermassen  wie  eine  scharfe  Kante  oder 
Schneide  verhalte,  welche  die  schon  fertigen  lUätter  nach  Belieben  durch- 
dringen kaim. 

Wir  las-en  nun  die  voransehreitende  Kante  /»'  von  ihrer  Anfangs- 
lage 7/,,  aus  im  (Janz^-n  m  volle  Umdrehungen  machen,  und  lassen  die- 
seibt^  im  \'erlaufe  dieser  Umdrehumreu  in  iedem  Au«;-enblick  nach  Belie- 
b.'u  entweder  da.>  schon  früher  entstandene  Flächeng«  biet  durchschneiden, 
oder  olnu;  d.l^^elbe  zu  verletzen  ruhig  darüber  hingleiten;  jedoch  so,  dass 
sie  schliesslich  nach  Ablaut  jener  ///  rmdrehungen  in  ihre  Anfangslage /»'^ 
hineinrällt.      ihre    Länge    mag   sieh    während    jener    m   Umdrehungen    von 
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Angenblick  zu  Augenblick  beliebig  geändert  haben,  zuletzt  aber  wiederum 
ebenso  gross  geworden  sein,  als  sie  zu  Anfang  war.  Die  in  solcher  Weise 
entstandene  Fläche  (i?o  -^  S)  wird  alsdann  zwei  bei  B^  und  B  unmittelbar 
neben  einander  liegende  Randgebiete  haben.  Lassen  wir  zwischen  diesen 
beiden  Bandgebieten  eine  Zusammenschmelzung  eintreten,  und  setzen  wir 
femer  [in  üebereinstimmung  mit  den  von  uns  angenommenen  Grundvor- 
Stellungen;  pg.  66]  fest,  dass  in  jeder  Linie,  wo  zwei  Theile  der  Fläche 
einander  durchsetzen,  zwischen  diesen  beiden  Theilen  kein  Zusammenhang 
Yorhanden  sein  soll,  so  haben  wir  eine  Fläche  vor  uns,  die  nichts  Anderes 
ist,  als  eine  m-bläUrige  WindungsfläcTie,  deren  Windungspunkt  in  c  liegt, 
und  deren  Rand  durch  eine  einzige  nach  m  vollen  Umgängen  in  sich  sel- 
ber zurücklaufende  Gurve  S  dargestellt  wird. 

Während  nun  die  Fläche  (B^  B  S)  in  solcher  Weise  anwächst  und 
schliesslich  in  eine  »i- blättrige  Windnngsfläche  übergeht,  nimmt  gleich- 
zeitig die  von  ihr  abhängende  Fläche  (PoP^)  eine  sehr  viel  einfachere  Ge- 
stalt an.  Da  nämlich  die  von  den  Radien  B  und  P  gleichzeitig  beschrie- 
benen Rotationswinkel  w  und  od  in  jedem  Augenblick  durch  die  Gleichung 

w 

m 

mit  einander  verbunden  sind,  der  Radius  B  aber  m  volle  Umdrehungen 
gemacht  hat,  so  wird  gleichzeitig  der  Radius  P  nur  eine  Umdrehung  aus- 
geführt haben.  Und  da  femer  die  Längen  jener  beiden  Radien  in  jedem 
Augenblick  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind,  der  Radius  B  aber  nach  Ablauf  seiner  m  Umdrehungen 
wieder  seine  ursprüngliche  Länge  B^  angenommen  hat,  so  wird  auch  der 
Radius  P  nach  AusfQhmng  seiner  einen  Umdrehung  wiederum  zu  seiner 
anfänglichen  Länge  Pg  zurückgekehrt  sein. 

Nach  Ablauf  des  ganzen  Processes  haben  wir  also  in  der 
xy-Ebene  eine  m-hlättrige  Windungsfläche j  mit  dem  Centrum  oder 
Windungspunlit  c,  andererseits  in  der  I17- Ebene  eine  gewöhnliche  ein- 
hläUrige  Fläche  mit  dem  Centrum  y.  Zerlegt  man  die  erstere  in 
360  Sectoren  von  je  1  Grad,  so  besitzen  die  correspondiretiden  Sec- 

toren  der  letztem  je  —  Grad.    Dabei  wird  die  gegenseitige  Lagerung 

benachbarter  Sectoren  auf  der  einen  Fläche  genau  dieselbe  sein,  wie  die 
gegenseitige  Lagerung  der  correspondirenden  Sectoren  auf  der  andern. 
Durch  geeignete  Biegungen  und  Dehnungen  wird  man  daher  die  eine 
Fläche  mit  der  andern,  und  zwar  jeden  Sector  der  einen  mit  dem  cor- 
respondirenden der  andern  zur  Deckung  bringen  können.  Demgefuäss  ist 
die  eine  Fläche  als  eine  stetige  Umformung  der  andern  zu  bezeichnen  [wie 
solches  auf  anderm  Wege  schon  früher  erkannt  wurde,  Satz  (2.)  pg.  70]. 
Versteht  man  jetzt  unter  correspondirenden  Funkten  der  beiden 
Flachen  solche,  die  auf  correspondirenden  Radien  liegen,  deren  Azi- 
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iniithe  also  dur  Kekitiou   entspiTclieii:  co  =      ,    uiul   deren   Central- 


Hl 

III 


distaiizeu  überdies  der  ({leiclum^i^  Geuüj^e  leisten:  q  =  yr^  so  hat 
man  für  je  zwei  solche  einander  eorrespoudireiide  Punkte  (r,  w)  uud 
{q,  (o)  die  Formeln:  r  ==  q'"  uud  w  =  niojy  mithin: 

(3-)  re''''  =  (^  &"")"%     wo     /  =  }/—  1  . 

Bezeichnet  man  die  rechtwinkli^'en  Coordinaten  dieser  corre- 
spondirenden  Punkte  (r^  w)  und  {q^  co)  resjjective  mit  {x,  y)  imJ 
(5,  }l)j  und  setzt  man  .:/;  -j-  ^U  =  .";  ebenso  ^  +  '>y  =  S;  ^^  ergiebt 
sich  sofort  [vgl.  die  Figuren  p.  71 1: 

(U.)  ^  -  -  c  =  rc'^"'     und     g  —  ;/  =  ^c'''\ 

Dabei  steht  c  für  a  -\-  ih  und  y  für  «  -[-  //^,  wo  (a,  />)  uud  (V.  /3) 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  dieser  Punkte  c  und  7  vorstelleu. 
Mittelst  dieser  lielationen  (U.)  geht  aber  die  Formel  (3.)  über  in 

Also  der  »Satz:  Ist  bt  der  .z-Khcnc  ciifc.  )}i-hlättri<jc  Wnuhuiijs- 
flärlic  mit  dnn  W'uiduiKjspiuild  r,  ferner  In  der  J-  Ebene  eine  (jeavhn- 
tieJie  einblätfrif/e  Fliiehe  mit  dem  }Vindti)f(fsj)n)t/i't  y  (jegchen,  und  scf:t 
man  ::n'isehen  den  Funkten  ::■  and  £  dieser  Iniden  F Hielten  die  Corrc- 

si)o)idenz  fest: 

[■).)  z  —  e  =  (?  —  y)'\ 

so  wird  man  dureh  stetige  Umformung  die  eine  FUlehe  in  die  amJeri', 
und  zwar  jedtveden  Punld  .:  der  einen  in  den  ettrrespondireudcn 
Funkt  5  der  anelern  r:n  ceruandeln  im  Stoiule  sein. 

Bemerkung.  —  Die  iMuricbtimg  der  in  uuj^ern  Figuren  pg.  71  gczeicli- 
neteu  Axensysteme  zeij^t  ^^ofort,  diiss  als  ohtre  Seite  der  .cy- Ebene  und 
^7y- Ebene  diejenigen  zu  bezeicbnen  sind,  die  in  jenen  Figuren  wirklieb 
nach  oben  gewendet  ^ind.  Lasse  man  nun  den  Punkt  z  den  Kand  der  »<-blätt- 
rigen  Windungsiläolie  unihinten,  &o  wird  gleiub/eitig  der  cor  reu  pondir  ende 
Punkt  ^  den  Kund  der  einblättrigen  Plilcbe  tluicb wandern.  Und  diese  bei- 
den einander  corrcspomlircndtn  Umluuffsbewegungen  öiud,  wie  man  sieht, 
entweder  beide  j>ositii%  oder  aber  bude  iirt/ntir. 

§  4- 

Betrachtung  der  Function  )/(.:'  —  Cj)  (.:  —  c.)  {z  —  Cy). 
Wir  wollen  die  Function 

( i.)  /  =  f(/)  =  Vi/  -  q)  ('"  -  ^.)  (--  -  ^'^ 

untersuchen,  indem  wir  die  Variable  :2  und  die  Constanteu  (;,,  c^,  i]^ 
als  Punkte  in  der  llorizontaleljene  uns  vorstellen.  Sind  r^j  r^j  r«, 
die  Entfernuntren  des  variableu  Punktes  z   von   den  festen  Punkten 
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^i;  ^7  ^y  ^^^^  ^u  ^i)  ^8  ^^^  Azimuthe  dieser  Entfernungen  gegen 
die  x-Axe  des  zu  Grunde  gelegten  Goordinatensystems^  so  ist 

^  —  (?!  =  riß»'^», 

0  —  (^  =  r^ä^*, 

folglich:  «(^i  +  ^«4-^.) 

(2.)  /"»VW^-^         ^ 

oder  was  dasselbe  ist: 

(2a.)  f  =  y;r-,—  |-eo8  (^'+^'+^')  +  i  sin (^'+^'  +  ^)]  , 

wobei  unter  Yr^r^r^  stets  der  positive  Werth  dieser  Wurzel  zu  ver- 
stehen ist.  Aus  (1.)  wie  aus  (2.)  folgt^  dass  f  nur  dann  verschwin- 
det, wenn  s  in  einen  der  Punkte  c^^  c^,  c^  hineinfällt. 

Versteht  man  nämlich  unter  tp  eine  reeUe  Grösse,  so  kann  ein  Aus- 
druck von  der  Form  .   . 

cos  tp  -{-  i  sin  (f 

niemcils  verschwinden.  Denn  ssu  seinem  Verschwinden  würde  ein  gleich- 
zeitiges Nullwerden  von  cos  tp  und  sin  q>  erforderlich  sein;  was  zufolge 
der  Relation  cos'  q>  -}-  ^^^  9  =-  1  unmöglich  ist. 

Der  in  (2  a.)  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  kann  daher  nur 
dann  verschwinden,  wenn  einer  der  Factoren  r^,  r^,  r^  verschwindet.  U.  s.  w. 

Für  jedwede  Lage  des  Punktes  0  hat  die  Function  f  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Werthe:  f  und  ( — f).  Diese  simultanen 
Werthe  f  und  ( —  f)  ändern  sich,  falls  man  0  irgend  eine  Curve 

(0.)  /y ,  ^" Z 

durchlaufen  lässt,  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise,  und  liefern 
also  zwei  der  Curve  entsprechende  Reihen: 

(«•)  r,      r,     f", F, 

iß-)  (-  n,  (-  n,  (-  /•'"), .  • .  (-  -F), 

deren  jede  aus  lauter  stetfg  zusammenhängenden  Werthen  besteht 
Passirt  die  Curve  (ö.)  eine  der  Stellen  Cj,  c»,  C3,  so  erfolgt  in  die- 
sem Augenblick  ein  Contact  der  beiden  Reihen,  indem  alsdann  die 
augenblicklichen  Werthe  derselben  einander  gleich,  beide  =  0  wer- 
den. Setzt  man  hingegen  fest,  die  Curve  (ö.)  solle  jene  drei  Stellen 
^17  ^;  %  vermeidenj  so  sind  die  simultanen  Werthe  der  beiden 
Reihen  (a.),  (ß,)  stets  von  einander  verschieden.  Bei  der  genannten 
Festsetzung  wird  also  zwischen  den  beiden  Reihen  niemals  ein  Con- 
tacty  mithin  auch  niemals  eine  Verwechselung  möglich  sein;  so  dass 
also  jede  derselben  durch  Angabe  ihres  Anfangswerthes  längs  der 
ganzen  Curve  eindeutig  bestimmt  ist. 
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Lässt  man  also  den  Funld  .z,  unter  Vermeid umj  der  drei  Stil- 
len c^,  C2,  C3,  injend  welche  Ciirve 

Z  j   Z   j   Z     j /j 

durchlaufen^  so  od  sprechen  dieser   Curve  zwei  stetige    Werthreihcn  der 
Function 

(•>.)  /'  =  l/i-  —  ^1)  (^  -  ^.)  (-  —  ^;; )  • 

Und  zu-ar  wird  jede  dieser  beiden  lleihen  durch  Anyahe  ihres  Anfamß- 
werthes  längs  der  ganzen  Curve  eindeutig  bestimmt  sein. 

Eine  wesentlich  andere  Frage  aber  ist  die.  ob  eine  solche    Werth- 
(4.)  reihe  zu   ihrem  Änfangswerthe  zurücllehrt ^  sobald  man  den    Vunld  z 
nach  irgend  tvelcher^  die  Stellen  e^,  e.,,  c.^  veruuidenden  Jkwegung  schliess- 
lich wieder  in  seine  A)ifangslage  zurücl fahrt. 

Bemerkung.  —  Die  Anwendung  des  Wortes  Contact  dürfte  im  Vor- 
hergehenden um  so  ziitreflender  sein,  als  dasselbe  einer  nahe  liegenden 
(jcomctrischcn  Vorstell uugsweise  entspricht.     vSetzt  man  nämlich 

mithin 

(-/)  =  (- «)  +  '■  (-  '•), 

imd  betrachtet  man  w,  v  und  ( —  «),  (  -  v)  als  zwei  Punkte  in  der  ?<r- Ebene, 
so  werden  diese  beiden  Punkte,  während  z  die  Curve  (0.)  durchwandert, 
irgend  welche  Bahnen  beschreiben.  Dabei  aber  worden  diese  beiden  Punkte, 
80  lange  die  Stellen  c, ,  v.,^  C3  von  der  Curve  ((>.)  vermieden  werden,  niemals 
mit  einander  in  Contact  kommen  könnten. 

Wir  gehen  über  zur  Beaiitwürtun<^  der  in  (4.)  gestellten  Frage. 
Lässt  mau  den  Punkt  z  eiJie  geschlossene  Curve  durchlaufen,  welche 
iicinen  der  Punkte  q,  c,  c 
unischliesst,  so  kehren  hier- 
bei [wie  die  geometrische  An-         ('    .  ^     _  _  _  / 
scliauung  zeigt]  die  Azimuthe                        ^                   /  / 
l>j,  1%,  O-^  zu  denselben  Wer-                                          /                             / 
tlien  zurück,  die  sie  zu  An-                                       ^ 
fanjT   dieser   liewe^unix    be-                                   ^^ 


sassen.    CJleiches  gilt  selbst-  ' 

verständlich   von   r^,  n,,  r..^  /  '> 

ujid  zufolge  (2  a.)  also  auch 
von  /*.    Denn  es  sollte  unter      y  \  />; 

|/>*in,/';5    stets     der    positive 

AV'erth  dieser  VV'urzel   verstand  11  werden. 

Lässt  man  hingegen  den  Punkt  ;:•  eine  geschlossene  Hahn  diurch- 
laufen,  welche  einen  der  Punkte  r^,  e.^,  c..,  z.  H.  deji  Punkt  c^  uni- 
schliesst,   so  wird  d'i  um    |-  2;r  wachsen,   während   #0,  d".^   und  »'i, 
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fj,  fj  ZU  ihren  anfänglichen  Werthen  zurückkehren.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Function  /*(2a.)  bei  einem  solchen  Umlauf  einen  Werth  er- 
erlangt,  der  zu  ihrem  an- 
fänglichen Werthe  entgegen- 
gesetzt  ist. 

Lässt  man  femer  den 
Punkt  0  eine  geschlossene 
Curve  durchlaufen ,  welche 
zwei  der  Punkte  c^,  c^,  C3, 
z.  B.  c,  und  C2  umschliesst;  so 
wird  jedes  der  beiden  Azi- 
muthe  ^1,  ^2  um  +  2ä  wach- 
sen, und  zwar  entweder  heide 
um  -f*  2}r,  oder  beide  um 
—  2«.  Hieraus  folgt,  dass 
die  Function  /*  (2  a.)  bei  einem 

solchen  Umlauf  zu  ihrem  anfanglichen  Werthe  zurückkehrt.    U.  s.  w. 
U.  8.  w. 

Auf  Grund  dieser  Ueberlegungen  kann  der  vorhergehende  Satz 
(3.)  jetzt  weiter  vervollständigt  und  so  ausgesprochen  werden:  Lässt 
man  den  Punkt  e,  unter  Vermeidung  der  Stellen  c^,  c^,  Cj,  irgend  welche 
Curve:  e\  e^,  z"\  .  .  ,  .  Z 

durchlaufen,  so  entdecken  dieser  Curve  zwei  stetige   Werthrcihen  der 
gegebenen  Function 

(.').)  f  =  y{z  -  ci)  {z  -  ci)  (^  —  C3). 

Jede  solche  Beihe 


f    }    f     }    f       i 


•    *    •    • 


ist  durch  Angabe  ihres  Anfangswerfhes  f  längs  der  ganzen  Curve  ein- 
deutig bestimmt  Lässt  man  nun  jene  Curve ,  immer  unter  Vermei- 
dung der  Punkte  c^,  Cj,  Cg,  in  sich  zurückkehren^  also  Z  identisch  wer- 
de)i  mit  z\  so  wird  sich  für  diese  Beihe  ein  Endwerth  F  herausstellen, 
icekher  mit  ihrem  Anfangswerth  f* gleich  oder  entgegengesetzt  ist, 
jenachdem  die  Anzahl  der  von  der  Curve  umschlossenen  Punkte  c^,  Cg»  Cs 
gerade  (0,  resp.  2)  oder  ungerade  (1,  resp.  3)  ist 

§5. 


Weitere  Betraohtnng  der  Fnnotion  y(z  —  cj  (z  —  c^)  {z  —  Cj). 
Zerlegung  ihres  ganzen  Werthvorratlis  in  zwei  gesonderte  Systeme. 

Es  seien  (+  /o)  und  (—  f^  die  Werthe  von  f  in  irgend  einem 
Punkte  Zq,     Wir  beschreiben  um  Zq  ein  kleines  Flächenstück  und 
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pflanzen  auf  difsoni  Fläehonstück  sowolil  dasjenige  Werthsystem 
S(-\-  /,,)  auf,  welches  an  (-}-  /,',)  sieh  stetig  anschliesst,  als  auch 
dasjenige  Werthsystem  S{ — /,",),  welches  mit  ( — /,',)  stetig  zusam- 
menhängt. 

Wir  lassen  nun  jenes  kleine  .  Flächenstück  nach  allen  Seiten 
hin  mehr  und  melir  anwachsen  und  gleichzeitig  die  genannten  bei- 
den Werthsysteme  in  entsj)rechender  Weise  sieh  ausdehnen,  indem 
wir  dabei  zu  jedem  der  beiden  Systeme  immer  nur  solche  Werthe 
hinzutreten  lassen,  die  sich  stetig  anschliessen. 

Wir  haben  alsdann  zwei  im  Wachsen  begriffene  Werthsysteme 
vor  uns,  deren  gemeinscluiitliche  l*eri[)herie  sich  ähnlich  wie  ein  im 
Punkt  ^,)  erregter  Wellenring,  nach  allen  Seiten  weiter  und  weiter 
fortbewegt.  Geschieht  diese  Fortbewegung  nach  idlen  vSeiten  hin  mit 
gleicher  (fcschwindigkeit,  so  wird  jene  Feri})herie,  falls  sie  ursprüng- 
lich kreisfV>rmig  war,  beständig  kreisföruiig  bleiben.  Ist  hingegen 
die  Geschwindigkeit  nach  verschied(Mien  Seiten  verschieden,  so  wird 
jene  l^eripherie  im  Verlaufe  der  Zeit  andere  und  andere  Gestalten 
annehmen  kimjien,  und  zwar  ({ estalten  von  beliebig  unrescelmiis- 
siger  Form. 

Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  wird  ein  Contact  zwischen 
jenen  beiden  im  Wachsen  begriiVenen  W<'rthsystcm(*n  >S'(-j-/,-,)  und 
S{ — /\X  mithin  auch  die  (Jefalir  einer  Verwechselung  niemals  ein- 
treteji  könneji,  falls  man  nur  dafür  sorgt,  dass  die  gegebenen  Punkte 
^'i?  ^-27  ^';j  beständig  anssnlia/h  der  gemeinschaftlichen  Peripherie  der 
beiden  System«'  bleiben.     Um  die  Hauptsaclie  hervorzuheben: 

So  laiKfc  die  PuMe  rj ,  e._,,  e..  ansserhalh  der  (lemeinschaftlichen 

(C).)  Peripherie  der   Systeme   N  ('+/,,)    ffnd  S{—/[^)   hfedniij    werden    diese 

leiden    Systeme   ohne  (/eyenseitiyen   Contaet^   mithin   eindeidiy   1)estimmt 

sein,   und  in  jedivedem   l'unlie  z   entyeyenye setzte    Werthe  besitzen. 

Wir  betrachten  jetzt  die  llorizontah'bene  als  eine  um  den  An- 
fangspunkt ;::  =  0  des  (Koordinatensystems  l)eschriebene,  unendlich 
grosse  Kreis/läche  Ä,  und  füliren  in  dieser  einen  Sehnitt  aus:  c^a^c^d. 
Oder  ijc^nauer  aus<4edrückt:  Wir  sondern  von  der  Fläche  Ü  einen 
mwndlieh  sehmalen  Ftiiehenst reifen  ab,  w^elcher  die  Punkte  Cj,  Cjj,  c... 
in  sich  enthält,  welclier  nämlich  bei  e^  beginnt  und,  über  c^  und 
r..  fortlaufend,  bis  zum  Rande  der  Knnstläehe  ä,  etwa  bis  rf,  sich 
erstreckt.  Nneh  Absond(.'rung  dieses  schnuilen  vStreifens  bezeichnen 
wir  di(^  Fläche  mit  Si' .  Diese  neue  Fläclie  ,Vl'  besitzt  demgemäss 
eine  Kandcurve,  w(dche  theils  aus  dem  kreisf(*)rmigen  Rande  von  Ä, 
th(uls  aus  den  beiden  Uferlinien  des  Schnittes  e^e.^c.^d  besteht. 
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Solches  festgesetzt,  mag  nun  die  gemeinschaftliche  Peripherie  der 
Systeme  S  (+/o)  und  S  ( —  /q),  vom  Punkte  Zq  aus,  in  solcher  Weise  sich 
ausdehnen,  dass  sie,  beständig  innerhalb  ^ '  ^ 

bleibend,  dem  Rande  von  ^'  näher  und 
näher  kommt  und  schliesslich  in  densel- 
ben übergeht.  In  solcher  Art  entstehen 
alsdann  zwei  die  ganze  Fläche  fi'  über- 
deckende Werthsysteme  S  (-|-  /J,)  und 
S{ — ^),  di€,  zufolge  (6.),  ohne  gegensei- 
tigen Contact  sind,  und  die  überdiess  in 
jedwedem  innerhalb  ffi'  liegendem  Funkte  z 
\}'^^)  entgegengesetzte  Werthe  haben.  Es 
kann  daher  das  eine  System  aus  dem 
andern  abgeleitet  werden  durch  Multiplication  mit  ( —  1). 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  der  beiden  Systeme  an  den 
Ufern  des  Schnittes  Cj^c^c^d  zu  untersuchen.*)  Sind  k  und  x  zwei  zu 
beiden  Ufern  der  Schnittstrecke  (c,  c^)  ein- 
ander gegenüberliegende  Punkte,  und  zieht 
man  von  k  aus  eine  Curve  /,  welche  inner- 
halb ^'  fortschreitend  schliesslich  nach  x  ge- 
langt, so  bilden  die  Werthe,  welche  das  Sy- 
stem S  (+  ^)  längs  dieser  Curve  /  besitzt, 
eine  stetig  zusammenhängende  Reihe.  Zufolge 
des  Satzes  (5.)  hat  aber  diese  Reihe  im  An- 
fanga-  und  Endpunkt  der  Curve,  d.  i.  in  k 
und  X  entgegengesetzte  Werthe.  Denn  die  Curve 
umschliesst  nur  einen  der  Punkte  c^,  c^,  Cj,  nämlich  nur  c^.  Das 
System  /S(-f-/J,)  hat  also  in  k  und  x  entgegengesetzte  Werthe. 

Sind  hingegen  k  und  x  zwei  Uferpunkte  der  Schnittstrecke 
(cjC,),  so  findet  man,  auf  Grund  des  Satzes  (5.)  und  unter  Anwendung 
der  Curve  II,  dass  das  System  S  (-|-  /J,)  in  k  und  x  gleiche  Werthe  hat. 

Gehören  endlich  k,  x  zur  Schnittstrecke  {c^d),  so  findet  man, 
mittelst  der  Curve  III,  dass  das  System  iS(+/o)  in  k  und  x  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat. 


*)  In  den  Figuren  sind  die  beiden  Uferlinien  des  Schnittes  c^c^c^d  bald 
darch  zwei  Parallellinien,  bald  nur  durch  eine  einzige  Linie  angedeutet.  Auch  wird 
es  hin  und  wieder  zweckmässig  sein,  diesen  Schnitt  in  den  Punkten  C| ,  c, ,  c,  mit 
kleinen  kreisförmigen  Erweiterungen  zu  versehen,  wie  solches  z.  B.  geschehen 
ist  in  der  ersten  figur  der  gegenwärtigen  Seite.  Durch  diese  kreisförmigen 
Erweiterungen  wird  alsdann  z.  B.  deutlich  zur  Anschauung  gebracht,  dass  die 
genannten  Punkte  aufnerhaXb  St'  liegen. 
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DU:  Wc.rtlif,  nrjrlic  das  Sf/sfrnt  *S'i  +  /o)  -'<  beiden  7  fern  des 
7.)  Schndt/s  c\r.,e,^d  hesif^f,  shul  (dso  Idtif/s  der  Strerhr  \e^e.^  einander  enf- 
fiejienffrsetzi ,  Idta/s  der  Sfrrehe  (r,r.)  et}iander  (jleiekj  vnd  läw/s  der 
ISfrfele  {c.d )  Frieder  einander  ent(jeiien[iesefzt, 

(ienau  dassell^e  gilt  von  di:"!!!  System  >S( — /,',),  wie  man  solches 
/.  B.  schon  (hiraus  erkannt,  dass  die  Werthe  des  einen  Systems  aus 
denen  des  andern  durch  Multiplicatioii  mit  ( —  1)  sich  ergehen. 


Betrachtung  der  Function  )/i,:  —  e^)  (,r  —  r\>)  .  .  .  {z  —  r^,,). 
Ihre  Ausbreitung  auf  einer  Riemann'schen  Fläche. 

Die  soeben  durch^'efülirten  Betrachtuni^en  sind  sofort  nbertrajj- 

Ol?  ~ 

bar  auf  die  aUfiemcinere  Function 

CS.)  f  =  y(z  —  r, )  u  —  e.^  .  ,  .(z  —  e->n)- 

Denkt  man  sich  nämlich  wiederum  die  Ilorizontalebene  als  eine  un- 
endlich   grosse,    um  z  =  ^)   beschriebene    Kreisfläche   ^',    und   diese 
Fläche    durch   einen    Schnitt  e^  e.^  e.^  .  .  . 
e^nd    in    eine   neue    Fräche    &'    verwan-  _  _([ 

delt,  so  werden  sich,  falls  mandieWerthe  '  n 

von  f  in   irgend   einem    Punkte   ^„   mit  _        \        , 

f+  /o)  und  ( —  /,\)  benennt,   von  diesem      /     /  /         \    \        \       ,    ■ 
'     Funkt(*    aus   zw^ei   die   <^anze   Fläche    ft'     /     /  /  /     ;      /         \<\  ■   \    , 
überdeckende  Werthsysteme  N(+  /,,)  und     ^     l   '    ,  ^'       /         ?^'-  i 

^  ( —  /[,)  aus])reiten    lassen,    von    denen     \     \  \  \    .   '  \  /     ,' 

jedes  für   sich   betrachtet    auf  ^t    stetig        \    ./v   \\\\        /     ,\ 
ist,    und    die    zusammengenommen    den  .    ^  '^  > 

<j:anzen  Werthvorrath  der  ^eu'ebenen  Fuuc-  ^  -^^Jl^^  -"^ 

tiou  repräsentiren. 

Ferner  wird  man,  analog  d<nn  Satz  (7.),  finden,  dass  die  Werthe. 
(velehe  das  System  /S' (-]-/*,)  zu  heiden  Seifen  des  Selniiltes  qCgrt-j  ...ri„(/ 
besitzt,  län<is  der  Sfreeke  {e^c.J)  entfjefjen(/e setzt,  tdv(fs  (r.,c.j)  einander 

i!).)  fßh'icJi,  fdnf/s  (r..t^|)  nieder  einander  <  nt(/er/en(fesetzt  sind  u.  s.  f.: 
so  dass  also  Gegensatz  herrseht  anj  den  StreeJcen  ((\e.,),  (c.^c,^),  [Cr^cJ, 
.  .  .  (6'2„_i  Cü/i),   andererseits  af)er  Gteiehheit    in    den    Streehm    (Cg^.), 

(10.)  Gleiehcs  gilt  für  das  System- S{ — /„).    Denn  das  eine  System  aü- 

steht  aus  dem  andern  diireh  3ftdfipli(atio)i  mit  (—  1);  vgl.  (6a.). 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Fläclu'  Ä'  dojtjtelf,  nämlich  gegeben 
in  zwei  genau  übereinander  liegenden  Exemplaren  ii'  und  £',  die 
etwa    von    einander    getrennt    sein    kiuinen    durch    einen    unendlich 
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dünnen  Zwischenraum.    Das  System  iS(+/o)  lassen  wir  auf  Ä',  ver- 
pflanzen aber  das  andere  System  8( — /J,)  von  ^' nach  S'.    Alsdann 
11.)  icerden  ciso  je  ewei  übereinander  liegende  Punkte  der  Flächen  ^'  und  &' 
mit  einander  entgegengesetzten  Functionswerthen  belastet  sein. 

Wir  haben  alsdann  iswei  übereinander  liegende  Schnitte  c^c^  •  •  -  ^ 
einen  im  oberen  Blatt  ft',  den  andern  im  untern  Blatt  2'.  Sind  nun 
k,  X  zwei  einancler  gegenüberliegende  Uferpunkte  des  öbem^  und  l, 
l  die  darunter  befindlichen  Uferpunkte  des  untern  Schnitts^  so  finden 
zwischen  den  in  je  vier  solchen  Punkten  vorhandenen  Functions- 
werthen einfache  Beziehungen  statt. 

Gehören  z.  B.  die  vier  Punkte  Je,  x,  l,  l  zu  einer  der  Strecken 
(CjC,),  (c^c^,  {c^Cq)j  ' '  •  (c2>^iC2n),  so  siud,  zufolge  (9.),  in  h  und  x 
entgegengesetzte  Werthe  vorhanden.  Ebenso  aber  sind,  zufolge  (11.); 
auch  die  Werthe  in  den  übereinander  liegenden  Punk'ien  h  und  l  ein- 
ander entgegengesetzt,  und  ebenso,  aus  gleichem  Grunde,  auch  die 
Werthe  in  x  und  X.  Bezeichnet  man  also  z.  B.  den  in  Je  vorhande- 
nen Werth  mit  K,  so  hat  man  in  jenen  vier  Punkten  im  Ganzen 
folgende  Werthe: 


in  *:  +  K, 
in  l:  —  K, 


in  x:  —  Kf 
m  X:  +  K 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  in  den  Uferlinien  Je  und  X  gleicJie  Werthe 
vorhanden  sind  und  dass  also  bei  einer  2jusammenheflung  dieser  bei- 
den (einander  schräg  gegenüberliegenden)  Uferlinien  von  beiden  Sei- 
ten her  gleiche  Werthe  zusammenstossen  werden.  Und  ebenso  wird, 
jenen  Formeln  zufolge,  Analoges  auch  dann  eintreten,  wenn  man 
die  beiden  Ufer  x  und  l  zusammenheftet. 

Gehören  andererseits  die  vier  Punkte  Je,  x,  l,  X  zm  einer  der 
Strecken  (c^Cj),  (C4C5),  (CßC,), . . .  (c2»d),  so  lassen  sich  die  daselbst 
vorhandenen  Functionswerthe ,  zufolge  (9.)  und  (11.)?  so  darstellen: 


in  t:  +  Z, 
ml:  —  K, 


in  x:  +  -K",                             *    x 
in  X:  -  K,  px 


üs  werden  also  gleiche  Werthe  zusammenstossen,  wenn  man  einer- 
seits Je  mit  Xy  und  andererseits  l  mit  X  zusammenheftet. 

Denkt  man  sich  die  genannten  Zusammenheftungen  (es  sind 
deren  je  zwei  bei  jeder  einzelnen  Schnittstrecke)  wirklich  ausgeführt, 
so  vereinigen  sich  dadurch  die  Flächen  ft'  und  S^  zu  einer  einzigen 
zweOlättrigen  Fläche  (^'  +  £').  Diese  letztere  besteht  also  der  Haupt- 
sache nach  aus  zwei  übereinander  liegenden  unendlich  grossen  Kreis- 
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flächen,  die  durch  n  Doppelbrückeii  mit  einander  verbunden  sind. 
Die  erste  dieser  lirückeu  zieht  sich  liiu  Hing's  der  Linie  (CiC,),  die 
zweite  längs  {c>^i\^,  die  dritte  längs  (/*,-,  6\;)  u.  s.  w.,  endlich  die  letzte 
längs  {(:->n—\  C2u)'  Bei  jeder  solchen  Doppelbrücke  (Jurchsetzcn  ein- 
ander zwei  Flächentheile.  Die  Durchsetzung  findet  statt  in  einer 
gewissen  Linie.  Tn  dieser  Linie  iiber  findet  [zufolge  der  von  uns 
adpotirten    Grundsätze    p.  (»5 


zwischen  den  beiden  einander -'^  ^ 

durchsetzenden  Flächentheilen  /       ^ 

liCtn  Zusammenhang  statt. 

Im  Einklang  mit  unsern  früheren  Benennungen  können  wir  jede 
von  jenen  Doppelbrücken  als  eine  in  der  zweiblättrigen  Fläche  vor- 
handene UcbenjangsUnic,  und  die  beiden  Endpunkte  einer  solchen 
Doi)i»elbrücke  oder  Uebergangslinie  als  Windungspunkte  bezeichnen. 
In  der  That  wollen  wir  das  einen  solchen  l^unkt  umgebende  Gebiet 
der  zweiblättrigen  Fläche  (W  +  ü)  als  eine  Win(Ii(n<jsfläche  d.  i.  als 
eine  continuhikJie  Kegelllllchc  uns  vorstellen,  so  dass  also  jene  zweiblätt- 
rige  Fläche  (M'  +  £'j  in  ihrem  Innern  durchweg  stetig  verläuft,  wäh- 
rend sie  äusserlich  begrenzt  ist  von  zwei  nnendlich  grossen  Kreislinien, 

Der  ganze  Werthvorrath  der  Function  /'  (8.)  war  repräsentirt 
durcli  die  beiden  auf  .Sl'  und  il'  ausgebreiteten  Systeme  S  (-j-  /J,)  und 
^' (  - /jj.  Dnd  diese  beiden  Systeme  schmelzeji,  bei  der  Vereinigung 
jener  beiden  Flächen,  in  stetiger  Weise  zusammen  zu  einem  einzigen 
Svstmu.     Also  der  Satz: 

Der  ganze    Werihrorrath  der  Funeilon 

n2.)  /'  =  y(,:  __-  ,.^)  (. .  _  ,g . . .  (^  __  ^;;) 

kamt  in  eliideuiiger  und  stet kj er  UVv'.sv*  auf  einer  gewissen  zicei- 
Idäiirigen  Fläelie  (W  +  Ü)  (tnsgehreifef  iverdoi. 

Diese  Flache  (St  +  ^')  '^'^'//  Itifr/orf  eine  liie mann  sehe  FUiehe 
heissen.     Sie  besitzt  2n    Wimlungspnnkte:  c^,  C-^,  -  .  -  c^>u  und  n    Vel/er- 

gangslinien:  (^',ro),  (^';i^"i\  fe  ^V.)?  •  •  •  (/■-»  i  ^':i/J-  '^^'^^^  soIeJie  Ucl)er' 
gangstinie  ist  iH>rigens  nnr  Itestinont  in  Bezug  auf  ihre  beiden  End- 
punkt^j  und  ganz  wdlkürlieh  hinsielttlielt   ihres  Verlaufs  zwischeti  diesen 

beiden   ]*u)dde)i. 

Bemerkung.  —  Die  btiden  Klärhontbeilo,  wcklio  einander  in  einer 
UobLT^angsiinie  durohst'tzcn,  sind  in  uniiiittelbarcr  Nähe  dieser  Linie  mit 
sehr  vcrsohicdeiien,  iiiuulich  mit  eni^t'gon^csctzten  Kunctionswerthen  be- 
histtd.  Trot/AUMU  ist  die  Function  aiii'  der  in  Hedo  stehenden  zweiblätt- 
rigen Fläclie  ab  stetig  am  hezeielmen;  znJ'oljj^e  d<s  Satzes  (3.)  p.  OG. 

Zweite  Bemerkung.  —  Die  gegebene  Fnnetion  /  (12.)  geht  lurr  =  0O 
über  in  +  :" ,  nnd  Ijesitzt  also  an  den  unendlich  fernen  Stellen  der  Fläche 
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(Ä'  +  ^')  i™  einen  Blatt  den  Werth  -^  z^,  im  andern  den  Werth  —  s". 
Um  die  Vorstellung  zu  fixii^n,  wollen  wir  dem  obem  Blatt  ^'  den  Werth 
+  2^*,  mithin  dem  tmtern  Blatt  S'  den  Werth  —  z^  zuschreiben. 

§  7. 
FortsetBung.     Umformung  der  ebenen  Biemann'sohen  Fläche 

in  eine  kugelförmige. 

Die  horizontal  liegende  Fläche  (Ä'  +  2')  bringen  wir  im  Puokte 
0,  d.  i.  im  Punkte  ;?  =  0,  mit  einer  Kugel  vom  Durchmesser  1  in 
Berührung,  und   bezeichnen  den    j^  q  ^  N 

tiefsten  Punkt  dieser  Kugel  mitO'. 
Sodann  unterwerfen  wir  die  Fläche 
(Ä'  +  2')  einer  Umformung,  bei 
welcher  sich  die  einzelnen  Punkte 
dieser  Fläche  von  allen  Seiten  her 
auf  geradlinigen  Wegen  gegen  den 
Punkt  0'  hinbewegen,  und  zwar  so 
weit  gegen  0'  fortbewegeu,  bis  sie  auf  die  Kugelfläche  fallen.  Nach  Aus- 
führung dieser  Umformung  werden  also  z.  B.  diejenigen  beiden  Punkte 
der  Fläche,  welche  zu  Anfang  bei  z  übereinander  lagen,  gegenwärtig 
bei  Z  übereinander  liegen.  Auch  wird  bei  0'  das  obere  Blatt  derFläche 
sich  sehliessen,  und  ebenso  auch  das  wntere-^  sodass  also  die  Fläche 
bei  0'  dieselbe  Beschaffenheit  besitzt,  wie  z.  B.  bei  0,  nämlich  daselbst 
aus  zwei  platt  übereinanderliegenden  Flächentheilen  besteht,  die  durch 
einen  unendlich  dünnen  Zwischenraum  von  einander  getrennt  sind. 
In  dieser  neuen  Gestalt  wird  die  Fläche  zu  bezeichnen  sein  als 
eine  zweibUUtrige  Ktyd fläche,  die  n  Uebergangslinien  und  2w  Win- 
dungspunkte besitzt. 

Die  Function  jer"  ist  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugel- 
fläche überall  stetig  bis  auf  einen  bei  z  =  oo,  d.  i.  in  0'  liegenden 
Pol  [vgl.  den  Satz  (9.)  pg.  59].  Die  hier  betrachtete  Function  f  (12.) 
besitzt  aber  auf  dem  äussern  Blatt  unserer  zweiblättrigen  Kugelfläche 
in  unmittelbarer  Nähe  von  0'  den  Werth  jsr"  [vgl.  die  zweite  Be- 
merkung pg.  82].  Folglich  besitzt  sie  auf  diesem  äussern  Blatt  im 
Punkte  0'  einen  Pol,  Und  ebenso  ergiebt  sich,  dass  sie  auf  dem 
inmm  Blatt  bei  0'  ebenfalls  einen  Pol  hat.  Also  der  Satz: 
Der  ganze  Werthvorrath  der  Function 


(13.)  •  f=  V(Z  —  q)  (^  -  C,)  .  .  .  (Z  -  C^n) 

kann  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden  auf  einer  gewissen  zwei- 
blättrigen  Riemann'schen  Kugelfläche  9%,  welche  2n   Windungspunkte: 


c 
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q,  Cg, .  . .  c^rt  tind  n  IJehcrgaiuj^linien :  (q  c.,),  (C{  c.j),  (^r,c,.),  .  . .  (c2«—i  c-i«) 

^4?«/'  f7/e^e>'  Fläche  %i  ist  dir.  Function  überall  stetig  bis  auf  zw  ei 
Folc,  tvelchc  bei  z  =  co  iibereinandtr  liegen^  von  einander  getrennt  durch 
den  mumdlieh  dümnm  Zivisehenraum,  der  zwischen  den  beiden  Blättern 
der  Fläehc  9i  sich  hinzieht. 


Betrachtung  der   Function  ]/(,:  —  rj  (,r  —  (\,)  .  .  .  (z  —  C2«_i). 
Ihre  Ausbreitung  auf  einer  Kiemann^schen  Kugelfläche. 


Die  Function 
(14.)  /• 


_   T/(-  —  Ci)  (-  —  C,)  ...(::  —  C.J 


-^'2« 


unterscheidet  sicli  von  der  früheren  (13.)  nur  durch  einen  constan- 
ten  Factor^  und  ist  also  ebenso  wie  diese  ausbreitbar  auf  der  von 
uns  construirten  Flüche  5H.  Dabei  sind  Cj,  r.,,  ^^j,  .  .  .  irgend  welche 
Oonstanten,  die  beliebig  gewühlt  und  beliebig  geändert  werden  dür- 
fen. Nur  wird  jede  solche  Aenderung  begleitet  sein  von  einer  ent- 
sprechenden Aenderung  der  Flüche  9t. 

Lüsst  man  z.  B.  die  Constante  e^n  wachsen  und  schliesslich  =  cx> 
werden,  so  wird  gleichzeitig  der  Windungspunkt  c^n  der  Flüche  9i 
nach  (>'  rücken.  Andererseits  aber  geht  die  Function  f  (14.)  für 
c^^H  =  ^x>  über  in: 

/'  =  Yiz  —  cj  [z  —  c.) {z  —  ^^^,,_l). 

Also  d(*r  Satz:  Der  ganze   }Verthvorrath  der  Function 

(15.)  /■=  y(z  —  q)  (z  —  c.)  ....  (r  —  ^;^„_i) 

kumi  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden  auf  einer  getvissen  zwei- 
blättrigen  liiemann  sehen  Kugel /lache  9i,  welche  2n  WimiungsjmnMe: 
^'n  ^2  7  ^3^  •  •  •  ^-'«-i-»  ^^?   iiiid  n   Uebergangslinien:   (e^e.^),  (CjjCj),  ... 

(C2n~:)Cin-'^y    (C'2„_l,    Oo)    bcsitzt. 

Auf  dieser  Fläehe  SR  ist  die  Function  überall  stetig  bis  auf  einen 
im    Windungsjninld  z  =  oo  gelegenen  Pol. 

Die  Verschiebbarkeit  der  Uebergangslinien. 

Bei  unseren  früheren  Openitiouen  [pg.  78]  wurde  in  der  da- 
maligen Fläche  k  ein  Schnitt  c^c.e.^d  construirt,  der  aber  von  c^ 
nach  e,  auf  beliebigem  Wege  fortschreiten  durfte,  ebenso  von  c^  nach 
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c^  u.  s.  f.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  später  entstandene  Ueber- 
gangslinie  c^c^  ebenfalls  von  c^  nach  c^  auf  'beliebigem  Wege  fort- 
schreitet. 

Man  kann  daher  jede  solche  Uebergangslinie,  falls  man  nur 
ihren  Anfangs-  und  Endpunkt  festhält,  im  Uebrigen  hdidng  ver- 
schieben. Auch  zeigt  sich  leicht,  dass  eine  derartige  Verschiebung 
keinerlei  Störung  hervorbringt.  Sind  nämlich,  im  senkrechten  Durch- 
schnitt betrachtet,  AB  und  aaßb  die  beiden  in  einer  üebergangs- 
linie  einander  durchsetzenden  Flächentheile, 

A a  .        ß  h 


a  B 

so  wird  dieser  Durchchnitt  bei  einer  Verschiebung  der  üebergangs- 
linie  folgendes  Aussehen  erhalten  : 

A  h 


a  <t  ß  B 

Es  tritt  also  bei  dieser  Verschiebung  ein  gewisses  Stück  aß  des 
Flächentheils  ab  aus  der  obem  in  die  untere  Etage,  während  gleich- 
zeitig Umgekehrtes  beim  Flächentheil  AB  erfolgt. 

Von  einer  solchen  Procedur  wird  aber  z.  B.  die  Stetigkeit  der 
auf  dem  Flächentheil  aaßb  ausgebreiteten  Functions werthe  in  keiner^ 
lei  Weise  afficirt.  Waren  diese  auf  dem  Flächentheil  aaßb  etwa 
stetig  vor  der  Verschiebung  der  Uebergangslinie,  so  werden  sie  da- 
selbst auch  stetig  sein  nach  der  Verschiebung.  U.  s.  w.  Kurz,  man 
gelangt  zu  folgendem  Satz: 

Ist  eine  Function  (mf  einer  Riemann' sehen  Fläche  ausgd>reitet,  so 
wird  tnan,  ohne  dass  dadurch  in  der  Eindeutigkeit  oder  Mehrdeutigkeit, 
16.)  m  der  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit  der  Function  irgend  welche  Aenderung 
hervorgerufen  würde ,  die  UAergangslinien  dieser  Fläche  beliebig  ver- 
schieben können,  faUs  man  nur  ihre  Anfangs-  und  Endpunkte  unge- 
ändert  lässt. 

§  10. 

Betraohtang  der  Pmxotion  f^Y  ^^— ^-^  ^^— _^_^-^. 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Punktes  e  von  den  festen 
Punkten  c«,  y»  mit  r«,  Qx  und  die  Azimuthe  dieser  Entfernungen 
gegen  die  x-Axe  mit  ^»,  r«,  und  setzt  man  demgemäss 


8G 
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Z 


;  9- 

etc.     etc. 
so  kaiJii  die  tietjcebeue  Function 


it, 


—  ri  =  (>i<?'" 


etc.     etc. 


*  r. 


0"-D' 


(!•) 


rj  f.:     -  c.)  .  .  .  (~ 


c'  ) 


'        ^   U  -Vi)  C'  -y-.) ...  (2-  y,,) 
uucli  SU  gesclirieben  werden: 

^'^  4- '', .  • .  4-  '•^,     n  -I-  u 


f^y'y- ■■-'"./ 


+  '■■ 


), 


( :-).) 


wo   in  der  letzten  Formel  nnter  der  Cubikwurzel  ihr  reeller  positiver 
Wertli  verstanden  werden  soll. 

Diese  Function  /'  wird  ==  0  in  den  Punkten  r,  teruer  =  oo  in 
den  Funkteu  y.  Für  jed«»  andere  La*^e  des  Fuid^tes  x?  besitzt  sie  aber 
drri  W'erthe  von  der  Form  /'.  >^/,  )i^f\  falls  man  nämlich  unter  y] 
die  Constante  versteht: 

ri  =  r.'^    =  cos  \^^j  +  l  sin  y^J  • 

Diese  drei  sinudtauen  AV'erthe  l\  i]j\  rj-/'  ändern  sich,  falls  man  den 
l*ujdvt  ^   unter   V^ermeidunj^  der  Stellen  c^  y  irgend  welche  Curve 


(o\) 


'       ff 


'// 


.  z 


(«.) 

(/l) 

(/•) 


durchlaufen  lässt,  Schritt  iür  Schritt  in  stetiger  Weise,  und  liefern 
in  solcher  Art  drei  der  Curve  entsprechende  Werthreihen: 

/■',    /■",    /■"', y, 

r\f\    h('\    ^i" ^F' 

rl  '  Ti'  ^  n~l   ;  •  •  •  •  >y^'' 

Da  nun  jene  (iirve  [H.)  keinen  der  l*unkte  r,  y  berühren  soll, 
so  sind  |uiich  (l.)|  die  Wertlu»  (r^r.),  (ß.),  iy.)  durchweg  endlich  und 
rifU  isidl  rcrsrlualoi.  Hieraus  aber  folgt,  dass  z.  ]>.  die  Werthe  /', 
V/ ';  U'l  ^'^^^'  '^^'^'^  ''^'''  cin.and(r  rcrsrifialcn  sind,  dass  ferner  (ileiches 
gilt  von  den  drei  AVerthen  /  ",  tjf  ",  ij' /  '\  ebriiso  von  / '",  '//'",  ^'1  ^ 
u.  s.  w.  u.  s.  w.  Mit  andern  Worten:  Zwischen  i\v.\\  drei  Iveilien 
(Vü\  f/1),  {y.)  wird,  während  sie  längs  drr  Curve  fortschreiten,  nie- 
mals ein  (.'ontdcf ,  mithin  auch  niemals  eine  VcncccItsclfONj  möglich 
sein,  sodass  also  jede  derselben  durch  ihren  Anfangswerth  rindcn- 
fi(i  bestimmt  ist.      Also  der  Satz: 

Lässf  man  den  var'ndAcn  Funid  x^  toder  lurmcidianj  der  Stellen 
<,  y,  injend  tcelehe  Carte 
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durchwandern^  so  entspredien  dieser  Curve  drei  stetige  Werthreihen  der 
Function 


(4.) 


-m 


-  Cj  (£?  —  Ca)  .  .  .  (2?  —  Cj 


Und  jede  dieser  Reihen  wird  durch  Angabe  ihres  Anfangswerthes  Sdiritt 
für  Schritt  längs  der  ganzen  Ourve  eindeutig  bestimmt  sein.  Bezdch- 
fwt  man  femer  eine  von  diesen  Werthreihen  mit 

r,  f",  r, ....  F, 

so  werden  sich  hieraus  die  beiden  andern  durch  MuUiplication  mit  tj, 
resp.  mit  if  ergeben^  wo  ij  die  in  (3.)  genannte  Constante  vorstellt, 

Lässt  man  aber  die  Curve  in  sich  zurückkehren^  so  ist  der  End- 
werth  F  der  Reihe  im  Allgemeinen  verschieden  von  ihrem  Anfangs- 
werthe  f.  Lässt  man  z.  B.  die  Curve  um  den  JBiinkt  c^  herum  in 
sich  zurücklaufen,  während  Cg,  c^, . . .  c»  und  y^,  y^j  T's'  *  •  -  ?*  ausser- 
fidlh  der  Curve  bleiben  sollen,  so  wird  bei  einem  solchen  Umlauf 
das  Azimuth  ^^  um  +  2;r  wachsen,  während  die  übrigen  Azimuthe 
'Ö'g,  ^8, . .  .  ^n  und  t^i,  Tj,  1^8,  -  • .  ty  zu  ihren  ursprünglichen  Werthen 
zurückkehren.  Und  demgemäss  ersieht  man  aus  (2.),  dass  die  ge- 
gebene Function  bei  einer  solchen  Umlaufung  zu  einem  Endwerthe 
F  gelangen  wird,  der  zu  ihrem  Anfangswerthe  f  in  der  Beziehung 
steht: 


+ 


F^f'e'   »      d.  i.    F  =  rri±K 

Dabei  gilt  das  Zeichen  -{-  oder  — ,  jenachdem  der  Punkt  c^  positiv 
oder  negativ  umlaufen  ist.    Allgemein  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
lässt  man  den  Funkt  z^  imier  Vermeidung  der  Stellen  c,  y,  irgend 
tveUhe  Curve 

Z    ,      Z       y      Z        ,...«i^ 

durchu^andem,  so  entsprechen  dieser  Ourve  im  Ganzen  drei  stetige  Werth- 
reihen  der  gegebenen  Function 

^^'>  r  —V  lg_  y,)"(^  -yV)  .  .  .  (^  -  y^)  • 

Jede  solche   Werthreihe 

f\  r\  r F 

ist  durch  Angabe  ihres  Anfangswerthes  f  längs  der  ganzen  Ourve  Schritt 
für  Schritt  eindeutig  bestimmt  Lässt  man  aber  jene  Ourve,  immer 
unter  Vermeidung  der  Stdien  c,  y,  in  sich  zurückkehren,  also  Z  iden- 


SS  Viertes  Capitel. 

tisch  iverdvn  mit  z'y  sa   wird  sich  für  diese  llcihn  ein  Ivnducrth  F  a- 
f/chcnj  iccklter  pii  ihrem  Anfatu/sivcrfh  f"  in  der  liezichumj  skia: 

(()a.)  F  =  r.r}^'^-% 

H'o  m  und  ^  die  Anzahloi  derjenigen  Virnhk  c  nnd  y  repräsentircnj  ivekhc 
innerhalb  der  Curve  liefen ^  und  irohei  vorans<iesefzt  wird,  dass  diese 
innerhdh  der  Curve  (jekijenen  Punlie  e  und  y  positiv  umlaufen  sind 
Für  den  Fall  einer  ne(jativen  Umla^ifumj  würde  die  in  Ikde 
stehende  Beziehung  zwischen  F  und  /"  lauten: 

Es  würde  nun  leiclit  sein,  den  <^anzen  Wertlivorrath  der  hier 
betracliteten  Function  /'  (J).)  in  eindeutiger  Weise  auf  einer  gewissen 
Riemann'selien  Flilclie  auszubreiten.  Doch  wird  das  C^liarakteristisclie 
der  ganzen  Methode  einfacher  und  deutlicher  hervortreten,  wenn  wir 
uns  dabei  auf  specielle  Fälle  beschränken.  Und  dies  soll  in  den 
beiden  nächsten  Paragraphen  geschehen. 

§  11. 

t  /-  --  c 
Betrachtung  der  Function    \/  ^ Ausbreitung   derselben  auf 

einer  Riemann'schen  Kugelfläche. 

Wir  Ijetrachten  die  Horizontalel)ene  als  eine  um  ^^  =  Ü  beschrie- 
bene, unendlich  i^rosse  Kreisfläche  Sl,  und  führen  in  dieser  den 
Schnitt  cyd  aus.  Oder  geiuiuer  ausgedrückt:  Wir  sondern  von  il 
einen  schmalen  Flächenstreifen  ab,  welcher  die  Punkte  Cj  y  enthält, 
welcher  nämlich  bei  e  beginnt,  uiul  über  y  fortlaufend  bis  zum  Rande 
von  il,  etwa  bis  d  sich  erstreckt.  X(fch  Absonderunir  dieses  Strei- 
fens  bezeichnen  wir  die  Fläche  mit  SV. 

Sodann  markiren  wir  irgendwo  innerhalb 
SV  einen  Punkt  ^„.  Die  drei  diesem  J*unkte 
entsprechenden  Werthe  /,*, ,  >//y,  )f/],  der  ge- 
gebenen Function 

(7.)  f^V:'; 

jiHanzen  wir  in  ,:„  wirklich  auf,  und  in  der  Fm- 
'•'ebunj^  von  .:„  die  l>enachbart(Mi  Werthe.  In 
solcher  Weise  entstehen  drei  jenen  Anfangs- 
werthen   /,',,    )^/,',,    yff[^    entsprechende    Werth- 

systeme  S(f[X  ^"^(^l/iX  '^'Ur/i.)-     ^^'^  ^^^^  Punkte  c  und  y  zu  dem  ab- 
gesonderten schmalen  Streifen  gehfu'en,  mithin  ausserhalb  SV  liegen, 


A   (7 
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80  kann  man  die  gemeinschaftliche  Peripherie  der  drei  Systeme  inner- 

halb  St'  sich  beliebig  ausdehnen;  und  schliesslich  mit  dem  Rande 

von  ^'  zusammenfallen  lassen,  ohne  dass  dabei  ein  Contact  respecr 

tive  eine  Verwechselung  zwischen  den  Systemen  zu  befürchten  stünde. 

Mittelst  der  genannten  Ausdehnung  erhält  man  also  drei  die  ganze 

Fläche  Ä'  überdeckende  Systeme  /S(^),  5(^2 ^);  Sirj^f^),  die  nirgends 

mit  einander  in  Contact  sind,   deren  Werthe  also  innerhalb  ^'  in 

jedwedem  Punkte  von  einander  verschieden  sind.     Und  demgemäss 

können  z,  B.  atis  dem  Systeme  5(/o)  die  beiden  andern  Systeme  Ä(1J^) 

(8.)  und  /S(1?*^)  abgeleitet  werden  durch  Multiplication  mit  ri^  respective 

mit  if. 

Sind  nun  femer  [vgl.  die  Figur]  k  und  x  zwei  zu  beiden  Ufern 

der  Schnittstrecke  (cy)  einander  gegenüber  liegende  Punkte ;  und  K 

und  K  die  Werthe  des  Systems  S(/o)  in  diesen  beiden  Punkten,  so 

erhält   man,   unter  Anwendung  der   Curve  I  und  auf  Grund  des 

Satzes  (6  a.): 
(9.)  K  =  Krj. 

Gehören  hingegen  Je,  x  zur  Schnittcurve  (yS),  so  erhält  man,  mit- 
telst der  Curve  II j   und  wieder  unter  Benutzung  des  Satzes  (6  a.): 

(10.)  K  =  z: 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Fläche  S'  in  drei  übereinander  lie- 
genden Exemplaren:  Ä',  S',  3R'  gegeben,  und  bezeichnen  die  Ufer- 
punkte der  drei  übereinander  liegenden  Schnittstrecken  (cy)  mit  /c,  x, 
1,1,  m,  fi.  Lassen  wir  alsdann  das  System  £>(/q)  auf  ^'  verharren, 
verpflanzen  wir  aber  das  System  S(i^/J))  nach  ü'  und  das  System 
^Wfo)  ^^ch  2Sl',  so  ergeben  sich  für  jene  sechs  Punkte,  auf  Grund 
der  Sätze  (9.)  und  (8.),  Werthe  von  folgender  Form: 


11.) 


in  k:  K, 

in  x:  riK, 

in    h  r^K, 

in  A:  ri^Ky 

in  m:  ri^K, 

in  fi:  ri^K  —  K. 

Heftet  man  also  k  mit  fi,  {  mit  x,  und  m  mit  k  zusammen,  so  stos- 
sen  jedesmal  von  beiden  Seiten  her  gleiche  Werthe  aneinander. 

Gehören  andererseits  die  Punkte  Ä,  x,  Z,  A,  w,  f*  zur  Schnitt- 
ätrecke  (ytf),  so  ergeben  sich  in  denselben,  auf  Grund  der  Sätze 
(10.)  und  (8.),  Werthe  von  der  Form: 


in  k:  K^ 
(12.)  in   /:  riK, 

in  m:  t^K^ 


X 


in  x:  Ä*,  * 

in  l:  7iK,  \ ^ 

in  ^:  ri^K.  2«-iL 
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L  ii<l  e.-?   wt'rdeii  ul>o  (jh/'.ün    W  erthe    zu.^ammeiistus.seii,   falls  mau  1: 
mit  X.  /  mit  A,  und  ///   mit  a  zu>ammei]hettet. 

Durch  di«'  genauuteu  Zu>ammenhettuniXru  entsteht  eine  dreihlütt- 
fffjf.  Fläche  iSi'  +  ^'  H~  -V^  ,*'  welche  zwei  ^\  inJun^spuukte  c,  y ^  und 
zwei  von  c  nach  y  lautende,  <j<naa  '<\hcrüna)ahr  /////<.>/<//■  Uebergangs- 
linien  besitzt,  ent-^prechend  der  in  (11.)  angegebenen  Durchschnitts- 
ti'^ur,  d.  i.  der  Figur: 


y 


l)oeli  kann  nuin  |vgl.  den  Satz  j».  S.")!  ilie  eine  dieser  })eiden  Leber- 
gangslinien, z.  H.  die  untere,  weiter  luich  rechts  verschieben,  wo- 
durch  alsdann   (He   l)urc]isclniittstiLrur  bd^endes   Aussehen   erhält: 


\ 


Alsdann  lauten  die  Ijciden  l  ebeiii:anLrslinien  auf  ViVH^iuihnrn  Wetjon 
von  r  nach  y,  wie  solches  z.  1>.  anur«"j;el»<'ii  ist  in  der  näehsttbl^eii- 
i\y}\\  Fi^ur.  —  Schliessli(  h  kann  nuin  die  dieiblättrii^e  Fläche  in  eine 
kugelt'i)rnnge  (lestalt  ver>etztML  und  Ljehin^t  so  zu  folgendem  Kesulüit. 

Ihr  (j(UKc    Wtrthi'urnith  ihr  Fii,(ri'tnn 

fi;',.)  /•=);-'•  \  , 

hnttct  sich,    in  r(H(/(  fifii/rr    IFr/s/    i"(s   auf  (im  r   <jr(ris.<(  n   drci- 

hlättfiiftn    IurnHU(H\^(lli'li    Kflf/tl/hii  h'    ^K  ,    fi'rh  Jn    :({'(  i    \Viliil<(n(JS- 

piotHc  .:u'i  itcy  (hdifimt/:  <■.   y.   fi  nt»  r    .:/rri  rnu  c  hucIi  y  lan- 
/'riidt   rrhnyfHif/sliiuat  brsif.:f.    Li  ilrr<iia'n  di(S(r  Linirn  findet 
tili    ('(hrn/fDifj  r<nn   vhrnn  ztini  iif i tf h  r<  n ,  in  d< r  andern  tin     ^ 
Ithirtianil  rain   ntiffhrrn    :inn   milrrtn   Jllait  st(df. 

Aaf  diistr  Fh'idu  9i  /.>/^  di^    FfH/r/mu  übncdl  sfefit/j  bis  ünfviniu 
in   y  bt findlielien  Fol. 

§    1-'. 

Betrachtung  der  Function   |/i :       r,  m^    -  ( Ju     -  r.).     Ausbreitung 
derselben  auf  einer  Ricmann  sehen  Kugelfläche. 

Man   wird,  falls  die  Function 

(1-1.)  /•=-=  i'',r  -  c,){:  —  e,)[z  -  c,) 
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vorliegt,  ähnlich  wie  vorhin  operiren  können,  und  auf  diese  Weise 
drei  Werthsysteme  iS(/ö),  ß^C^/i),  ^(ij^/^)  erhalten,  ausgebreitet  auf 
drei  übereinander  liegenden  Flächen  ft',  ß',  SD?',  deren  jede  mit  einem 
Schnitt  CiC^c^d  versehen  ist.  Es  handelt  sich  im  Wesentlichen  nur 
noch  um  die  Werthe,  welche  eines  dieser  Systeme,  z,  B.  5(/Jj),  an 
den  Ufern  des  Schnittes  besitzt.  Hierüber  giebt  der  Satz  (6  a,  b.) 
Auskunft 

Sind  z.  B.  Je  und  x  zwei  einander  gegenüber  liegende  Uferpunkte 
der  Schnittstrecke  (c^  c^)  auf  der  Fläche  Ä',  ferner  K  und   K  die 
Werthe  des  Systems  S  (/J,)  in  diesen  beiden  Punkten,  so  erhält  man, 
unter  Anwendung  der  Curve  I  und  auf  Grund 
des  Satzes  (6  a.): 

(loa.)  K— »Ziy. 

Gehören  hingegen  7c,  x  zur  Strecke  (cgCg),  so 
erhält  man  mittelst  der  Curve  II,  und  unter 
Anwendung  eben  desselben  Satzes: 

(15b.)  K  =  Kri\ 

Und  gehören  endlich  i,  x  zur  Strecke  (c^d), 
so  ergiebt  sich  mittelst  der  Curve  ///: 

^15  c.)  K  =  Kri^  =  K. 

Sind  also  i,  x,  l,  A,  w,  fi  die  üferpunkte  der  drei  in  Ä',  £', 
9W  übereinander  liegenden  Schnittstrecken  (c^c^),  so  ergeben  sich 
in  diesen  sechs  Punkten  Werthe  von  der  Form: 


in  k:  K, 
\  16a.)     iu  l:  riK, 
inm:  ri^K, 


in  x:  riKy 

in  k:  ifK, 

in  {l:  ri^K=  if; 


so  dass  also  glciclie  Werthe  zusammenstosseu,  falls  man  die  Blätter 
so  zusammenheftet,  wie  beistehende  Figur  zeigt. 

Gehören  ferner  die  Punkte  x,  h,  l,  l^  m,  ^i  zur  Strecke  (c^Cg), 
so  erhält  man  in  ihnen  Werthe  von  der  Form: 


in  h\  Kj      'in  x:  rfK, 
(  lüb.)       ml:  riK,      mX:  ri^K=  K, 
mm:  ri^K,    in  {i:  r^K] 


H 


m 


sodass  also  gleiche  Werthe  zusammenstossen  bei  den  iu  der  neben- 
stehenden Figur  angegebeneu  Zusammenheftungen. 

Gehören  endlich  die  Punkte  k,  x,  ?,  l,  m,  fi  zur  Strecke  (c^rf), 
so  erhält  man  in  ihnen  Werthe  von  der  Form: 


>  >- 


9-2 
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1^ 


i . 


'.l: 


'I 


m 


n 

— •- 


X 


IL 


au "fetif ebenen   Zusammenheftun<j;eu 


/ 


in  Zt.-  K,         in  x:  K, 
0^'^')  in  /:  tjKj       in  l:  y]K, 

uDii:  ifK,      in  yn  if  K] 

was    den    in    beistelnmder    Fiy'ur 
eiit.spriclit. 

Durch  Ausfiilirunt»'  der  umnannten  Zusammenlieltunfjen  entstellt 
eine  (lrcihl(i(fri(je  Fläche  (.Sr  +  !^'  +  !!){'),  deren  Form  alsdann  nacb- 
triij^lich  noch  verändert  werden  kann,  theils  durch  Verschiebung 
der  Ueberi^angsliuieii  (Kni,  b.),  theils  durch  kugeltorinige  Uuigestiil- 
tun«!;.     Mau  !j;e]au«4  zu  folgendem  Resultat: 

Der  (janzc  WcrtJrvorratli  der  FidicUoh 

.17.)  /•  =  )/(c  -  t\)  (:  -  rj  i/^^) 

hrrifrt  sali   in  cijii!tuti(jcr    IFc^sy;  ans  auf  einer  f/en'issen   dreihlättrujrn 

Hiem(nin\^clu n  Kfo/el/läclK  9{.  weleJic  drei  WütdiDKjs- 

piudde  zweiter  Ordmunj:   e^,  e.,^  e.^  und  zivei   lieber- 

(janf/slinie}i   hesUzt.     Dir    eine    derselhm   (jeht   rem   Cj 

aber   r_,   uaeJi    r,    und   cer  mit  feit    den    Lebtn/dnf/   vom 

(jbeni  zum  mitttern  JJlatt.     l)ie  andere  [welche  in 

der  Figur   zur    Unterscheidung   punktirt   angegeben 

istj   tielit   ebcnfaits   von   e^    über   e.^    )iaeJi   e..   und   ver- 

mittett  drn    Ueljen/anf/  vom  )nittlern  znm   nntern  IJtaft. 

Auf  dieser  Ftdelo'  ))i  ist  die  Fnnrfian  idteredl  stetifj  bis  auf  drei 
Polej  die  in  den  drei  lUältern  der  Fläe/ie  bei  z  =  yj  (jerade  ilbtr- 
ein<(nd(  r  tir(/en. 

§   13. 

Ueber  die  Ausbreitung  einer  beliebigen  algebraischen  Function 

von   ;  auf  einer  Eiemann'schcn  Kugelfläche. 

Die  Kienuinnschen  Kugel lläehen  sind,  wie  die  vorhergehenden 
LJetrachtungen  zeigen,  anwendbar  aul  alle  Functionen  von  der  Form 

/•  =  Vz, 

falls  num  uändicli  uuter  Z  irgend  eine  ndionate  Function  von  z, 
andererseits  unter  )t  eine  nifionalr  Ziihl  versteht.  Doch  sind,  wie 
wir  jetzt  zeig<'n  W(dl«'n,  dir  Jut  nKnMrs(.'lieu  Kugrlllächen  nicht  aut 
Futu'tionen  dieser  Form  beschränkt,  sondern  a)tiv<  ndbar  auf  aUe  Fnne- 
fiomn^  die  von  z  in  a f (je l>ra i sedier    Weise  abhäwivji. 

Fs  seien  /,,,  Zj ,  Z,,  ...  Z„  beliebig  gegebene  ratiomdc  Func- 
iioiM'M  von  ,r,  nnd  es  mag  unter  /"  die  A\  urzel  der  Gleichung  ver- 
^tiinden    werden: 


/ 
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so  dass  also  f  eine  algebraische  Function  von  e  ist.  Wir  werden 
zeigen  y  dass  man  stets  eine  Riemann'sche  Engelfläche  construiren 
kann,  auf  welcher  der  ganze  Werthyorrath  dieser  Function  f  sich 
in  eindeutiger  Weise  ausbreitet. 

Es  seien  z=^Ä,  z  =  B^z  =  C,....z  =  P  diejenigen  Werthe 
des  Argumentes  z,  für  welche  die  Function  f  nicht  n  Werthe,  son- 
dern tpeniger  als  n  Werthe  besitzt.  Solches  festgesetzt^  betrachten 
wir  die  Horizontalebene  als  eine  um  z  =^0  beschriebene,  unendlich 
grosse  Kreisfläche  ^,  und  führen  in  dieser  Fläche  ^  einen  Schnitt 

aus:  ABC PQ,    Oder  genauer  ausgedrückt:  Wir  sondern  von  St 

einen  schmalen  Flächenstreifen  ab,  welcher  die  Punkte  ABC , . .  P 
in  sich  enthält;  welcher  nämlich  bei  A  beginnt  und  über  ByC, . . .  P 
fortlaufend  bis  zum  Rande  von  ß,  etwa  bis  Q,  sich  hinerstreckt. 
Innerhalb  der  durch  Absonderung  dieses  Streifens  entstandenen  Fläche 
&'  markiren  wir  irgend  einen  Punkt  z^  und  pflanzen  in  diesen  Punkt 
Bq  diejenigen  n  Werthe  auf,  welche  die  Function  f  für  z  =  Zq  be- 
sitzt Durch  stetigen  Anschluss  an  diese  n  Werthe  ergeben  sich 
alsdann  ebenso  viele  Werthsysteme,  die,  ohne  mit  einander  in  Con- 
taä  zu  gerathen,  einer  Ausbreitung  über  die  ganze  Fläche  S£'  fähig 
sind,  und  die  also  innerhalb  ^'  in  jedwedem  Punkte  z  lauter  verschie- 
dene Werthe  haben. 

Sind  mithin  z.  B.  k  und  x  zwei  zu  beiden  üfem  der  Schnitt- 
strecke (AB)  einander  gegenüber  liegende  Punkte,  so  werden  die 
genannten  n  Systeme  in  k  lauter  verschiedene  Werthe  haben,  und 
ebenso  auch  in  x.  Die  Punkte  k  und  x  liegen  aber  einander  unend- 
lich nahe,  und  es  müssen  daher  die  n  Werthe  in  k,  in  irgend  welcher 
Reihenfolge,  identisch  sein  mit  denen  in  x.  Denkt  man  sich  also 
die  Fläche  fi'  in  n  übereinander  liegenden  Exemplaren  ^i,  ^2;  •  •  •  ^n 
gegeben,  femer  die  Punkte  (fc,  x)  in  diesen  n  Flächen  mit  (fci,  xj, 
(^^27  ^)}  '  •  •  (^»1  ^)  bezeichnet  und  jedes  der  vorhin  genannten  n 
Werthsysteme  auf  je  einer  dieser  n  Flächen  ausgebreitet,  so  werden 
auf  die  Punkte  \j  k^y  ...  kn  Werthe  fallen,  die  in  irgend  welcher 
Reihenfo^e  mit  denen  in  x^,  x^,  . . .  x«  identisch  sind.  Man  kann 
daher  in  den  Flächen  5ti,  ^2,  .  .  .  ßn  die  auf  der  einen  Seite  der 
Schnittstrecke  (AB)  liegenden  n  Ufer  mit  den  auf  der  andern  Seite 
befindlichen  n  üfem,  je  eines  der  einen  mit  je  einem  der  andern 
Seite,  in  solcher  Weise  zusammenheften,  dass  in  jeder  Zusammen- 
heftungslinie  von  beiden  Seiten  her  gleiche  Werthe  zusammenstossen« 

Analoges  gilt  für  die  Schnittstrecke  {BC\  sowie  für  {CD)  u.  s.  w., 
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eiidlicli  für  (PQ).  Auf  clor  diircli  all'  diese  Zusanimojdieftungen  oiit- 
sieheiideii  w-bliittri|^en  Fläche 

ii;  +  Ä.  + . . .  +  ä: 

wird  alsdann  der  ganze  Werthvorratli  der  Function  /'  in  eindeutiger 
Weise  ausgebreitet  sein.  Deidct  man  sieh  also  schliesslich  diese 
>^blättrige  Fläche  in  kugelförmige  <u'stalt  versetzt,  so  gehmgt  man 
zu  folgendem  Satz: 

Vvrsfcht  })ian  nnfer  /^,,  /^,  Z..,  .  ,  .  Z„  hduhnj  unjchenc  ratia 
naiv  Functionen  njn  z,  fcnur  inifir  /'dir  ilunli  dir  (ilcicJnunj 

(!•)  >^o  +  ^^f+  ^J'  +  ....  +  y^nf"  =  0 

deftnirtr  ah/rhra  isclic  Fioirlian  ran  rj,  so  lann  der  iianzr,  Wniltvor- 
rnth  dirsrr  Funrtum  f  in  rindruf Kjcr  Wrisi  ausf/dtrrihf  ?rrrd(n  atif 
rinry  (/ririssrn  )hhld(friprn  lliiniinnisclKn  Kutirllliiclir  3{. 

Anrlt  nntrrlirfjf  rs  n'ojd  hnun  rinrni  ZirrifrL  dass  dir  Funrfion  f 

{"2.)  auf  dirsrr  FlUrlfc  "Hl  bis  üuf<:in.:rhi('  Pule  sfrfit/  srin  wird.  Doch 
nird  der  Henris  hiirfHr  <rst  ^jidtcr  (im  sechsten  ('(ipitrj)  geliefert 
nrrden. 

Bemerkung.  —  Im  All;,^(nu'iii(ii  kiinn  eine  ltieiniUur>olH'  l\n<]rcliliklit' 
au  ein  inul  dei^olben  Stelle  itw/trcrr  iilnri'itmndcr  Unjende  Wiiulunfi[s|)iinkto 
liiil>en.  Denkt  man  sich  z.  \\.  zwei  Knnetionen  /'und  /",  jede  detinirt  durch 
eine  (Jleichun']^  von  der  Form  (^Ij,  und  iMzeichnet  man  dit*  zm-  Ausbrei- 
tung dieser  Func'iiou(*n  erlbrderliehi'n  Fliiclien  res|>ective  mit  %  und  :^', 
so  Nviiil  die  ebenfalls  ali^'ebraiselie    Kumiion 

F-   if 

in  eindtMiti^cr  Weise  sieb  auslireit«'n  auf  der   Fliiciie 

%  +  %\ 

a.  i.   auf  derjiMii'^en    Itiemannselien    KuKeilliulie,   die   aus   den    Flilehen  :H 
uml  %'         ohne  «^ei^enseitij^-e  \  (TbinduiiLi"        durc;h  Idosse  lm'inandersi'ha«li 
telunu;  entstellt.       hiest^   neue    l''lii<  he    %     |    :){'    kann    nun    aber    sehr    wohl 
zwei   (fcrudc  iih(  rei}uiHthi'  li^finule   W  iudiMi^'-s|unikte    haben;    denn    es   kann 
ein  Windunt,'s|iunkt   \  on  ^H  «gerade  liln'r  einem  von  'H'   sich  betinden.     (^>.€.it. 

8     11. 

Ueber  dio  Zerschneidung  einer  Ricmann'schen  Kugolfläche  in  ein- 
zelne Flächenstücke,  und  über  die  Versetzung  eines  jeden 
solchen  Flächenstücks  in  seinen  natüi'lichen  Zustand. 

Fs  sei  irgend  eine  lliemannsche  Kugtdtläche  ^)i  [die  also  z.  H. 
aucli  genau  ühereinander  liegeiule  \\indnngspunkte  besitzen  kann, 
vgl.  die  vorluM-gelumde   Bemerkung)    in   bestimmter  Weise   gegeben. 
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Zerschneidet  man  diese  Fläche  9t  in  eine  beliebig  grosse  Anzahl 
kleiner  Stücke ,  der  Art,  dass  jedes  derselben  nur  eine  Randenrve 
besitzt  und  nicht  mehr  als  höchstens  einen  Windungspunkt  enthält, 
80  wird  jedes  solches  Flächenstück  als  eine  kleine  sphärisch  ge- 
krümmte Windungsfläche  zu  bezeichnen  sein.  Denn  auch  diejenigen 
dieser  Stücke ,  welche  keinen  Windungspunkt  enthalten,  mithin  ein- 
hlättrig  sind,  können  jenem  Namen  subsumirt,  nämlich  als  Windungs- 
flächen 0^'  Ordnung  angesehen  werden  [vgl.  pg.  69] ;  wobei  alsdann 
unter  dem  Windungspunkt  eines  solchen  Flächenstücks  irgend  ein 
beliebiger  Punkt  desselben  zu  verstehen  ist. 

Irgend  eins  unter  den  kleinen  Stücken,  in  welche  91  zerlegt  ist, 

mag  nun  mit 

U  oder  VL{c,z) 

benannt  werden.  Es  sei  nämlich  c  der  Windungspunkt,  und  js  Col- 
lectivbezeichnung  für  alle  übrigen  Punkte  des  Flächenstücks.  Ueber- 
(lies  sei  m  die  Anzahl  seiner  Blätter,  also  c  ein  Windungspunkt 
(m — !)*•'  Ordnung.  Dieses  Flächenstück  U  kann  nun,  und  zwar  in 
sehr  verschiedener  Weise,  durch  stetige  Umformung  in  eine  ebene 
einblättrige  Fläche  verwandelt  werden,  wobei  von  Wichtigkeit  nament- 
lich' zwei  Methoden  sind. 

Erste  Methode.  —  Man  lässt  die  zum  Flächenstück 

U(c,  z) 

gehörigen  Punkte  z  auf  geradlinigen,  von  0'  ausstrahlenden  Bahnen 
80  weit  fortwandern,  bis  sie  auf  die  Horizanialebene  fallen,  und  ver- 


wandelt in  solcher  Weise  das  Flächenstück  in  eine  ebene  Winduugs- 

fläche,  die  mit  „x/      \ 

f8{c,z) 

bezeichnet  werden  mag.     Sodann  aber  verwandelt  man  diese  letz- 
tere in  eine  e6ew€  cinhlätfrige  Fläche 
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in  Ijekaniiter  Weise,  iiilmlicli  unter  Anwendung  des  Correspondenz- 
gesetzes : 

UO  z  ~-c  =  iX  —  y)'"  [vgl.  ].g.  74 1. 

Man  kaini  übrigens  von  den  drei  aufeinander  folii:endeu  Zustämleii 
U,  S>,  5t  den  mittleren  ganz  bei  Seite  lassen  und  also  sagen,  ihi>i^ 
\\   hl  ?l  nbenfeht  mittrlsf  des  Corr('spimd('}iZ(irs(1zc^  (1.). 

Zweite  Methode.  —  Man  lässt  [vgl.  die  vorstehende  Figur |  die 
Punkte  des  gegebenen  Flächen  st  üeks 

auf  geradlinigen,  von  O  ausstrahlenden  15ahnen  so  weit  lortwandeni. 
l>is  sie  sämnitlich  auf  die  Antipödcnchcm'  fallen,  und  bezeichnet  dir 
in  solcdier   Weise  entstehende  <henr  Windungsjläche  mit 

wo  er'  =  1  und  ebenso  ,zz'  =  1  ist.  Sodann  verwandelt  man  diese 
letztere  Fläche  in  eine  ehaw   r/nbUiffrif/r  Fläche: 

und  zwar,  wiederum  wie  vorhin,  mittelst  des  ( ■orrespondenzgesetzos: 
(2.)  z'  -  c/  =  (t~  r)"- 

Will  man  den  mitth'ni  Zustand  Ül^  eliminiren,    so    hat  man  in  (*2.i 

für  ('\  z  ihre  Werthe  c'  =  ,  ,:'  =  zu  substituiren,  wodurch 
sich  ergiel>t: 

M'dUhl  dirsrr  Fornirl  V(rfrandrlt  .svV//  fdsdann  II  d irret  in  5(. 
Zusammenfassung.    —    Das  (/fyrhd/f    m-hhiUrifif  Fh'ichrn.sliid' 

II  oder  U(y,  .:) 

Lairn  (ds(f  /;/  sf('ii</rr    Weist    /iHffjcfortHf  innhii  in  eine  (jcivohnlichc 

(•  i }( h l d f  i  r  i(/ c  Fld(  he  : 

51  odrr  Wy,  ?), 

nnd  zirar  ntich  Jlrlifhfn,  euhrcdcr  nüfidst  des  C(>rr('S})ondrnz<josrizcs: 

(I.)  ,:_,;  =  (J  _  j.)-', 

oder  mitteist  drs  (Ji)rrespf))td('nziii\>ei zes : 

( H-)  j  -  !-  =  ''^  -  J')'"- 

Alff'rdiiit/x  ist  die  Wald  z irischen  diesen  t meiden  (leset zen  nicht  fodrr 
alten  fhnstä)ntrn  in  nnser  lldieljin  f/estcdf.  Enthält  .:.  /*.  das  Fläehrn- 
stileh  U   einen    bei   z  =  O  liet/Oithn    J^nnlt^   so    wird  der  Anforderumj 
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der  stetigen  Umformung  nur  durch  die  erste  Methode  [vgl.  die  Figur 
p.  95],  also  nur  durch  die  Formel  (I.),  nicht  aber  durch  (IL)  ent- 
sprochen. Und  umgekehrt  unrd,  falls  U  einen  bei  z  ^=  oo  liegenden 
Punkt  entJuät,  jener  Anforderung  der  stetigen  Umformung  nur  durch 
(IL),  nicht  aber  durch  (L)  entfachen  werden. 

Der  Zustand  U  mag  hinfort  der  ursprüngliche ^  und  der  aus 
\^)  diesem  durch  stetige  Umformung,  vermittelst  einer  der  beiden  Formeln 
{l.)y  (IL),  entspringende  neue  Zustand  9  der  natürliche  Zustand  des 
betrachteten  Flächenstücks  genannt  werden. 

Bemerkimg.  —  Die  geometrische  AnschauuDg  [Figur  p.  95]  zeigt,  dass 
einer  positiven  Umlanfong  von  U  eine  eben^U  positive  Umlaufung  von  93 
und  ebenso  von  SB  entspricht;  üeüIs  man  nur  festh&lt  an  den  früher  gege- 
benen Determinationen  über  die  oberen  Seiten  der  Eugelfläche,  der  Hori- 
zontal- und  der  Antipodenebene  [pg.  66  und  66J.  Einer  positiven  Umlan- 
Amg  von  S  oder  äB  entspricht  aber  eine  ebenfalls  positive  Umlaufung  der 
jedesmaligen  Fläche  %  [vgl.  die  Bemerkung  p.  74].    Also  der  Satz: 

Denkt  man  sich  das  Flächenstück  tt  oder  tt(c,  z)  in  seinen  natür- 
lichen Zustand  %  oder  9C(y,  i)  versetzt^  und  in  dieser  Weise  cUso  jedweden 
Punkt  z  der  Fläche  tt  in  einen  gewissen  Punkt  ^  der  Fläche  9(  verwandelt, 
80  wirdy  fcdls  man  z  positiv  um  tt  herunUaufen  lässt,  gleichzeitig  X  eben- 
falls  positiv  um  %  herumlaufen. 

Sind  also  z.  B.  f  und  q>  zwei  auf  dem  Flächenstück  ausgebreitete 
Functionen,  so  wird  das  über  seinen  Rand  in  positiver  Richtung  erstreckte 
Integral: 

ffäv 

ein  und  densdben  Werth  haben,  einerlei,  ob  man  jene  Integration  während 
des  ursprünglidhenj  oder  während  des  natürlichen  Zustandes  bewerkstelligt; 
was  angedeutet  werden  mag  durch  die  Formel: 


f^f'^'P  -S^f^^^ 


§  15. 
Allgemeine  Bemerkungen  über  die  atetige  Umformxmg  einer  Flftohe« 

Unter  der  stetigen  Umformung  einer  Fläche  soll  eine  Voran- 
(4.)  derung  derselben  verstanden  werden,  welche  durch  blosse  Anwendung 
von  Dehnungen  und  Biegungen,  nämlich  mit  Vermeidung  von  Zer- 
reissungen  und  Zusammenheftungen^  m  Stande  kommt 

Um  TOD  irgend  zwei  beliebig  gegebenen  Flächen  die  eine  in 
die  andere  umzuformen^  bedarf  es  (sobald  eine  solche  Umformung 
überhaupt  möglich  ist)  nur  der  Auffindung  eines  Gesetzes,  nach  wel- 
chem jeder  Punkt  der  einen  Fläche  mit  einem  bestimmten  Punkte 
der  andern  correspondirt^  jedoch  eines  Gesetzes,  welches  so  beschaffen 

N  •  Q  m  » n  n :  Aberiohe  Integrale.  8.  Aufl.  7 
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ist,  dass  (leinselbeii  zufolj^'e  hcnachhartr  Punkte  der  einen  Flüche  aucli 
immer  mit  Itoifichharff  n  Punkten  der  andern  in  C'orrespundeuz  stehen. 
Ist  nii milch  ein  sohdies  < besetz  gefunih'n,  so  wird  man  dann,  wie 
leicht  zu  überseh(Mi  ist,  durch  Anwendung  von  Dehnungen  und  Bio- 
L;nnL'en  es  in  der  That  dahin  hrinj^eu  kljnnen,  dass  die  eine  Fliuin' 
mit  (h'r  andern,   und  zwar  jeder  Punkt  der  einen  mit  dem  correspoii- 

direnden  Punkte  der  andern  zur  Deckung  kommt. 

Ein  Quadrat  kann  als  steti^^e  Unii'oiinun*^  eines  Jiechtecks,  ebenso  aber 
auch  als  eine  steti;jje  l'infornmng  der  Kn  isfliidie  angesehen  werden.  Anderer- 
seits würde  sieh  die  Kreistliiche  als  die  stetige  Umformung  einer  Halb- 
lufiel fläche^   oder  auch  als  die  einer    Kfgdjlächc  ansehen  lassen. 

Und  so  lassen  sich  überhaupt,  falls  eine  Fläche  gegeben  ibt,  immer 
melirere  und  von  einander  s«'hr  verschiedene  Flilcheu  finden,,  von  denen 
jede  als  eine  stetige  Umformung  der  gegebenen  Fache  aufgefasst  wer- 
den kann. 

.Jedoch    kann    man    keineswegs   die   gegebene   Fläche   als   die   stetige 
Umformung  jeder  belichif/  gewählten  andern  Fläche  ansehen.     Sollen  näm- 
lich  zwei   Flächen    einer   solchen  Auffassung   fähig  sein,    so  ist  dazu,   wie 
man   sofort   erkennt,    zunächst  schon  erforderlich  ,   dass  in  beiden  die  An- 
zahl der  Randcurven  ein  und  dieselbe  ist.     Und  zu  dieser  Bedingung  treten 
noeh  andere  Bedingungen  hinzu.     Denn  bei  einer  Kugelfläehe  z.  B.  und  bei 
einer   IximjjUichc^)   ist   die   Anzahl   der  Randcurven  gleich   gross,   nämlich 
bei  beiden  =  0;    und    trotzdem    lässt  sich,  wie  man   leicht   übersieht,  tlie 
eine   keineswegs  als   eine    Umformung   der   andern   auffassen.      Wir   gehen 
(•inst weilen  auf  die  hier  erfonlerlichen  Bedingungen  nicht  näher  ein. 
Wir  wollen   uns  im  Räume  irgend  eine  Fläche  denken  von  be- 
liebiger Krümmung  und  überhaupt  von  ganz  beliebiger  Gestalt;  uud 
auf  dieser  Fläche  wollen  wir  uns  die  Wertlie  irgend  welcher  Func- 
tion ausgebreiiet  denken,     dene    Fläche  mag   nnn  einer  stetig  fort- 
schreitenden  Veränderung   unterworfen    und    in   solcher  Weise^   von 
ihrem  Arif(n(()s::ust((ndc  aus,  in  einen   bestimmten  FAidzusUiml   über- 
geführt werden.    Während  diese  Veränderung  aber  vor  sich  geht,  wäh- 
rend also  die  Fläche  durch  sfcf/'i/r  fh)i/ornn(n(j  in  andere  und  andere 
<J estalten  überj^eht,  m(")ii:en   die  einzelnen  Punkte  der  Fläche  mit  den 
ihnen    einmal    zuertheilten    Functiunswerthen    imlöslich    verbunden 
bleiben. 

War  die  Function  während  des  Anfangszustaudes  der  Fläche 
auf  derselben  überall  enab  ainj^  d.  h.  war  damals  jeder  Punkt  der 
Fläch«'  immer  nur    mit  je  ciiHUi   W  ertln'  der   Function   belastet,  so 

''^')  Unter  einer  ItnififlacJi^  ist  die  0)>erlläche  eines  körperliehen  liinges, 
also  z.  1).  diejenig«'  RotationsfKiche  zu  verstehen,  welche  von  einem  Kreise  er- 
zeugt wird,  Holjald  man  den><'nMn  um  ein«'  Achse,  die  in  der  Kbene  des  Krei- 
ses liegt  und  den   Kreis  nicht  -«hneidet,  rotiren   liisst. 


I 
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wird  Gleiches  offenbar  auch  dann  noch  stattfinden,  wenn  dieselbe 
in  ihren  Endzustand  übergegangen  ist. 

War  ferner  die  Function  zur  Zeit  des  Aufangszustandes  auf  der 
Fläche  allenthalben  stetig,  so  wird  sie  nach  Eintritt  des  Endzustan- 
des ebenfalls  überall  stetig  sein. 

War  die  Function  zur  Zeit  des  Anfangszustandes  der  Fläche 
in  einzelnen  Punkten  oder  Linien  unstetig,  so  wird  sie  nach  Eintritt 
des  Endzustandes  nach  wie  vor^  und  zwar  in  e&en  denselben  Punkten 
oder  Linien  unstetig  sein. 

Insbesondere  wollen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diejenigen 
Unstetigkeitspunkte  richten,  welche  wir  früher  (pg.  38)  als  polare 
UnsietigTceüspunktej  oder  kürzer  als  Pole  bezeichnet  haben,  also  auf 
diejenigen,  in  welchen  die  Function  selber  —  sie  mag  f  genannt 
werden  —  unstetig  ist,  in  deren  Bereich  aber  der  reciproke  Werth 

der  Function,  nämlich  der  Werth  von    ^  stetig  bleibt.     Jene  ün- 

stetigkeit  Ton  f  und  jene  Stetigkeit  von  y  werden,  falls  sie  in  irgend 

einem  Punkte  der  Fläche  einmal  vorhanden  sind,  ungeändert  fori^ 
bestehen,  welches  auch  die  stetige  Umformung  sein  mag,  der  die 
Fläche  unterworfen  wird. 

Besitzt  also  die  auf  der  Fläche  ausgebreitete  Function  zur  Zeit 

(:').)  des  Anfangszustandes  in  irgend  einem  Punkt  der  Fläche  einen  Pol, 
so  wird  sie  in  jenem  Punkt  nctch  Eintritt  des  Endzustandes  ebenfalls 
einen  Pol  besitzen. 

Gleiches  wird  offenbar  auch  von  den  Nullpunkten  gelten.  Denn 
es  ist  ja  nach  unserer  Annahme  jeder  Punkt  der  Fläche  mit  dem 
ihm  einmal  zuertheilten  Functionswerthe  unlöslich  verbunden.  Ist 
also  irgend  ein  Punkt  der  Fläche  mit  dem  Werthe  Null  belastet, 
80  wird  er,  mag  sich  nun  die  Gestalt  der  Fläche  verändern,  wie 
sie  wolle,  diesen  Werth  Null  beständig  behalten.  Wir  gelangen 
somit  zu  folgendem  allgemeinen  Satz: 

Sind  die  Werthe  der  Function  auf  irgend  u?elcher  Fläche  ausge- 
breitet,  so  tritt  hinsichtlich  der  auf  jener  Fläche  vorhandenen  Stetig- 
keitspunkte,  Nullpunkte  und  Pole  keine  Aenderung  ein,  mag  man 
nun  die  Fläche  in  ihrem  ursprünglichen  Zustande  verharren,  oder  mag 

(<).)  man  dieselbe  durch  stetige  Umformung  in  irgend  u^eldien  andern  Zu- 
stand übergehen  lassen.  In  jedem  einzelnen  Punkt  der  Fläche  wird 
die  Function  sich  zur  Zeit  des  neuen  Zustandes  genau  d)enso  verhal- 
ten, wie  zur  Zeit  des  ursprünglichen  Zustandes;  in  jedem  einzelnen 
Punkt  der  Fläche  tcird  sie  zur  Zeit  des  neuen  Zustandes  stetig  oder 

7* 
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unsteti(j,  Xnll  oder  von  Null  verscliiedeyiy  mit  einer  polaren  Oihr 
nicht  polaren  Unsftfifjleit  heltaftet  sein  y  je  naehdem  zur  Zeit  des  ?/r- 
6))riiyi(jli(h('}i  Zustandes  das  Eine  oder  das  Andere  der  Fall  icar. 

KIm'Hso  verliüli  es  sieh  auch  mit  der  Ein  deutiijlccit.  In  jedem 
rinfjehien  Fwdii  der  Fläehe  wird  die  Funetion  ^nr  Zeit  drs  neuen  Zu- 
standes eindentiij  oder  ynehrdeutifi  sein^  je  nachdem  zur  Zeit  iJcs 
urspriinfjliehen  Znstandes  das  Eine  oder  das  Aridere  der  Fall  war. 

Die  Ei(/ensrha/'t€)i  der  Eindeutiijleit,  der  Stetiijheitj  dir  ixAarcn 
Cnstrtitfkeit  u.  s.  w.  sind  cdso  permanent  ivälirend  des  Verlmifs  einer 
stetigen   Umform un(f. 

Bemerkung.  —  All'  diese  Sätze  sind  ohne  Weiteres  anwendbar 
aiif  diejeniifcn  stetigen  Umformungen,  von  denen  vorhin  pg.  \)h — 97 
difi  Rede  war,  also  z.  B.  anwendbar  auf  den  Uebergang  von  U  in  ?l, 
und   ebenso  umgekehrt  auf  den   Uebergang  von  ?t  in  U. 
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lieber  Fnnctionen ,  die  auf  einer  Riemann'sclieii  Kngelfläclie 
ausgebreitet  sind.   Definition  der  re^lären  Functionen. 

Ebenso  wie  wir  im  dritten  Capitel  Functionen  f{e)  betrachtet 
Iiaben^  die  auf  der  gewohnlichen  einblättrigen  Kugelfläche  ausgebrei- 
tet waren,  ebenso  wollen  wir  im  gegenwärtigen  Capitel  solche  Func- 
tionen f(z)  in  Untersuchung  ziehen,  die  auf  einer  Riemann'sdien 
nielirbläUrigen  Eugelfläche  ausgebreitet  sind.  Dabei  mag  diese  letz- 
tere ganz  willkürliclh  gegeben  sein,  von  beliebig  vielen  Blättern, 
mit  beliebig  vielen  und  beliebig  gelegenen  Windungspunkten  und 
Uebei^angslinien. 

Wir  werden  dabei  zu  Resultaten  gelangen,  die  denen  des  drit- 
ten Capitels  einigermassen  analog  sind.  Ebenso  wie  wir  nämlich 
damals  gefunden  hatten,  dass  jede  Function  fi^f),  die  auf  der  ein- 
Uättrigen  Eugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist, 
eine  regionale  Function  von  z  sein  muss,  ebenso  werden  wir  gegen- 
wärtig finden,  dass  jede  Function /*(j?),  welche  die  genannten  Eigen- 
schaften auf  einer  Riemann'schen  n-blättrigen  Kugelfläche  besitzt,  die 
Wurzel  einer  Gleichung  n'*"  Grades  sein  muss,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  z  sind. 

Die  zu  betrachtende,  willkürlich  gegebene  Riemann'sche  Kugel- 
fläche werden  wir  mit  91,  und  irgend  einen  Theil  derselben  mit  @ 
bezeichnen. 

§  1. 

üebertragbarkeit  früher  gefundener  Sätze  auf  die  Biemann*80hen 

Engelflftohen. 

Einige  der  im  zweiten  Capitel  erhaltenen  Sätze  sind  sofort  auf 

die  Riemann'schen  Kugelfiächen  übertragbar,  so  z.  B.  der  Satz  pg.  35. 

In  der  That  kann  man  sagen: 

1.)         Ist  eine  Function  /*=  f{z)  auf  irgend  einem  Theüe  @  einer  Rie- 

mann's<Aen  Kugelfläche  eindeutig  wnd  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  j  so 
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lidHJi  (Vif  ®  /.(/y/  (ladi  noch  .so  licincs  Curnn-  oder  Flävhcndeinnit 
cxislin'H,  (Ulf  ivdihini  ilU'  Ftofffioit  co}i staut  fcärr,  —  es  sei  Jtun. 
(Idss  sie  (uif  ©  allenthalhcn  atustcu)!  ist. 

Beweis.  —  Wir  wollen  aiinohnieii,  der  Satz  sei  uicht  ricliti<:,  t.'j>  exi- 
>tirc  al>o  L'ine  auf  o  eiiulcuti^^^e  uud  bis  auf  cinzrlnt'  Pole  stetige  Function 
/^^/C),  welrlie  auf  ir^'eud  einer  Curve  oder  Fläche  X  con^tant,  in  diu 
lilnijjen  Punkten  vnn  3  aber  inamsfimt  ist.  Man  bezeichne  nun  all'  diesi.- 
ültrii^^en  Punkte  zu^.^nlIuen<;enonlmen  mit  >l',  «grenze  auf  3  ein  kleines,  th'iU 
iius  l'nnkteii  A,  theiL--  aus  Punkten  X'  bestehend^'s  Flächenstück  U  ab,  un4 
versetz^*  dasselbe  in  seinen  mitd rli< Je  n  Zu>tand  ^}{.  Alsdann  wird  die  Fuiic 
tion  /  I  \  <^1.  d.  Penikg.  pg.  100 1  auf  dieser  ebenen  einblättrif^en  Fläche  31  eiii- 
dcuti«'  und  bis  auf  einz«'lue  Pole  stetij'  sein.  ( Jleichz«'iti<?  wird  alsdann  auf 
^Jl  eine  Curve  resp.  Flät.he  exi>tireu,  auf  welcher  di»?  Function  constant  ist, 
während  sie  in  (Wn  übrigen  Punkten  von  %  inconstant  ist.  Dies  ab»'r 
widerspricht  dem   fiiiber  p.  Wo  i^^efundenen  Satze.     U.  s.  w. 

Ist  luitliiii  die  Function  /"  auf  2  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Polo  stetiu*,  s«>  werden  die  Punkte,  in  deu<'n  /"  einen  vorgescliriebe- 
i>enen  \\  ertli  7^  annimmt ,  auf  2  immer  nur  crreiit.:itf  vorkommen 
ki'umen.  el>enso  also  z.  !>.  aueli  diejenigen  Punkte,  in  denen  sie  Xulf 
wird.      Also  der  Satz: 

/.s7  (In  ]''>f)tefinn  f  =^  f  [ ,:)  anj'  irqrtid  (iiniK  TJieil  2  eim)'  llir- 
iK(Uinsrli( )(  Kuf/cl/liidir  rindeidifj  und  his  (in/  ein:jl)i(  Vole  «, .  «_. .  ... 
sti  ti</,  nnd  hl  iriclunt  nnm  ihre  yidli>nnht<  (in/'  2  mit  ß^^  /i, ,  .  .  .  ,  ^o 
nrnhii  (dl'  di(S(    Vnidde 

1?      '?  •  •  •  [*\ «  i  j)  '  '  * 
cniidilt   lirnfu.     1>.  le:  Je  zn'(  i  (h  rselhm   /c  rdm  stets  durch    innnd 
n>li/(in   (tCiun    nneh    nnr/i   so  /Jftnrin    /(Ctsi In  urnnni    mn   ritauukr  nt- 
h''  tfut  sein. 

Uebor   die  Ordnungszahlen   der   auf  einer   Riemann'schen  Kugel 

fläehe  ausgebreiteten  Functionen. 

Wir  lialn-u  IViilier,  al>  wir  uns  mit  den  Fläelien  einfachster  Art 
(näudieli  mit  dtinm  ( iidil'ifU-f<j<  n  Fh'ivhnn  l)escliäftiii"ten.  den  Polen 
uud  Xulliundvtm  dc'r  ditraut'  ausg(d)reite(eu  Functionen  gewisse  Urd- 
if'tiH/s'jddrn  l)ei;jrlrgt.  ^lit  anderji  A\  orten:  \\  ir  haben  damals  rcr- 
xhinhix  (irndi  i\vs  b  ii<-ndlicli-  und  Xull-W'erdens  eonstatirt.  Es 
i>t  von  \\  iehtigkeit,  derartige  Unterseliei<hiugen  aucli  dann  eintreten 
zu  lassen,  wenn  <lie  Function  auf  einer  JUtnnnni'sehoi  Ku(/(i/h'ic)if 
ausgebreitet   ist. 

¥j<  sei  eine  luemannsclie  KuLreltlüehe  von  ludiel)ii;er  Beschaffen- 
beit  gegel^en:   auf   dieser  sei   iru'end  eine  gegebene  Function  ausge- 
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breitet;   und  diese  Function  besitze  auf  der  Fläche  irgend   welche 
Nullpunkte  und  irgend  welche  Pole. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Nullpunkte,  Hinsichtlich  der  Werthe, 
welche  die  Function  in  diesen  Punkten  selber  besitzt,  kann  offenbar 
keinerlei  Verschiedenheit  stattfinden;  denn  diese  Werthe  sind  sämmt- 
lieh  Null;  mithin  unter  einander  identisch.  Sollen  also  jene  Punkte 
in  verschiedene  Arten  oder  Ordnungen  eingetheilt  werden,  so  kann 
eine  solche  Eintheilung  /lich  nicht  stützen  auf  diejenigen  Functions- 
werthe,  welche  in  den  Punkten  selber  vorhanden  sind,  sondern  nur 
auf  diejenigen,  welche  in  der  Nähe  jener  Punkte,  nämlich  in  den 
Bereichen  derselben  sich  vorfinden. 

Nnn  können  die  Bereiche  der  einzelnen  Nullpunkte,  je  nach  der 
Lage,  welche  sie  auf  der  Riemann'schen  Kugelfläche  besitzen,  von 
sehr  verschiedener  Form  sein.  Denn  das  Bereich  eines  solchen 
Punktes  wird,  je  nachdem  derselbe  in  einem  gewöhnlichen  oder  in 
einem  Windungspurikie  der  Fläche  liegt,  bald  durch  eine  kleine 
Fläche  von  einbläUriger  Form,  bald  durch  eine  kleine  Windungsfläche 
von  mehrblättriger  Form  dargestellt  sein. 

Sollen  daher  die  Bereiche  jener  Nullpunkte  hinsichtlich  der  von 
ihnen  getragenen  Functionswerthe  mit  einander  verglichen  werden, 
so  wird  man,  falls  etwa  das  eine  Bereich  einblättrig,  ein  anderes 
/Vm/l>lättrig,  ein  drittes  f^wölfhlattrig,  u.  s.  w.  sein  sollte,  eine  solche 
Vergleichung  gar  nicht  vorzunehmen  im  Stande  sein,  falls  man  nicht 
zuvor  air  jene  Bereiche  durch  Umgestaltung  in  gleiche  Form  ge- 
bracht hat.  Ebenso  etwa,  wie  es  bei  einer  physikalischen  Unter- 
suchung, wenn  mehrere  Körper  hinsichtlich  ihrer  Dimensionen  mit 
einander  verglichen  werden  sollen,  nothwendig  ist,  dieselben  zuvor 
in  gleiche  Temperatur^  etwa  in  eine  gewisse,  ein  für  allemal  festge- 
setzte Normal^Temperatur  zu  versetzen;  ebenso  wird  es  hier,  wo  die 
Bereiche  mehrerer  Punkte  hinsichtlich  der  von  ihnen  getragenen 
Functionswerthe  unter  einander  in  Vergleich  gestallt  werden  sollen, 
erforderlich  sein,  alF  jene  Bereiche  zuvor  in  gleiche  Form,  etwa  eben- 
falls in  eine  gewisse,  ein  für  allemal  festgesetzte  Normalfarm  zu 
bringen. 

•  Welche  Form  dabei  als  Normalform  festgesetzt  werden  soll,  ist 
im  Grunde  ziemlich  gleichgültig.  Doch  wird  es  gut  sein,  eine  mög- 
lichst einfache  zu  wählen.  Es  mag  dazu  die  Form  einer  gewöhn- 
lichen einblättrigen  ebenen  Fläche^  nämlich  diejenige  Form  genommen 
werden,  welche  das  Bereich  des  betrachteten  Punktes  in  seinem 
natürlichen  Zustande  besitzt  [pg.  97]. 


104  Kiiriflos  Oipitol. 

Auf  (Iniud  flii'siT  llflierlei;uiigeii  dürltL-  ei  alsu  zweckmäs-^i!: 
-.Pill,  foi^  mle  l'i  liiiitKiii  /u   vdüiitircii 

Definition  —  ht  um  lluDiaini  s.lu  Aio/il/hulii  mit  ihn  ^\uih  i 
111/ ml  iidclin  1  fiiiclmn  liiln^fit,  \n  si  !l  im  Alli/iminiui  jalo  Piiiilt 
'■'■)  (/(i  1  hl  h  mit  '1)111  <iiHi\!>(n  (hdiiu)i'i~-  'ilil  ursiliiii  larilat  l  ukr 
I  M»  /iilil  s( '/  iit/{)  iil  (liiiiuiiji  thitniinii^  afd  nibtaudai  unlm 
it  kill  ihm  l'iiiilli  'itlominf,  '•oliaUl  man  ila^  ihm  ^Hf/ihonffi  Binuli 
iii   •■'iii-u  natiiihiliin  /u^lanil  la^it.t 

Ilaml'lt  o  s«/)  (il\o  tlatiiin  i/i  <h(l)iiiiiq-''alil  iri/ind  tum  I'niil 
li-,  i/ii  'H'fihcHoi  hii iiiaini  ■'iliiH  Aiii/illliiflic  iidIIkIi  .ii  hc-timmui,  ^ 
n  iil  man  »t  mZ/s/  da-,  llniic  1  liitlu »t,l  ul  dutdi  mi/'/ics  da;,  Lr 
Hiih  dr-,  Ihodti's  dmijtsfillt  und  in  -/h.h  »«linlidicn  /u^lunl 
iii^it.iH  danaclht  id\ii  tnitiindilii  in  nii  ibcnca  unhlnlti ujOi  Hailin 
•'liitJ  IaI  soIiIii-^  i/ey<lieln>i  so  tiiid  «M«««  die  Onhmtufänald  ih 
I'unlli-j  inimitlilhiti  ,»  lai/i  In/tu,  /itifs  mmi  mi)  die  fndici  yiliiii 
diuni   \,L    {\,^    41—1!]  (H  Aiinfiuliimi  hiniyt 

DliIk-i  i^el.iiigt  m.m  i.  U.  aiit  liriimi  dvh  bivties  pg.  41  »olorl 
/.u  r<)ljj;fntlcr  lit-nuTkimg: 

I.^t  rhic  Ffiirlion  /  {.:)  ii'if  in,nid  cimm   Tlwdc  einer  Fdcmitnu- 
(1.)  ,•;</;.»/  K'i;/('l/l'i.lic  cühlculif/  iiml  bis  auf  rii'zvl itc  iUc  ^kl'y,  w-  ivirii 
•Ine  Ordnii,ii,s.z<iUI  in  Jt'drm  l'-udh  jiws  FUkl'ndhciks  cinr  endlkhc 
ifiin^c  /.idd  s-hi. 

I'iid  .-.tan-  H-iid  ilirsi:  /<dd  posilir  ,«v'»  in  judrm  NjclJptail.li'. 
nrijalie  in  jrdrm  J'olf,  um/  yiill  .■iriii  in  jidrm  andern  Fnuht'., 
d    i    in  jedem  l'mdir    d-r  iird.r    \iilljni)il.i  nurli  Fol  ist 
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§3. 

FortsetBiing.    Darstellung  der  OrdnungsBahlen  durch  Integrale. 

Die  Function  /*=  f(z)  sei  auf  irgend  einem  Theil  @  einer  Rie- 
mann'scben  Kugelfiäche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig. 
Zerlegt  man  @  mittelst  irgend  welcher  Curven  0  in  kleine  Stücke: 

*^l;  **2}  *^3>  •  •  •  *^> 
und  bezeichnet  die  fiafürlichen  Zustande  derselben  respective  mit 

«1,    «2,    «3,    ...%, 

SO  besitzt  f  auf  Ux  genau  dieselben  Ordnungszahlen,  wie  auf  9{x 
[vgl.  (3.)].  Bezeichnet  man  nun  die  Summe  dieser  auf  Ux  oder  Sl« 
Yorhandenen  Ordnungszahlen  mit  Mx,  so  ist  [nach  Satz  pg.  43]: 

2ntJvf' 

oder  was  dasselbe  ist  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  97]: 

^  ^  %n%J  jx   f 

wo  die  Integration  in  der  einen  wie  in  der  andern  Formel  positiv 
hinläuft  über  den  Band  von  S(x  respective  Ux.  Summirt  man  jetzt 
die  Formel  (5.)  über  x  =  l,2,3,...g[,  d.  L  über  all'  diejenigen 
Flächenstücke  U^,  U^,  Us,  .  .  .  Ug,  in  welche  ©  zerlegt  wurde,  so 
werden  sich  dabei  die  den  Zerlegungscurven  6  zugehörigen  Integral- 
theile  gegenseitig  zerstören;  sodass  man  also  erhält: 

1.).)  M,  +  M,  +  M,....  +  M,  =  -jU/^^^ 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Rand  von  @.  Die  linke 
Beite  dieser  Formel  (6.)  repräsentirt  aber  oiffenbar  die  Summe  sämmt- 
licber  Ordnungszahlen,  welche  f  auf  @  besitzt.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f  =  f{z)  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer  Eie- 
wann' sehen  Kugel  fläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stäig,  so 
tcird  die  Summe  M  ihrer  sämmÜichen  auf  ©  vorlumdenen  Ordnungs- 
zahlen den  Werth  haben: 


"6 


M  =  ^  f  dlogA 


die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Band  von  ©.  Besitzt  dieser 
Flächentheü  @  nicht  eine,  sondern  mehrere,  etwa  q  Bandcurven,  so  wird 
das  angegebene  Integral  eine  Summe  von  q  Integralen  sein,  deren  jedes 
ü6er  je  eine  Bandcurve  erstreckt  ist. 
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Markirt  iiiiiu  auf  ®  irgend  eiriuii  Punkt  c,  80  wird  derselbe 
^^fDiWLMlpr  ein  7%/  der  Kunctiun  /',  oder  ein  NaUjnuiLf  derselben,  oder 
keines  vun  l)eiden  .sein.  Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  wird  man, 
w»'il  die  Pole  und  Nul][)unkte  immer  nnr  vereinzelt  vorkommeu 
\\*'rj\.  '2.)],  um  e  herum  ein  Flächenstück  U  abgrenzen  könueu. 
weh:he<,  abgeselien  von  e  selber,  keinen  weitern  Pol  oder  Nullpunkt 
iM'lj.rijergt.  Alsihinn  aber  ist  die  Summe  der  auf  U  vorhaudeiieu 
Ordnuiigszahh'n  |vgl.  (4.)|  nichts  Anderes,  als  die  in  c  selber  vor- 
hcind»'ne  Oiihjungszahl  ^i\  sodass  sicli  also  nach  (7.)  die  Formel  ergiebt: 


a 


,-^   /'  ^/log/'. 


Al.>o  der  Zusatz:  Ist  die  Fnneti(m  f  =^  fiz)  (uif  irfjcnd  rimm 
7'hf  ,/r  2  ( iufr  Jliem(ninsehe)i  Kuf/ellUieJie  eindeutig  und  bis  auf  cin- 
'j'Juf  Poh:  s/rfifj,  so  wird  ihre  Ordmuujszald  ^  in  in/cnd  einem  Funl'f 
e  d's  l'lärhi  nilteds  @  den    Wer/h  hesitzm: 


die  Jnlrfjnitiini  posdiv  erstreelct  Uhr  den  Rand  injcnd  eines  um  c  herum 
<ih(f'ijrenztrti  FliieJfensfiiekes  U.  Ihdjei  ist  indessen  uorausfjesefzt,  difse^ 
Fffichcnstiieh  U  sei  von  soleher  liesehaffenheit,  deiss  dasselbe ^  abyesehen 
ro'H  r  srl/jer^  hcinen  Pol  oder  Nidlininht  der  Fnnetioii  in  sieh  mthiilL 
iJie-er  Bedinj^un^  wird  stets  dadurch  <^enü<^t  werden  können,  dass 
man  U  hinreiehend  Idein  macht.  Ein  um  e  herum  abgegrenztes  hin- 
r<'i<  hciid  kh'ines  Fläclienstück  wird  aber  kurzweg  das  Bercieh  von  c 
;rr'nannt.      Also  der  Satz: 

f.^t  die  Fnnefiou  f=f(z)  auf  injend  eine)n    Theil  @  einer  lUe- 

nffü/nsfhen   Kn(/ef/ldrhe  eindetdi(/   und  Ins  auf  einzelne   Pole  stetifj,  so 

teird  dire  Onhimnjszahf  ^i   in  irgend  einem  Punlt  c  der  Fläehe  ©  den 

Wertk  haljoi : 


, « 


'.'  ) 


i»l 


die   Jntef/ration  positiv  hernndaufend  gedaeht  vnt  das  Bercieh  U  dct^ 

l*anlJ<:s  r. 

Miui  kaiui  also  sii^'eii:  M'ächst  der  log  /",  ivain  man  das  Bereich  da^ 
l'unUrH  <:  in  jiffsitivcr  liidttung  umläuft,  um  ft  .  2  7ri  an,  so  ü>t  ^  die,  Ord- 
naiufsrnhl,  v-rldic  f  in  c  ljcsit:t.  Man  küunto  diesen  Satz  benutzen,  um  die 
'>r<lMMri^'Hzalil  zu  <lc/iniren.  Solches  hat  liicmann  gethan.  Denn  in  seiner 
Al>ljiiiifJlMUg  I  Borch.  Journal  f.  Math.  Bd.  54,  S.  117;  nnd  Gesamm.  Werke 
|./.  \)i\\  iK-inst  es:  „Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  heisse  eine  Fuuction 
fiir  «'irnMi  l'nnkt  —  —  —  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  wenn 
ihr  liOgariÜiniuH  hei  (,'inem  positiven  Umlauf  um  ein  diesen  Punkt  um- 
g'-hcndcH   l^'lilchen.stü«  k  —   —  —  um  *J Tri  anwächst." 
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Das  in  (7.)  erhaltene  Resultat  bezieht  sich  auf  irgend  einen 
Timl  einer  Riemann'schen  Kugelfläche.  Wendet  man  genau  die- 
selbe Methode  an,  um  die  Summe  aller  Ordnungszahlen  zu  ermit- 
teln; welche  auf  der  ganisen  Biemann'schen  Kugelfläche  vorhanden 
sind,  so  gelangt  man  zu  einem  analogen  Resultat^  welches,  wie  leicht 
zu  übersehen,  so  lautet: 

Ist  eine  Function  f{z)  auf  einer  Rienumn' sehen  Kugel  fläche  ein- 
il'».]  dcutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  ist  die  Summe  sämmtlidier 
Ordnungsmlden,  welche  sie  auf  jener  Fläche  besitz tj  gleich.  Null. 

Oder  mit  afidem  Worten:  Bei  einer  solchen  Function  ist  die  Summe 
(U.)  (kr  in  den  Polen  vorhandenen  Ordnungszahlen  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  jederzeit  ebenso  gross,  als  die  Summe  der  in  den  NuUpunkten 
vorhandenen. 

In  jedem  Nullpunkt  ist  die  Ordnungszahl  der  Function  gleich 
einer  positiven,  und  in  jedem  Pol  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
[vgl.  (4.)].  Man  kann  demgemäss  die  Nullpunkte,  je  nachdem  ihre 
Ordnungszahl  gleich  1,  2,  3  u.  s.  w.  ist,  einfache^  zweifache,  dreifache 
u.  s.  w.  nennen;  und  andererseits  die  Pole,  je  nachdem  ihre  Ord- 
nungszahl gleich  —  1,  — 2,  — 3  u.  s.  w.  ist,  ebenfalls  als  ein- 
fache, zweifache,  dreifache  u.  s.  w.  Pole  bezeichnen.  Auch  dürfte 
08  zweckmässig  sein,  jeden  n-faehen  Nullpunkt  als  eine  Superposi- 
tion  von  n  elementaren  Nullpunkten,  und  jeden  n-fachen  Pol  als 
eine  Superposition  von  n  eletnentaren  Polen  aufzufassen.  [Vergl.  Rie- 
mann's  Abhandlung,  Borch.  Journal  Bd.  54,  S.  118.  Gesamm.  Werke 
pg.  96.]  Thut  man  dies,  so  lässt  sich  der  Satz  (11.)  auch  so  aus- 
sprechen : 

Ist  eine  Function  f(z)  auf  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche  allent- 

•     halhen  eindeutig  und  mit  ÄusnaJime  einzelner  Pole  aUenthcdben  stetig, 

I-.)  so  ist  die  Anzahl  ihrer  elementaren  Pole  jederzeit  ebenso  gross  wie  die 

AmM  ihrer  elementaren  Nullpunkte. 

Bemerkung.  —  Die  gewöhnliche  einblättrige  Kugelfläche,  von  welcher 
das  dritte  Capitel  handelte,  ist  offenbar  nur  ein  Specialfall  der  Riemann- 
schen  mehrbläHrigenKngclfLüche.  Demgemäss  sind  also  die  vorstehenden  Sätze 
unmittelbar  auch  anwendbar  auf  die  gttuöhnliche  einblättrige  Kugelfläche. 

§4. 

Heber  die  Beihenentwicklungen  einer  auf  einer  Biemaim*80hen 

Eugelfläohe  ausgebreiteten  Function. 

Die  Function  f=f(z)  sei  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig; 
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ferner  sei  c  ein  auf  @    beliebig   niarkirter    Punkt.     Bezeichnet  man 
das    Bereich   dieses    Punktes   in    seinem  ursprilnglichcn  Zustande  mit 

(  13.)  U  oder  U  (C,  z), 

und   andererseits   in    seinem    iiatilrlirJun   Zustande  |  vgl.  pg.  06J   mit 
(14.)  31  oder  5t  (^,  ?i, 

so  wird  sie  auf  dieser  ebenen,  einblättrigen   Fläche  31  [Satz  pg.  41J 
darstellbar  seiji  durch  die   Formel: 
(15.)  /'=  (g—  yrE^     (auf  30, 

wo  ^  die  Ordnungszahl  von  /"  im  Punkt  y.  /ugh'ich  also  aucli  [vgl. 
die  Definition  (o.)|  die  Ordnungszahl  von  /"  im  Punkte  c  bezeichnet, 
während  E=  FAl'^  eine  Function  vorstellt,  die  auf  31  eindeutig, 
stetig  und  nichtverschwindend  ist. 

Dabei  ist  ledif^'licb  vorauscresetzt,  dass  dii^  Grenze  von  U  Jiinreiduitd 
nahe  um  c,  o<ler  (was  auf  dar^selVje  hinauskommt^  dass  die  Grenze  von  51 
hinreichend  nahe  um  y  herumläuft.  Dieser  Betritt"  des  llinreiehcndnalun 
ist  aber  im  Vorhergehenden  bereits  dadurch  ein2:eführt  worden,  das.>  U 
als  das  Bereich  von  c  bezeichnet  wurde. 

Uebrigens  kann  man  über  die  Art  und  Weise,  wie  U  und  %  zu  cou- 
struiren  sind,  damit  die  Formel  (15.)  für  sllmmtliche  Punkte  ^  der  Fliiobe 
%  gültig  sei,  leicht  nähere  Auskunft  erhalten,  indem  nuin  statt  des  Satzes 
pg.  41  den  Satz  fSl.)  pg.  48  anwendet.  Man  findet  alsdann,  dass  die  Formel 
(15.)  für  alle  Punkte  von  %  gültig  sein  wird,  falls  nur  U,  mit  etwaiger  Aus- 
nahme von  c  selber,  keinen  Pol  oder  Nullpunkt  der  Function  f  enthält. 
Selbstverständlich  ist  überdies  vorauszusetzen,  dass  das  Flächenstück  U, 
mit  etwaiger  Ausnahme  von  c,  keine  Windungspunkte  enthalte;  denn  an- 
dernfalls würde  die  in  (13.),  (14.)  genannte  Umformung  des  Flächen^tücks 
gar  nicht  möglich  sein,  mithin  %  gar  nicht  cxistiren. 

Man  kann  nun  die  Bereiche  U  und  91  nachträglich  noch  weiter 
verkleinern,  also  z.  B.  9(  zusammenschrumpfen  lassen  zu  einer  klei- 
nen um  y  beschriebenen  Kreisfläche,  w^ährend  gleichzeitig  U  die  ent- 
sprechende Zusammenschrumpfung  erleidet. 

Alsdann  ist  E  auf  2(  entwickelbar  in  die  Cauchy-Taylot^ sehe 
Reihe  [vgl.  pg.  34]: 

£  =  A  +  A,  a-y)  +  AAt  -  rY  +  ..... 

wo  J„,  A^j  A^,  ,  ,  .  Constanten  sind.  Auch  ist  die  erste  dieser 
Constanten,  nämlich  ^„,  noth wendiger  Weise  von  Null  iTrscIiiedeUj 
denn  sonst  würde  E  im  Mittelpunkt  y  der  Kreisfläche  91  verschwin- 
den, was  dem  Charakter  dieser  Function  widerspricht.  Durch  Sub- 
stitution dieses  Wertlies  von  E  geht  die  Formel  (15.)  über  in: 

( 16.)      /■  =  (5  -  }')"  [.lo  +  ^.  (g  -  y)  +  A,  ( g  -  yf  +  ...],     (auf  St). 
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Im  Allgemeinen   existiren  nmi   für   das   Flachenstück   U  {c,  0) 
ztcei  natürliche  Zustände.     Und  je  nachdem  man  für  ^(y,  t)  <len 
einen  oder  andern  wählt,  werden  y,  J;  zu  c,  ;?  entweder  in  der  Be- 
,j^^«ehung  stehen:  ,_,_(g_y)„, 

oder  aber  in  der  Beziehung: 

(IS.)  l^l  =  (g^y)n.^     [vgl.  pg.  96]. 

Dabei  repräsentirt  m  die  Anzahl  der  im  Punkte  c  mit  einander  zu- 
sammenhängenden Blätter.  Oder  mit  andern  Worten:  Es  wird  dabei 
c  als  ein  m-blättriger  Windungspunkt,  mithin  U  als  eine  w-blätt- 
rige  Winduugsfläche  angesehen;  so  dass  also  z.  B.  m  =  1  sein  würde, 
falls   c  ein  'gewohnlicher   Punkt,   mithin    U  einblättrig  sein  sollte. 

Man  kann  nun  schliesslich  den  aus  (17.)  respective  (18.)  für 
{t  —  y)  entspringenden  Werth  in  (16.)  substituiren,  ebenso  auch  in 
(15.).  Und  ebenso  wie  die  Formeln  (15.),  (16.)  gültig  sind  für  die 
Punkte  t  der  Fläche  S(,  ebenso  werden  die  durch  die  genannte  Sub- 
stitution sich  ergebenden  neuen  Formeln  gültig  sein  für  die  Punkte 
e  der  Fläche  U.  Alles  zusammengefasst,  gelaugt  man  daher  zu  fol- 
gendem Satz: 

Ist  die  Function  /*=  f(ji)  <mf  irgend  einem  Theil  ©  einer  Rie- 
mann' sehen  Kugd fläche  eindeutig  und  Us  auf  einzelne  Pole  stetig  y  so 
lassen  sich  die  Werthe,  welche  f  im  Bereich, Vi  irgend  eines  auf  © 
liegenden  Punktes  c  besitzt,  durch  die  Formeln  darstellen: 

(19.)        /--C*-")»^, 

/•=-  {g  -  c)^[A^  +  ^ («  —  c)»  +  ^(«  —  c)»  +  . . .], 
oder  auA  durch  feigende  Formeln: 


f 


(20.) 


(t-t)-^. 


2 


,_(i-i)-[A.+  A.(l-i)"+A.(i-:)-+...]. 

Dabei  bezeichnet  i^  die  Ordnungszahl  der  Function  f  im  Punkte  c,  und 
m  die  Anzahl  von  Blättern,  welche  in  c  mit  einander  zusammenhängen. 
Es  wird  also  z.  B.  m  =  1  sein,  falls  c  ein  gewöhnlicher  Punkt,  hin- 
gegen 2,  8, 4  etc.  sein,  falls  c  ein  Windungspunkt  erster,  Zureiter,  dritter 
«.  s.  w.  Ordnung  ist.  Femer  bezeichnen  E  =  E(z)  und  E  =  E  (i?) 
Pwnctumeny  die  a/uf  U  eindeutig,  stetig  und  nichtv  er  schwindend 
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simi.  Fmdlkh  lii:;.cicl/iin)  /!„,  ,1,.  A,,  .  .  .  inid  A,,,  Ai,  A_.,  .  .  .  ("H- 
stuntr  O^l'ficu-nlrn,  vii  <lciwit  ff.-ilMi'lit ,  ilrit^s  Af,  und  A,,  fcrsihialiu 
sin-l  von  Null. 

Von  tJiescit  lieiileii  DarslHIntujsifi'iKi'i}  (l'.t.)  und  i2".)  ist  nur  dii 
f.fsir  <jidiiij  für  r.  =  0,  mir  die  /:wi;itfi  für  r.  =  :»,  iiinifriini  'jUi'h- 
ccil'uj  dk  erste,  und  ::ivcili-,  ftilh  <■  /vrdcr  0  voch  co  i'sl.  [Vgl.  Jen 
Sittz  !)■!:.  HG,  il7.| 

BemerkuDg    —  I'i    B  luch  U    !      1  i  kt  s  c  lat  kein  f  ste«   kemf 
xIIp   iiei    lonneln   (1  i        ("0)   g.m  ii   cbiltlicbt         ou  1  r,   u       Ir  j  l 
mihn    I-omda     uia^Stidii      Dinkt  man        li  z    B    U  ,0  ^(  wählt     li 
Jie     I  le  Foiii  lI  (11  )  I  ir  ill     Punkt*-  von  U  „  It      o  «ird  im  AUgetuci    n 
U  no  h  «eitei  zu  itrkkinern  Bein    Ml    miu  i  lu  I    n  will    1 1«  die 
1  r  Formeln  (10     tur  all     P  mkte  \ot   \\U   Iti   k  it  bibe      Si>lci  es  erp  li 
»uh  unniittelbir  iu    der    \bl  itui  ^    li  h^r  1    ru  In 

Bei   der   BestijnmDng   der    Ordnnugs zahlen   in   ^^  biieu  sjeLi  11 
t  il!  n   kann   mau   ei  twed  i    dit  lorm  li    ilJ*     20)   li  niit?.ii    oler    l-r 
was  h  qiem  r  ist   dirii-t  auf  du,  in    S  )  „  p  beop  D  hiiition    lieatr  /  >\\ 
1  b  st  itzeu    unter  gkicb/PitmPr  Arwpndiing  des  'Satzes  (4) 
Eratea  Beispiel   —  Die  i  ui  ttiun 

)  ;  =  ]/.,;-c,)(.--0.--(:     ■'■..) 

\M.  eiuileiUifT  aiil  r.jnüv  r.,r. lUhm.uju'  Uicniauir^cb.'n  Ki.irvlHrichf  M  mit  il.'n 
WinduDgaiiiinkten  r,,  e,,  .  .  .  c..^.  Auuh  ist  ^il^  ibiselUät  iilii'rall  stflii;  I'i- 
auf  ~iiei  hei  ;  =  oo  Ueijcinle  Pnk  [vgl.  |)g.  83 1.  IVbonlies  besitzt  sii'  iviil 
;)!,  wie  der  Ausdruck  (a.i  >;pi;.'t,  im  (ian/.i'ii  •in  Xullpwitle,  iiliiulich  e, ,  ■■-. 
.  .  .  f^,,.  Kolglicb  ist  [Satz  (4.)]  'Iire  '.'iiliiuugszalil  negalir  in  .ji-uen  bei- 
d.;n  bei  ,:  =  '3C  liujjenileii  Punkten,  fenicr  jm^ViV  in  c, ,  c,,  ...  c..^.  n.id  .Y"" 
in  allen  .Vbci'/f«  Punkten  der  Flficb.-  ;H. 

Um  nun  dl..-  Ordnungszabl  /..  ß.  in  <■,  uliiin-  zu  be.stiuimen,  verset/,.n 
wirdusKereich  lUV,  ,  :.  die^.'s  l'miklr- mittelst  der  Kon.i.d  r  —  c,  =  ij--;,r. 
odrr  (indem  wir  d.,^  willkiirlii.h  /u  «iibluiide  ■/,  =  Ü  macben)  mittel.-t  .Lt 
i'infiH'beren  Formel 

-  -  ^-i   --  r 
ii^  seinen  iiatnrli<  b<Mi  /.i.t^iiid   K  [«,  ';);  wobei  der  Ausdruük  (u,)  die  l.ie.-laU 


/  =;y(<^,       ':  + 1^-  ''■,  -  -:,  + 

'^'■■■('■.  -'■=. +  r'. 

hiur  auftretende    WiirKidgrüs,..,.  i^t,   w 

i.^  .lie  Formel  (b.)  selWr  le 

^,  also,  ebenso  wie  f  und  i.   i»uf  «  e 

ii./f"(/;/.     lieberdies    ist  sie, 

blossT   Anbli<:k    7..dgt,  .<(.(;<;.   und   fü 

binreirbend  kleine  Wertbe 

ufb   nkliU-crx.)nr-.,..U...I.     Nii„mt   man 

1I...I   U    nn.l  %  hinieicbend  k 

hilt    die    Wuiv..-1-rn^,'...  »uf  -A  den    l.ba 

aktec  der  Fiinetioueu  K;   fO 

n  alKO  die  Forn^el  (1..,  aueb  s.,  >ebreil 

n  k^um: 

/■-(J-u)'. 

-;. 

.ran.   er.iebl   uuin    at.er   Ivf-I.  ,,;,■.  4IJ, 

diw  die   Fuuction  /  auf  « 

Functionen  auf  einer  Biemann'Bcheii  Eugelfläche.  Hl 

Funkte  {;  -=  0  die  Ordnungszahl  1  hat.  und  dieselbe  Ordnnngssahl  wird 
sie  also,  nach  (8.),  aach  auf  der  Fläche  U  in  dem  correspondirenden  Punkt 
;7  «s  Cj  besitzen.  In  solcher  Weise  ergieht  sich,  dass  die  Ordnungszahl  von 
f  in  jedem  der  Punkte  Cj ,  c, ,  ...  Cg^  den  Werth  1  hat, 

um  femer  die  Ordnungszahl  von  f  in  einem  der  beiden  Punkte  z=oo 

zu  bestimmen,  versetzen  wir  das  Bereich  U(cx>,  z)  eines  solchen  Punktes 

1         1 
mittelst  der  Formel  — ««  (f  —  y)»,  oder  (indem  wir  y  =«  0  mache  o) 

mittelst  der  einÜAcheren  Formel 

in  seinen  natürlichen  Zustand  9[(0,  i);  wobei  der  Ausdruck  (a.)  die  Gestalt 
annimmt: 

Id.)  z'  =  r*  yU^ci't)  (1  _  c,f) . . .  (1  _  cj^  ^, 

Die  hier  auftretende  WurzelgrOsse  ist,  wie  die  Formel  (d.)  selber  erkennen 

läset,  auf  %  eindeutig ^  femer,  wie  ihr  blosser  Anblick  zeigt,  auf  %  stetig 

und  für  hinreichend  kleine  Werthe   von  t  auch  nieJUverschwindend.    Sie 

hat  also  im  Bereich  9,  falls  man  dasselbe  hinreichend  klein  sich  vorstellt, 

den  Charakter  der  Functionen  E;  und  es  kann  daher  die  Formel  (d.)  auch 

so  ffeschrieben  werden:  .  _ 

.)  *^  /--(t-or"^. 

Hieraas  folgt  [vgl.  pg.  41] ,  dass  die  Function  f  auf  %  im  Punkte  {; »  0 
die  Ordnungszahl  ( —  n)  hat,  und  dass  sie  also  [nach  (3.)]  dieselbe  Ord- 
nungszahl auch  auf  der  Fläche  U  im  corre«pondirenden  Punkt  z  =^  (X>  he- 
sitzt.  8o  ergiebi  sich,  dass  f  auf  der  zweihlättrigen  Fläche  9i  in  jedem  der 
beiden  Punkte  z  ^^  oo  die  Ordnungszahl  (—  n)  hat. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt  nun  weiter,  dass  die  Summe  sämmt- 
licher  Ordnungszahlen  von  f  auf  der  Fläche  fH  gleich  Null  ist;  was  in 
Einklang  steht  mit  dem  Satz  (10.). 

Zweites  Beispiel.  —  Die  Function 


(f.)  f^'Y^z  —  c,)iz-  c.) ;; .  (z  -  C2^_i) 

ist  eindeutig  auf  einer  gewissen  zweiblättrigen  Biemann'schen  Engelfläche 
9%,  welche  2n  Windungspunkte:  c^ ,  c,,  ...  c^^^,  cx)  besitzt.  Auch  ist 
sie  auf  dieser  Fläche  fü  stetig  bis  auf  einen  im  Windungspunkt  z  ==  oo 
liegenden  Pol  [vgl.  pg.  84].     Ihre  Nullpunkte  befinden  sich  offenbar  in 

Analog  wie  beim  vorhergehenden  Beispiel  findet  man  nun  leicht,  dass 
diese  Function  f  in  jedem  der  Punkte  Ci ,  c, ,  .  .  .  c^,  ^  die  Ordnungszahl  1, 
und  dass  sie  femer  im  Windungspunkt  ir »  oo  die  Ordnungszahl  [— ( Sn—  1)] 
besitzt. 

§5. 

FortsetBimg.    AnwendTing  auf  die  gewöhnliche  einblättrige 

Engelfl&ohe. 

Die  gewohnliche  einblättrige  Eagelfläche,  von  welcher  das  dritte 
Capitel  handelte,  ist  oiBfenbar  nur  ein  Specialfall  der  Riemann'schen 


(LM.) 


(:>:>.) 
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;«eArblättrigen  Kugelflächen;  sodass  man  also  durch  Anwendung  des 
zuletzt  erhaltenen  Satzes  (10.),  (20.)  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 
Ist  die  Function  fiz)  auf  in/CHil  einem  Thcile  ©  einer  gno'hi- 
liehen  einhVittrigeyi  Kngel/Iäehe  eindeutig  mal  bis  auf  einzelne  Pole  sie- 
tig,  so  sind  die  WerfhCj  welche  f  im  Bereich  U  irgend  eines  auf  S 
liegenden  Punktes  c  besitzt,  durch  dir  Formeln  darstellbar: 

f==(^  —  cyE. 

f=  {z  -  ./'[A  +  A,(z  -e)  +  A,(z  -ey+  ..  .|, 
oder  auch  durch  folgende  Formeln: 

r=(:.-;,)"[^+*.(:--:.)+M; -;)'+■••]■ 

Dabei  bezeichnet  ^i  die  Ordnungszahl  von  f  im  Funkte  c.  Ferner  siml 
F  =•  F(z)  und  E  =  E(-c)  Functionen^  die  auf  II  eindeutig,  stetig 
und  )iichtverschivi)idend  sind.  Fndlich  sind  A^^j  A^,  A^,  ...  md 
Ao,  Aj,  Ag,  .  .  .  constante  Coefftcienten ,  von  denen  feststeht,  dass  4, 
und  A(,  verschieden  von  Null  sind. 

Von  diesen  beiden  Bar  stellungsweisen  (21.)  und  {22^  gilt  nur 
die  erste,  falls  c  =  0,  ferner  nur  die  zweite,  falls  c  =  oo  ist,  hin- 
ge/jcn  die  erste  und  ztveite,  falls  c  iveder  0  noch  oo  ist, 

Anwendung  des  Satzes.  —  Die  Fornieln  (21.),  (22.)  können  isofort 
dazu  dienen,  um  die  Ordnungszahlen  einer  gegebenen  Function  zu  W- 
stimmen.     Wir  wählen  als  Beispiel  die  Function 

(^  -  CT 

WO  a,  6,  c  positive  ganze  ZaJden  sein  sollen.  Alsdann  ist  f  eine  ro/totjo/e 
Function  von  c",  mithin  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  eindeutig  und  his 
auf  einzelne  Pole  stetig  [Satz  pg.  59]. 

Die  Nulli>unkte  und  Pole  dieser  Function  /'liegen  offenbar  bei  z^Ä, 
z  ='  Üy  z  =  Cy  :  =  oo.  Uud  zwar  sind  z  =  A^  z  =  B  sicherlich  Null- 
punkte, ferner  .:  =-  C  sicherlich  ein  Pol,  während  es  noch  von  der  nähe- 
ren Beschaffenheit  der  Zahlen  a,  /;,  c  abhängt,  ob  :;  =  oo  ein  Pol  ocler 
Nullpunkt  oder  keines  von  beiden  ist.  Jedenfalls  ist,  nach  (4.),  die  Ord- 
imngszahl  von  f  iu  jedwedem  Punkte  z  =  A,  z  =  B ^  z=C^  z  =  OO  eine 
ganze  Zahl,  und  in  allen  übrigen  Punkten  der  Kugelfläche  gleich  Kuli- 
Mau  kann  nun  die  Function  /'  ganz  allgemein  in  folgende  Gestalten  ver- 
setzen : 

(«.)  /■=(.--  A)"  [(:  -  /.')'■  (:  -  C-'l , 

m  I  =  ('-  -  Bf  [(-  -  Af  (.-  -  (')-'■] , 
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(7.)  /•=.(«_  C)-' [(z  -Afiz^  Bf], 

«■)    '-(T-ir'^'[(-4)"c-#y(-?n- 

ßringt  man  diese  Formeln  respective  auf  die  Bereiche  %,  9,  @,  ^  der 
Pankte  z=BA,z='B,z=»C^e^^<x>in  Anwendung,  so  sieht  man  z.  B., 
dass  der  in  (a.)  in  eckige  Klammem  eingeschlossene  Ausdruck  auf  ^  den 
Charakter  einer  Function  E  besitzt.  Somit»  folgt  aus  (a.),  mit  Hinblick 
aaf  (81.),  dass  f  im  Punkte  z  ^  Ä  die  Ordnungszahl  a  hat.  und  gleich- 
zeitig ergiebt  sich  in  analoger  Weise  aus  (ß.),  (y.),  (^.),  dass  f  ia  z  ^  B, 
z  t=^  C^  2r  »  cx)  respective  die  Ordnungszahlen  6,  (—  c)^  [<^  —  (<>  +  h)] 
besitzt.  ' 

Die  Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen  ist  mithin  ss  o,  was  in  Ein- 
klang  steht  mit  dem  allgemeinen  Satz  (10.). 

§6. 

Ueber  die  rationale  Verbindung  mehrerer  Funotionen»  die  auf  ein 
und  derselben  Biemann'schen  Eugelfläohe  ausgebreitet  sind. 

Ganz  analog  den  früher  gefundenen  Sätzen  pg.  46  ergeben  sich 
für  die  Riemann'sche  Eugelfläche  folgende  Sätze: 

Sind  die  Fundionen  f^  =  f^{js),  f^  =  f^{d),  .../*»  =  /*«  {z)  auf 
irgend  einem  TheU  @  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche  eindeutig  und 
his  auf  eineeine  Pole  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  jedwedem  Ausdruck: 

(23.)  ^»Ratf.  (/;,/;,.../;), 

der  aus  /l;  ^;  •  •  •  fn  OMf  rationale  Weise  zusammengesetzt  ist,  also 
z,  B.  auch  von  den  Ausdrücken: 

(2^)  F^fj,...f,  und  g  =  -/^-::ii^, 

falls  man  nur  über  F^,  F^,  ...  Fp  dieselben  Voraussetzungen  macht, 
tcie  Ober  f^,  /i,  .  .  .  fn. 

Sind  femer  fi^,  ii^,  .  .  ,  i^n  und  Mj,  Mg,  ...  Mp  die  Ordnungs- 
zahlen der  Functionen  f^,  f^,  .  .  .  fn  und  F^,  F^,  .  ,  ,  Fp  in  irgend 
einem  Funkt  c  des  Flächentheils  ©,  so  werden  die  dortigen  Ordnungs- 
zahlen  von  P  und  Q  lauten:  * 

(25.)  (fti  +  |ii,...+fi,)    und    [(fti  +  /i2...  +  fAi.)  — (Mi  +  Mj.-.  +  Mp)]. 

Zu  den  Ftmdionen  f,  F,  auf  welche  diese  Sätze  anwendbar  sind, 
gehört  selbstverständlich  auch  diejenige,  deren  Werth  auf  @  überall 
=  1,  deren  Ordnungszahl  also  daselbst  überall  =^0  ist;  woraus  z.  B. 

folgt,  dass  ¥  und  -^  überall  entgegengesetzte  Ordnungszahlen  haben. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ergiebt  sich  sofort  aus  dem  Umstände,  dass 
die  Eigenschaften  der  Eindeutigkeit^  der  Stetigkeit ,  der  polaren  Unstetig- 

Na Q mann,  Ab«riehe  Integrale.  S.  Aufl.  8 
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steti<iJ:(if ,  und  ebenso  auch  die  W'rrtJie  ihr  Ordnungszahlen  beim  Ueber- 
<,'aDge  vom  ursprünglichen  zum  natürHchen  Zustande,  oder  auch  umgekehrt 
})eim  Üebergang«;  vom  natürlichen  zum  ursprüuglichen  Zustand  j) er wiat«e»i f 
sind.     [Vgl.   die  Bemerkung  pg.  luo.  | 

l^^ö  sei  nun  das  P>ereich  des  Punktes  c  in  seinem  ursprünglichen  und 
natürlichen  Zustande  respective  mit  U(c,  :)  und  3l(y,  ^)  bezeichnet.  Als- 
dann sind  die  Functionen  f\  ,/!,,..■  I\^  auf  U  im  Punkte  c  eindrutig  und 
sidiij,  respective  polariinstetif/.  Dieselben  Eigenschaften  besitzen  daher  dief^e 
Functionen,  zufolge  der  genannten  Permanenz,  auch  auf  %  im  Punkte  y. 
Dieselben  Eigenschaften  besitzt  daher,  zufolge  des  Satzes  pg.  46,  auf  ^ 
im  Punkte  y  auch  der  rationale  Ausdruck: 

'V  =  Uatf.  (/;,/:,,. . ./;,). 

Dieselben  Eigenschaften  besitzt  daher  dieses  M\  zufolge  der  genannten  Per- 
manenz, auch  auf  U  im  Punkte  c.  I'nd  hiermit  ist  der  Sat:  (2:^.)  hewicsen. 
Was  den  Satz  über  P  in  (24.)  betrifft,  so  i.>t  Folgendes  hiuzuzufiig«'n: 
Da  «,  ,  a, ,  .  .  .  a^^  die  Ordnungszahlen  der  Functionen  /", ,  /!, ,  •  •  •  /„  '^^'^^ 
U  im  Punkte  c  sein  sollen,  so  werden  sie,  zufolge  der  genannten  Perma- 
nenz, zugleich  auch  die  Ordnungszahlen  dieser  Functionen  auf  ^Ä  im  Punkte 
y  vorstellen.     Hieraus  ergiebt  bieh,  vermittelst  dey  Satzes  pg.  46,  dass  die 

Summe:  ,  , 

(i,  +  iij  .  .  .  +  ^„ 

die  Ordnungszalil  des  Productes 

-f' = /l /:.-•• /;, 

auf ':}l  im  Punkte  y  vorstellt.  Imd  hieraus  ergiebt  sich,  zufolge  der  erwähn- 
ten I*ermanenz,  dass  jene  Summe  gleichzeitig  auch  die  Ordnungszahl  von 
1*  auf  U  im  Punkte  c  re|>riisentirt.  Hiermit  ist  der  Sat:  (24.),  so  weit  er 
P  betrifft,  })eu:iesen.     U.  s.  w. 

Ist  irgend  eine  «-blättrige  Kiemann  sehe  Kugel  fläche  9^  gegeben, 
so  wird  die  durch  z  selber  dargestellte  Function,  d.  i.  die  Function 
/"=  Zj  in  je  n  übereinander  liegenden  l\inkten  dieser  Fläche  9i  einer- 
lei Werth  haben.  Wie  denn  aucli  sei,  —  jedenfalls  wird  sie,  falls 
man  auf  9t  irgend  einen  einzebien  Funkt  niarkirt,  daselbst  immer 
nur  einen  Werth  haben,  also  auf  9{  eutdeulM/  sein.  Ueberdies  ist 
sie  auf  9t  überall  stetifß,  ausser  in  den  bei  z  =  oo  übereinander  lie- 
genden Punkten  yl,  7>,  (\  ...  (deren  Anzahl,  je  nacli  Umständen, 
=  u  oder  <  i?  ist).  In  jedem  dieser  l\inkte  yl ,  i>,  (Jj  .  .  .  ist  die 
Function  /=  z  nnendlieh ,  also  unstet hj,  jedoch  in  solcher  Weise  un- 
stetig, dass  ihr  recii)roker  Werth         im  Bereich   des  Punktes  stetig 

bleibt.     Ihre  Unstetigkeits]»uukte  A,  B ,  C,  .  .  .  sind  also  Pole. 

Wir  sehen  srnnit,  dass  die  Funefion  /'=  z  an/jeder  lUemannschefi 
(2G.)  Ki((jelfläe/iej   nuuj  diese   nnn  heseha/fe>t  seht,  wie  sie  ivollc,   eindeutig 
und  bis  auf  einzelne  Folc  stetig  ist.     lud  (iteiehes  (jilt  daher  [zu- 
folge (23.jJ  aueh  von  jedem  Äusdrueh: 
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¥  =  Ratf.  (^); 

der  von  z  auf  rationale  Weise  ahJiängL 

üebrigens  sind  die  Ordnungszahlen  einer  solchen  rationalen 
Function  von  £!,  je  nachdem  man  sich  dieselbe  auf  einer  n-blätt- 
rigen  Riemaim'schen  Kugelfläche  91  oder  aber  auf  der  gewohnlichen 
emblättrigen  Kugelfläche  r  ausgebreitet  denkt,  wesentlich  verschie- 
den.    Es  gilt  nämlich,  wie  man  leicht  übersieht,  folgender  Satz: 

Sind  P  und  p  irgend  zwei  correspondirende  Punkte  von  SR  und  r, 
d,  i.  zwei  PurJcte,  die  dieselben  Coordinaten  besitzen,  und  ist  m  die  An- 
zaJd  der  im  Funkte  P  zusammenhängenden  Blätter  [mithin  P  selber 
27. j  ein  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ordnung],  so  wird  die  Ordnungszahl 
einer  beliebig  gegebenen  rationalen  Function  von  z,  bei  ihrer  Aus- 
breitung auf  SR,  im  Punkte  P  stets  m-mäl  so  gross  sein,  als  sie,  bei 
einer  Ausbreitung  der  Function  auf  r,  im  Punkte  p  sein  würde. 

In  der  That  ergiebt  sich  der  Beweis  dieses  Satzes  unmittelbar 
durch  Anwendung  der  früher  gefundenen  Formel  (9.),  pg.  106. 

§  7. 

üeber  Fnnotionen,  die  auf  einer  Biemann'BOhen  Eugelfläohe  ein- 
deutig und  lüs  auf  einzelne  Pole  stetig  sind«    Beguläre  Funotionen. 

Die  Function  f^=f{z)  sei  auf  einer  gegebenen  Riemann'schen 
Kugelfläche  SR  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Zufolge  der 
vorhergehenden  Sätze  [pg.  113]  gilt  alsdann,  wenn  A  irgend  welche 
Constante  vorstellt.  Gleiches  von  der  Function 

q>  =  f—A. 

Diese  neue  Function  q>  wird  stets  und  nur  dann  =  oo,  wenn  /"=  cx) 
wird.  Sie  besitzt  also  mit  f  dieselben  Unendlichkeitspunkte,  d.  i. 
dieselben  Pole.  Auch  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  q)  und  f  in  jedem 
solchen  Pol  dieselbe  Ordnungszahl  haben. 

Ist  nämlich  c  irgend  ein  Pol  der  Function  /*,  femer  ( —  p)  ihre 
dortige  Ordnungszahl,  und  bezeichnet  man  das  Bereich  des  Punk- 
tes c  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustande  respective 
mit  Vi{c,z)  und  Ä(y,  J;),  so  wird  die  Function  f  auf  ?[  darstellbar 
sein  durch  die  Formel: 

f={t-yr^E,    (auf«), 

wo  £eine  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindende  Function  vor- 
stellt.   Hieraus  folgt,  was  die  neue  Function  betrifit: 

9-it-r)-''£-A,     (auf«), 

8» 
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oder  anders  gesell  rieben: 

9  =  (t-  y)-'' [1^  -Ä(t^  yyi  (auf  91). 
Der  hier  in  der  eckio;en  Klammer  enthaltene  Ausdruck  reducirt  sich 
für  t  =  y  a^if  -^?  ^^ii^^l  besitzt  also,  ebenso  wie  £  selber,  im  Paukte 
y  einen  yo?«  Null  verscliiedetum  Werth,  mithin  in  der  unmittelbaren 
Nachbarschaft  von  y  ebenfalls  von  Null  verschiedene  Werthe.  Er 
repräsentirt  daher,  falls  man  21  hinreichend  klein  nimmt,  eine  Func- 
tion, die  auf  2(  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend  ist.  Be- 
zeichnet man  demgemäss  diesen  Ausdruck  mit  E,  so  ergiebt  sich 

wobei  allerdinj^is  das  u:e<?enwärtige  Bereich  91  im  Allgemeinen  klei- 
ncr  ist,  als  das  in  der  vorhergehenden  Formel  zu  denkende  9t. 

Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  ergiebt  sich  aus  dieser  letz- 
ten Formel,  dass  die  Function  (p  auf  91  im  Punkte  y,  mithin  auch 
auf  U  im  Punkte  c,  die  Ordnungszahl  ( — ^0  besitzt.     Q.  e,  d. 

Ist  also  die  Function  f  =  fiz)  auf  einer  Iliemann  sehen  KwjeJ- 
fUiehe  9t  eindeutig  und  bis  auf  einzchw  Pole  stetig,  so  gilt  Gbichts 
{2><.)  auch  von  der  Function  (p  ==  (f  —  A),  falls  A  eine  beliebig  gegebene 
Consta nte  vorsfdlt.  Und  Zivar  Kcrden  auf  der  Fläche  9t  die  Pok 
und  dir  Ordnungszahhn  dieser  Pole  für  die  Function  f  genau  diesel- 
ben sein^  wie  für  die  Function  cp  =  (/  —  A), 

Denkt  man  sich  also  | ebenso  wie  früher  (11.),  (12.)]  die  Pole 
in  \ii\xiQY  einfache  oi^v  elementare  Vo\q  aufgelöst,  so  kann  man  sagen: 
Die  elementaren  Pole  der  Function  f  sindy  ihrer  Anzahl  und  Lage 
nach,  identisch  mit  den  eleme)daren  Polen  der  Function  (f  —  A),  Be- 
zeichnet man  diese  den  beiden  Functionen  f  und  (/' —  A)  gemein- 
schaftliche Anzahl  elementarer  Pole  mit  q,  so  ist  [zufolge  (12.)J  die 
Anzahl  der  elementaren  Nullpunkte  für  jede  der  beiden  Functionen 
/'  und  {f  —  Ä)  ebenfalls  =  q.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz : 

Ist  die  Function  f=f{z)  a\if  einer  Iliemann  seilen  Kugel jlücltt^ 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig ^  so  wird  die  Anzahl  ihrer 
elementaren  Pole  ebenso  gross  seiji,  nie  die  Anzahl  ihrer  elementaren 
(29.)  Nullpunkte j  uml  auch  djcnso  gross  sein,  wie  die  Anzahl  ihrer  elenwn- 
tann  A-P unkte.  Dabei  sind  unter  diesen  letztem  die  elementaren  Null- 
jfurdde  der  Furution  (f  —  A)  zu  verstehen ,  wobei  A  eine  tvillkürlich 
gegebene  konstante  vorstellt. 

Dieses  System  der  A-Punkle,  welelies  für  ^  =  0  in  das  der  Null- 
punkte ^  und  für  yl  ==  :x)  in  das  der  PoU'  oder  Unendlichkeitspunktc 
übergeht j  mag  hinfort  kurzweg  als  ein  System  von  Niveaupnnkten 
bezeirhnct  Werden. 
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Ueberdies  wird  es  zur  Abkürzung  zweckmässig  sein,  wenigstens 
hin  und  wieder,  noch  einen  andern  Ausdruck  einzuführen,  entspre- 
chend der  folgenden 

Deflnition.  —  Eine  Fundion  /*=  f(e),  die  auf  irgend  einer  Fläche 
(30.)  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  isty  soll  als  eine  auf  jener 
Fläche  reguläre  Function  bezeichnet  u^erden. 

Insbesondere  sollen  die  auf  einer  Riemann'schen  Kugel  fläche 
regulären  Functionen  in  Functionen  erster,  zweiter,  dritter  u.  s.  w,  Ord- 
nung eingetheilt  werden,  je  nachdem  die  Anzahl  ihrer  elementaren  Pole 
«=  1,  2,  3  u.  s.  w.  ist. 

Dabei  bleibt  allerdings  dahingestellt ,  ob  z.  B.  eine  reguläre 
Function  erster  Ordnung  für  eine  beliebig  gegebene  Biemann'sche 
Kugelflache  stets  ezistiren  wird,  —  eine  Frage,  zu  deren  Beant- 
wortung sich  erst  später  die  erforderlichen  Mittel  ergeben  werden. 
~  Unter  Anwendung  dieser  neuen  Ausdrucksweise  lautet  nun  der 
Satz  (29.)  folgendermassen. 

Ist  die  Function  /*=  f{z),  mit  Bezug  auf  eine  gegd>ene  Rie- 

tnanWsche  Kugelfläche  9t,  eine  reguläre  FunctUm^qter  Ordnung,  so 

(31. j  besteht  jedwedes  Niveaupunktsystem  der  Function  aus  q  Punkten.  D.  h, 

sie  besitzt  au/*. 91  q  elementare  Pole,  d)enso  q  elementare  Nullpunkte,  und 

dbenso  allgemein  q  elementare  A-Punkte. 

§8. 

Eine  Function  f(z)9  die  auf  einer  Biemann*BOhen  Kugelflftche  ein- 
deutig und  stetig  ist,  wird  nothwendiger  Weise  eine  Oonstante  sein. 

Die  Function  f  =  f{z)  sei  eindeutig  und  stetig  auf  einer  n-blätt- 
rigen  Biemann'schen  Eugelfläche  91.  Femer  sei  <t>(jer)  die  Summe  der- 
jenigen Werthe  fu  f^^  •  •  •  fnj  welche  /*in  je  n  übereinander  liegen- 
den Punkten  z  der  Fläche  91  besitzt: 

«»>(«)-/;+ A  •••+ A- 

Verpflanzt  man  nun  die  Werthe,  welche  0(jer)  auf  91  besitzt, 
nach  den  correspondirenden  Punkten  der  einblättrigen  Eugelfläche  r 
[wobei  unter  correspondirenden  Punkten  solche  verstanden  werden 
sollen,  die  einerlei  Coordinaten  besitzen],  so  wird  ^{z)  auf  r  über- 
all eindeutig,  und  [zufolge  der  über  f  gemachten  Voraussetzung]  da- 
selbst auch  überall  stetig  sein.  Folglich  [Satz  pg.  61]  ist  ^{z)  eine 
Conslante.   In  solcher  Art  lässt  sich  zeigen,  dass  jeder  der  Ausdrücke: 

/ i    "7"  /i   •  •  •  "7"  /«  > 


/;'+/•,'..•+/■. 


9 

n  } 


IIS  Fünftes  Capitel. 

f?  + 1? . .  •  +  /;% 


/,"  +  //'  .  .  .  +  /." 
((mdnnt  ist.     Gleiches  gilt  daher  auch  von  /, ,  /ö,  .  ,  .  f»  selber,  mit- 
liin   von  allen  Werthen  der  Function  f.     Also  der  Satz: 
(32.)  Ist  dif  Ftuidion  /*=  f{z)    auf  einer  luemann  scheu  KugellUichc 

iiherall  eindeutifj  und  sfetif/y  so  ist  sie  eine  (Jon staute. 

Um  diesen  Satz  weiter  anzuwenden,  betrachten  wir  jetzt  zwei 
Functionen  f=f(;:)  und  q)  =  q)(,:)y  die  auf  ein  und  derselben  Kie- 
niann'schen  Kugel  Hache  9i  eimlrntii)  und  liis  au/'  euiztine  Poir  strtkj 
sein  mögen.     (Ueiches  gilt  alsdann   |nacli  (-4.^|  von  dem  Quotienten 

Haben  insbesondere  /*  und  cp  auf  9t  überall  diesettfOi  Ordnungszah- 
len, so  sind  die  Ordnungszahlen  dieses  (Quotienten  [zufolge  (25. i| 
sämmtlich  =  0.  Es  wird  daher  in  diesem  Falle  jener  Quotient 
l:ei)i(  Fo/e  liaben  kimnen,  mithin  auf  9{  allenthalben  eindeutig  und 
stetig,  also  Inaclr  (o2.j|  eine  Constante  sein.     Also  der  Satz: 

I'^s  S('i<')i  f  =  f{z)  und  (p  =  (p{z)  zwei  FuNctionen,  die  auf  eiurr 
(jefjcljeiieu  Jliemannsclun  Kwjeljläelte  9t  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
(^y^.)  Vole  stetig  sind.  Besitzen  nun  dirse  thidrn  Fnnetionen  auf  9t  diese}- 
tjrn  Fote  und  Nullimnkte^  und  idxrdies  in  jrdr)n  solchn  Fol  oder  NhU- 
]U(nl't  dieselbe  Ordnanffszald ,  so  Icönnen  sie  sieh  nur  durch  einen  eon- 
stauten  Factor  unterscheiden, 

Beispiel.  —  Die  ^'etuiuloneu  Sätze  sind  solbstverständhch  auch  an- 
wendbar auf  die  gewöhnliche  ( iuhlättriffe  Kugelfliiche,  welche  r  heissen 
mag.  Ks  sei  nuu  /' =  f  U)  auf  r  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  ste- 
tig. Ob  diej^e  Function  /"  im  Punkte  z  =  (X^  einen  Pol  oder  einen  Null- 
l>unkt  oder  keines  von  beiden  hat,  sei  unbekannt.  Ihre  sonstigen  Pole  und 
Nullpunkte  aber  mögen  promiscue  mit  c^  ,  c. ,  .  .  .  c  und  ihre  dortigen 
Ordnungszahlen  mit  u,  ,  fx,  ^  .  ,  .  /X;^  bezeichnet  sein.  Alsdann  ist  ihre  Ord- 
nungszahl M  in  jenem  Punkte  :-  =  cx)  sofort  angebbar;  denn  sie  muss 
[zufolge  des  Satzes  (lO.)J  der  Relation  entsprechen: 
{cc.)  (ji^  4_  a,^  .  .  .  -}-  u^  +  M  =  0. 

Bildet  man  jetzt  die  rafi-onalc  Function: 

,p  =  (:--  r,V"(-        c,)"'.  ..(-  -c,/V, 

so  wird  dieselbe  ebenfalls  auf  r  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  l'ole  stetig 
sein  [zufolge  des  Satzes  j^g.  59].  Auch  wird  ihre  Ordnungszahl  in  c, ,  c.2, 
.  .  .  c\^  re^^pective  durch  ft,  ,  u, ,  .  .  .  a  ,  und  im  Punkte  z  =  oo  durch  eine 
Zahl  M'  dargestellt  sein,   die  zn   fi, ,   u,,  .  .  .  fi     in   der  Eieziebung  st^ht: 

''P  ^  «1  +  f^.  •  •  •  +  ^,  +  M'  =  0. 
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In  der  Thai  ergiebt  sich  diese  Relation  (ß.)  in  genau  derselben  Weise, 
wie  sich  vorhin  die  Relation  (a.)  ergab. 

Ans  (a.)  nnd  (ß,)  folgt  sofort:  M  »  M'.  Demgemäss  haben  die  beiden 
Fanctionen  f  nnd  (p  überall  dieselben  Ordnangssahlen.  Und  hieraus  folgt, 
mittelst  des  Satzes  (83.),  dass  sie  sich  nnr  durch  einen  constanten  Factor 
unterscheiden  können;  sodass  man  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Es  sei  /■=  f{z)  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugelfläche  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Bezeichnet  man  alsdann^  nach  Aus- 
schluss des  Punktes  ^»cx>,  alle  übrigen  Pole  und  Nullpunkte  dieser  Func- 
tian  promiscue  mit  c, ,  c^,  .*.  .  c^,  und  ihre  dortigen  Ordnungszahlen  mit 
f»iy  fiy,  .  .  .  fi^,  «0  wird  die  Function  den  Werth  Jiaben: 

7.)  f^K{z-c,r'(is-c,r' . . .  (^-cp'-p, 

wo  K  eine  Constante  ist,  —  Man  sieht,  dass  dieser  Satz  in  Einklang  steht 
mit  dem  frdher  auf  pg.  63  erhaltenen  Satz. 

§  9. 

Sine  Ftinotion  /*(^)«  die  auf  einer  Biemann'sohen  Kngelfläche 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist,  wird  stets  eine 

algebraische  Function  von  js  sein. 

Die  Function  f  ==^  f{e)  sei  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole 
stetig  auf  einer  n-blättrigen  Biemann'schen  Kugelfläche  9i-,  ferner 
sei  O  asa  <t)(jef)  das  Product  derjenigen  Werthe  /i,  /i,  .  •  .  /«,  welche 
/*  in  je  n  übereinander  liegenden  Punkten  z  der  Flache  91  besitzt. 

Verpflanzt  man  sämmtliche  Werthe  der  Function  f  von  den 
Punkten  der  Fläche  91  nach  den  correspondiren^en  Punkten  der  ge- 
wohnlichen einblättrigen  Kugelfläche  r,  so  wird  offenbar  das  Product 

auf  r  überall  eindeutig  sein.  Dabei  sind  [ähnlich,  wie  schon  früher] 
unter  correspondirenden  Punkten  solche  zu  verstehen,  die  dieselben 
Coordinaten,  mithin  auch  dasselbe  z  besitzen. 

Um  die  Stetigkeit  resp.  Unstetigkeit  von  0  auf  der  Fläche  r 
zu  untersuchen,  nehmen  wir  für  z  irgend  einen  beliebigen  Werth 
z  ^=i  c^  und  markiren  auf  beiden  Flächen  91  und  r  die  durch  z^==  c 
sich  bestimmenden  Punkte.  Diese  können  auf  91  zum  Theil,  oder 
vielleicht  auch  alle,  Windungspunkte  sein  und  mögen  bezeichnet 
werden  mit  P^,  Pg,  ...  P^\  und  gleichzeitig  mag  die  Anzahl  der 
Blätter,  welche  in  jedem  dieser  Punkte  mit  einander  zusammenhängen, 
bezeichnet  werden  redpective  mit  m^,  mg,  .  .  .  m^;  sodass  also  P« 
ein  Windungspunkt  (wx  —  1)**'  Ordnung  ist.  Andererseits  mag  der 
durch  ;?  a»  c  auf  t  sich  bestimmende  Punkt  p  heissen. 
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^*.i 


••  :ü^, : 


Sind  nun  U^,  U_,,  ...  U,,  die  Bereiche  der  Punkte  P^.  P^,  . . .  P„, 
so  wird  die  Function  /',  zufolge  der  Formel  l^lO.j  des  Satzes  pg.  l'^i*. 
auf  lU  darstellbar  sein  durch: 

f35.j  f={z-c)"^'E,     (auflU, 

'WO  ftx  die  Ordnungszahl  von  /'  im  Punkte  P^  vorstellt. 

Schreibt  man  diese  Formel  der  Reihe  nach  hin  für  m,  über- 
einander liegende  Punkte  z  der  Fläche  11^,  so  erhält  man  m,.  (rlei- 
chuntren  von  der  Gestalt: 


^y 

Tt, 


m.) 


etc.     etc., 
und  aus  diesen  durch  Multiplication: 

wo  z.  J5.  f\  / '  .  .  .  die  VVerthe  von  /'  für  jene  m^  übereinander  lie- 
genden l*unkte  z  vorstellen,  und  Analoges  in  Bezug  auf  E,  £' . . . 
zu  bemerken  ist. 

Schreibt  man  jetzt  diese»  speciell  für  lU  gebildete  Formel  (3(\) 
der  Keihe  nach  hin  für  U^,  ll>,  .  .  .  li,,  so  erhält  man  im  Ganzen 
Q  solche  Formeln,  und  aus  diesen  durch  Multiplication: 

(P>7.)  /i/:  .../„  =  (-  —  c'j"'+^'^  •  •  •  +  ."c'  E, 

wo  /,,/[>,...  /n  die  Werthe  von  f  in  den  auf  der  Bläclie  91  über- 
einander liegenden  n  J*unkten  z  vorstellen.  Diese  Formel  (37.)  nimmt 
dalH'r  mit  Rücksicht  auf  (34.)  die  Gestalt  an: 

(3'^.;  0  (Z)  =  (Z  —  6*)"'+^^  •  •  •  +^>E, 

wo  das  E  eine  Function  von  z  bezeichnet,  die  (ebenso  wie  E^  E\  .  . .) 
sf.cfif/  und  nichtvcrschivindcyul  ist. 

Aus  (38.;  folgt  nun  sofort,    dass   im  Bereich  u  des  Punktes  j* 

(yiljvf'drr    O    selber    oder         stetig    ist,   je    nachdem    die   ganze  Zahl 

(a^  -f-  (i^  +  •  •  •  +  ^^')  <^*iJi<*ii  positiven  oder  negativen  Werth  bat.  Wtr 
srhrn  soinit,  dass  die  Emieti<m  0  auf  der  einhJättriyen  KugdfläcJiC  X 
iit.  jedwcdmt  Ihmld  2)(z  =  c)  eniiveder  stetig ,  oder  aber  polarun- 
siel  ig   ist. 

Dabei   ist  allerdings  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  den 
Punkt  ]i  besiimmencb;  Constante  c  endlieh  sei.    Für  den  F'all  c  ==  oc 
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gelangt  man  aber,  wie  leicht  zu  fibersehen  ist,  zu  genau  demselben 
Resultate y  falls  man  nur  bei  Anwendung  des  Satzes  pg.  109  nicht 
die  Formel  (19.),  sondern  die  Formel  (20.)  benutzt  —  Die  Function 
<t>  =  0  (jer)  ist  also  auf  der  einblättrigen  Eugelfläche  r  überall  ein- 
deutigy  und  bis  auf  einzelne  Pole  daselbst  auch  überall  stetig.  Folg- 
lich ist  sie  [Satz  pg.  63]  eine  rationale  Function  von  g.  Also  der  Satz: 
Ist  die  Function  f'^fiz)  auf  einer  n -blättrigen  Riemann* sehen 
Kugelfläche  91  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  und  versteht 
man  unter  /J,  /^g,  . . .  fn  die  Werthe  von  f  in  je  n  übereinander  liegen- 
den Punkten  der  Fläche  SR,  so  wird  das  Product  dieser  n  Werthe: 

(39.)  <J>  =  /i/i  .  .  .  fn 

stets  eitle  rationale  Function  von  z  sein. 

Die  Ordnungszahlen  dieser  rationalen  Function  O  stehen  zu  denen 
von  f  in  einfacher  Beziehung.  Denkt  man  s^ich  nämlich  0  auf  der 
gewöhnlichen  einblättrigen  Kugelfläche  X  ausgebreitet,  so  unrd  die  Ord- 
(-10.)  nungsjsahl  von  O  in  irgend  einem  Punkte  z  =  c  der  Fläche  r  stets 
gleich  der  Summe  derjenigen  Ordnungszahlen  sein,  welche  f  auf  der 
i  lache  91  in  den  daselbst  bei  z  =^  c  übereinander  liegenden  Punkten 
besitzt.  Dieser  Zusatz  ergiebt  sich  nämlich  sofort  aus  der  in  (38.) 
erhaltenen  Formel. 

Da  f  auf  9t  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein  soll, 
so  gilt  [nach  (28.)]  Gleiches  auch  von  (/"+  A),  (f+B),  ...,  falls 
nämlich  Ä,  B,  . . ,  irgend  welche  Constanten  sind.  Durch  Anwen- 
dung des  Satzes  (39.)  ergiebt  sich  also,  dass  die  Producte: 

H>=^(f,  +  A)(f,  +  Ä)...(f,  +  Ä), 

V  =  (/;  +  -B)  (/;  +  B) . . .  (fn  +  B), 

etc.     etc.     etc. 
rationale  Functionen  von  z  sind.     Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung: 

F,=f,+f,  +  ...  +  fn, 
41.)  ^8  =  /l/i  +  /l^3  +  •  •  •  fn^lfny 

J^n^'^  /l/jj  '  »  •  Inj 

SO  kann  man  diese  Grossen  O,  V,  .  .  .  auch  so  schreiben: 

.^2N  CD  =  ^-  +  F,^-^  +  F,Ä^^ . . .  +  Fn-iA  +  Fn, 

V  =  j5-  +  F,B--^  +  F,B--^ . . .  +  Fn^iB  +  F^, 

etc.     etc.     etc. 
Denkt  man  sich  im  Ganzen  n  solche  Ausdrücke  <t>,  ¥, . . .  gebildet, 
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und  dabei  die  ii  Con.stanteu  A,  Bj  .  .  .  iu  beliebiger  Weise  fixirt, 
so  kann  man  die  n  Gleichungen  (42.)  nach  F^^  F^^  .  .  .  Fn  auflösen, 
und  wird  auf  diese  Weise  l'iir  diese  F^^  F^y  .  . ,  Fn  Werthe  erhalteu, 
welche,  ebenso  wie  die  0,  M',  .  .  .  ,  rationale  Functionen  von  z  sind. 
Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f=f{z)  auf  einer  n-hlüttri(jen  Iiiemann  sehen 
Kugeltläehe  9i  eindrutit/  und  bis  auf  einzelne  Fole  stetig,  und 
versteht  man  unter  /j,  /J.,  .  .  .  f^  die  Werthe,  welche  f  in  je  n  über- 
einander lief/endm  Vunläen  z  der  Fliichc  5R  tjesitzt,  so  werden  diese  /), 
/j;  •  •  .  fn  strts  die    Wurzeln  einer  Gleiehunfj  ?i^''"  Grades  sein: 

(43.)  /■«  -  7';/'"-  '  +  F,r^~'  _  +  ...  +  (-  i)n/;  =  0, 

denn  Coeffieienten   7^\,  F^,  ...  Fn  rationale   Functionen  von  z  siml 
Oder  kürzer  ausgedrückt:  Jst  die  Function  f  ==  f(z)  auf  irgend 
(44.)  einer   Iiiemann  sehen   Kugel/läche   eindeutig   und  his   auf  einzelne  Pole 
stetig j  so  wird  sie  jederzfit  eine  algebraische  Function  von  z  sein. 

Ueber  die  Differential  quo  tienten  solcher  Functionen  f(z),  die  auf 
einer  Riemann'schen  Kugelfläcbe  ausgebreitet  sind. 

Der  gegenwärtige  i^aragraph,  welcher  an  und  für  sicli  wenig 
Interesse  darbieten  dürfte,  soll  hauptsächlich  dienen  als  Stützpunkt 
für  spätere  Betrachtungen. 

Die  Functioji  f=f(z)  sei  auf  irgend  einein  Theil  ©  einer  Rie- 
nianii'schen  KugeHläclie  eindeutig  und  bis  auf  (inzelne  Fole  stetig,  Mar- 
kirt  man  alsdann  auf  ©  irgend  einen  Punkt  c,  und  bezeichnet  das 
Rereich  dieses  Punktes  im  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustande 
mit  \\{c,  z)  respcctive  mit  %[y,  t)j  ^^^  ^\'\yA  f  auf  der  Fläche  91  (}^,  S) 

eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.    Gleiches  gilt  daher 

1  f 
[Satz  (1.)  pg.  41) I  auf  "^{{y,  t.^  auch  von  der  Function      -    Denkt  man 

sich  also  jene  um  c  und  y  beschriebenen  Flächen  U  und  9t  hinrei- 
chend klein,  so  werden  /'  und  *^ !,  [zufolge  des  Satzes  pg.  41 J  inner- 
halb 91  durch   folgende   Formeln   darstellbar  sein: 

n.)  /'^fg-^y/r^      (auf  90, 

(2.)  ;;[=l£-;M"'7^',     (auf  91), 

wo  |u   und  \i     die  Ordnungszahlen   von  /    und    ,-   im   Punkte  y  oder 
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(was  dasselbe  ist)  im  Punkte  c  vorstellen.  Ueberdies  repräsentiren 
E  und  E'  zwei  Functionen,  die  auf  9  eindeutig;  stetig  und  nicht- 
verschwindend  sind. 

Für  jene  Ordnungszahlen  f&  und  fi'  gilt  [Satz  pg.  50]  die  Formel : 

(3.)  ^'  =  1^—1,    falls     (i^O, 

hingegen  die  Formel: 

l4.)  fi'  =  0,  1,  2,  3,  4,  ...  ,     falls    (i  =  0  ist. 

Betrachtet  man  c  als  einen  Windungspunkt  (m  —  1)**'  Ordnung, 
wo  alsdann  m  eine  der  Zahlen  1^  2/3,  .  . .  vorstellt,  so  findet,  was 
die  Zustände  U(c, ;»)  und  31  (y,  S)  betrifft,  zwischen  0  und  §  eine  der 
beiden  Relationen  statt: 

fa.)  z^c={t—  y)"*, 

Ib.)  l-i-  =  (e-y)"». 

Von  diesen  beiden  Formeln  (a.),  (b.)  ist  nur  die  erste  anwend- 
bar, falls  c  =  0  ist;  nur  die  zweite,  falls  c  *=  cx>.  Hingegen  sind 
beide  anwendbar,  falls  c  weder  0  noch  cx>  ist.  Man  kann  also  stets 
die  Formel 

(A.)  z  —  c  =  (5  —  y)"*  benutzen,  falls  c  verschieden  van  c»  ist; 

andererseits  aber  stets  die  Formel 

(B.)  ^  •=  (6  —  y)—^  benutzen,  falls  c  gleidi  oo  ist. 

Und  durch  Zusammenfassung  dieser  beiden  Formeln  (A.)  und  (B.) 
gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 

Bezeichnet  man  auf  einer  liiemann' sehen  Kugelflüdie  das  Bereich 
irgend  eines  Punktes  c  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichei%  Zu- 
stande respective  mit  U(c,  z)  und  ?t(y,  5)>  so  darf  man  stets  annelimen, 
dass  die  zteisclien  z  und  g  stattfindende  Relation  die  Farm  liabe: 

(5.)  z  +  Consi  =  (e  —  yY- 

Dabei  ist  M^^  +  m,  wo  m  die  Anzahl  der  im  Punkte  c  mit  einander 
zusammenhängenden  Blätter  vorstellt.    Und  zwar  ist  M=^  -{-  m,  falls 
c  verschieden  von  cx),  hingegen  M  =  —  w,  falls  c  gleich  oo.    Diese 
Zahl  M  mag  in  Zukunft  die  Signatur  des  Punktes  c  heissen. 
Aus  (5.)  folgt  durch  Differentiation: 

und  nunmehr  folgt  aus  (2.)  und  (6.)  durch  Division: 


1<- 


i 


a 


I 

'  i 

f 


■j 


j 


-;^ 


I  x.) 


(11.) 


( 1 1^ ) 


n:;.) 


(14.)    /t  = 


(15.) 
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oder  eiiitacluT  geschrieben: 

'!/^=(X-  yy^I^^n     (auf  9t), 

wo  der  Exponent  u^  =  ( a'  —  71/ +  Ij  [vgl.  die  in  (3.),  (4.)  über  fi' 
gemachten   Angaben |  den  AN'erth  hat: 

lii  =  (a  —  M),     falls  |[t  ^0, 

iUi  =  (  l  —  .¥j,  ('J  —  J/),  (3  —  M) ,     falls  n  =  0. 

Diese  Formeln  (s.),  (9.),  (10.)  führen  nun  sofort  zu  folgenden  Sätzen: 
7ö7  die   I'\i lief it )n  f  ^=  /'(::)   aaf  irfßonl  cineni    Tlnil  >3   einer  Rir- 
ni(inn'sehen  Iu((/<  f/liielic   ein<lrufi(j   niul  bis  auf  einzelne  Fole  stefifjy  so 
(jiU  (Ueielns  auf  ®  aneh  von  dem  Dilfrrentialquotienten: 

df 

Sind  frnrr  ^i  und  Hi  die  Ordtiunifszahlen  von  f  U)ul  .  in  injend 
iinem   Pu-iddr  c  drr  Tlärhe  (3,  so  ist: 

«1  =  [a  —  M)y     falls  fi  <;  0, 
//  imj/yen : 

Ht  =  (1  —  71/),  (2  —  717),  (">  —  M)j. .  . ,     fdls  fi  =  0. 

J/ier  hezeieknd  M  die  |  vorhin  bei  (5.)  deünirtej  Sujnatnr  des  hetravh- 
trten  Vunldes  e. 

Besitzt  also  dir,  Ordnungsztdd  ^  im  Funlic  c  einen  der  Werthc 

so  wird  der  zuijchljrifjr  Wrrfh  von  ^i^   nspeetice  darfjrslellt  sein  dureh: 

iu,  =  ...(-  2  —  71/),    r— 1  — 71/),    Q,    (1-71/),    (2-3/),... 

n'(f  das  Q  eine  nnbelannte  Zahl  aus  der  Heute   (1  —  3/),   (2  — 3/), 
(3  —  3/),  .  .  .  repräsentirt. 

Ü'wsr  Formeln  (14.),  (15.)  zeigen,  dass  ii^  nicht  blos  für  fi  =  —  1, 
—  2,  —  3,  .  .  .  ,  sondern  auch  für  ft  =  0^  1 ,  2,  3,  .  . ,  neuativ  wer- 
den kann.  Man  gelangt  in  solcher  Weise,  mit  Rücksicht  auf  die  bei 
(5.)  für  3/  gegebene  Definition,  zu  folgendem  Satz: 


Die   l*ol(    der  Funetient 


df 


(irO 


h'nnnen  nur  an  solelun  Stellen  liegen, 

wo  entweder  f  sdber  einen    Fol   besitzt^  oder    wo   die    betraehtete  liie- 
ynannsrhe  Fldclu-  eineii  von  z  =  oo  rersrJnedawn    \V indtingspunld  hat. 


,  r 


•'1?.  :■• 


Sechstes  Capitel. 
Deber  die  Stetigkeit  melirdeatiger  Fanetionen. 

Während  man  bisher  bei  den  Stetigkeitsuntersuchungen  mehr- 
deatiger  Functionen  zunächst  die  verschiedenen  Werthe  der  Func- 
tion von  einander  zu  separireriy  und  sodann  diese  Werthe  einjseln  auf 
ihre  Stetigkeit  zu  untersuchen  bemüht  gewesen  ist,  soll  im  Folgen- 
den eine  Methode  dargelegt  werden,  mittelst  deren  man  die  in  Rede 
stehenden  Werthe  gleichzeitig ^  und  ohne  vörgängige  Separation,  der 
genannten  Untersuchung  zu  unterwerfen  vermag. 

Uebrigens  werden  die  üntersuchtungen  des  gegenwärtigen  Ca- 
pitels  [welche  von  mir  in  kurzem  Abriss  bereits  in  den  Berichten 
der  kgl.  Sächsischen  Gesellsch.  der  Wiss.  vom  10.  Decbr.  1883  publi- 
cirt  worden  sind]  namentlich  dazu  dienen,  um  die  Betrachtungen  des 
vierten  und  fünften  Capitels  zu  vervollständigen  und  weiter  zu  be- 
festigen. 

§.  1. 
Allgemeine  Ueberlegnngen. 

Zwischen  den  beiden  complexen  Variablen  s  und  z  mag  die 
Gleichung  festgesetzt  sein: 

F{s,  g)  =  0; 

dabei  mag,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  unter  F{Sy  z)  eine  gege- 
bene ganze  rcUiofuUe  Function  von  s  und  z  verstanden  werden,  n**° 
Grades  f&r  s  und  m^  Grades  für  z.  Für  jedwedes  Argument  z  er- 
geben sich  alsdann  aus  der  vorstehenden  Gleichung  n  elementare 
Wurzeln  s,  die,  je  nach  dem  Werthe  des  Argumentes  z,  bald  ver- 
einzelt liegen  werden,  bald  aber  auch  theütoeise  respective  gruppen- 
weise  vereinigt  sein  können.  Bei  den  folgenden  Betrachtungen  wollen 
wir  das  Argument  z  als  einen  variablen  Punkt  in  der  z-Ebene^  und 
ebenso  die  zugehörigen  n  elementaren  Wurzeln  s  als  Punkte  in  einer 
zweiten  Ebene,  in  der  s-Ebene,  uns  vorstellen. 

Sind  unter  den  n  elementaren  Wurzeln  $  der  Gleichung  F{s,z)'^0 
einige,  etwa  v  vorhanden: 


.(i-  liir  ilas  Ai'j^uiMont  ,:  =  c  fin  uml  ilviisdben  Worth  *  =  i  an- 
ii.'lir.i.'tj,  iitjil  (li(^  ainliTorsoits  für  j.'dwedcs  «ehr  wi-nig  von  c  ah- 
wi-i(lii'ii(l<-  Arf^iiLiiciit  i  WitUh"  iimiehmeii,  die  sehr  wenig  von  (■ 
n'rsi-lii('il(;ii  sind,  so  wurden  diese  v  Wurzeln  als  Functioueii  von  ; 
zu  lic/cithiicn  sriii.  die  im  l'iinkto  -  =  i:  atily  sind.  Mau  gelangt 
III  siilihi'c  W'i'isi-  lii'i  ^(inaiu'r  Ueberleguug  v.w  t'olgi-ndem  SaU: 

Ihr  (:ir-,hiimi  /'is,  z)  =  0  bvsiixit  liir  irijvml  ein  sperieUvs  Ät- 
il-'iii'iil  z -~  I-  '''HC  ii-fiiilii:  Wurzd  s  ^=  l.\  J-'fniCf  hezeichnc  £  ti»n\ 
.,,ni.,i,Urh  ::h   mihln>,tm   Klmilwil.^'iiiiil. 

lütiin  nun  ilir  Ait.:iilil  'iir  tlrrinui/Cii  ckiiieiifaic»  Wurzeln  i, 
inlilir  tli'-  (Unrhmiii  FiS,  z)  ==  O,  /i'iV  cm  brlkbii/cs  AiijHmrut  z,  inner- 
liiilh  >iws  Ulli  s  =  /.■  iiiil  lirin  liai/ii's  e  U'-icIificbciim  Kni.irs  bvsihl. 
(I,)  •Iniliiiili  ("iixlinil,  =  I'  •ii-iiiiiilil  mrilrii,  iliiss  man  ilir  Itfiirgiiiy  jcii'-i 
h.li.bi,,.„  Aifiiiniriihs  -  „»f  vii,ru  um  z^c  Usiliriihiuii  himeivhni 
Ununi  Knis  hvs,hr<n>U:  —  .^..  nrr.ln,  ,lir  in  Unk  >-khemU„  v  •!'- 
m,ii/„ir„  Wur-jrlH  s  i,!s  l-muliuilO,  O.»  Z  ZU  brz.ithiirii  Sri,,,  ilir  m 
r,uil.lr   ,:■  .      ,■   .,/,/,,,  ,s/,/,/. 

I.sl.  iiiliidirli  di.'  ^TLiiiiinft'  Hf.Iiiiginig  .■rffillt.  so  werden  die  in 
\U-U-  sl.'l..'M.l.-ii    ,'  rl,']iirnlai-un   Wurzeln  .y. 


hl   uM'irlirhr,     Wulil  ./-,-    Kh  ;,<!„, I^>,r, 

lllud    .V,  /l 

in,.dis,  -  It 


niid    d.ih.'i    ,I.'M    Kl In-il-.'r.ui    i>. 


-  /.  t  <  f 
d;is    AriiuiLient    -    d,T    Bediuguuif 

i.uli   M,ki-sl.m1'0  des  jede:-rnaligen 


Wmr\-U. 
y  dun  du-  Al 
1    ,i,'tii    Sit. 


.ich  dann  U(icl 
■■  durch  „>  »' 
■  in.re  ¥A<nm\ 


:  =,  .,„.    r-fiHhr  WwZ'l 
.,.  /.'■...,.„   Kl,-ii>hfitm'i-i. 
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die  Gleichung  F(s,  e)  =  Oy  für  ein  beliebiges  Argument  js,  innerhalb 
eines  mit  dem  Radius  s  um  s  ^^k  beschriebenen  Kreises  besitzt,  da- 
durch ^  V  gemacht  u^erden,  da^s  man  die  Bewegung  jenes  Argumen- 
tes z  auf  einen  um  z  =  c  beschriebenen  hinreichend  Meinen  Kreis  be- 
schränkt, so  werden  v  der  in  Rede  stellenden  elementaren  Wurzeln  s 
als  Functionen  von  z  zu  bezeichnen  sein,  die  im  Punkte  z  ^=  c  stetig  sind. 
Nur  der  Bequemlichkeit  willen  ist  bis  jetzt  die  Function  F(s,  z) 
als  eine  ganze  rationale  Function  von  s  und  z  vorausgesetzt  worden. 
Man  fibersieht  nachträglich  sofort^  dass  die  Sätze  (1.)  und  (2.)  auf 

jede  beliebige  Gleichung 

F(s,z)  =  0 

anwendbar  sind,  welche  Beschaffenheit  die  Function  F(s,z)  auch 
immer  besitzen  mag,  falls  man  nur  den  Charakter  der  elementaren 
respective  vielfachen  Wurzeln  in  bestimmter  Weise  und  zwar  in  sol- 
cher Weise  definirt,  dass  dieser  Charakter  jedesmal  durch  eine  der 
Zahlen  1,2,  3,  ...  sich  ausdrückt. 

Bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen  beginnen  wir  mit  dem 
einfachen  Fall,  dass  die  Function  F{SjZ)  die  specielle  Form 

m  -  e 

besitzt. 

§2. 
Die  Wurzeln  einer  Gleichung  f(s)  =■  z. 

Die  gegebene  Function  f(s)  sei  auf  irgend  einem  endlichen  Theil 

@  der  s-Ebene  eindeutig  und  stetig.     Gleiches  gilt  alsdann  von  der 

Function 
i3.)  f(s)  -  e, 

falls  man  nämlich  unter  c  eine  Constante  versteht  Demgemäss  wer- 
den die  Nullpunkte  dieser  Function  (3.)  auf  @  niemals  ein  Curven- 
oder  Flächenelement  stetig  erfüllen  können,  sondern  stets  vereinzelt 
liegen  [Satz  (27.)  pg.  35].  Uebrigens  sind  dieselben  im  Allgemei- 
nen von  verschiedener  Ordnung. 

Ein  i/-facher  Nullpunkt  der  Function  (3.)  mag  bezeichnet  werden 
als  eine  v-fache  Wurzel  der  Gleichung 

(4.)  f{s)  -  c  -  0; 

und  ebenso  mag  jeder  elementare  Nullpunkt  der  Function  (3.)  be- 
zeichnet werden  als  eine  eletnentare  Wurzel  der  Gleichung  (4.).  Die 
Anzahl  N  sämmtlicher  auf  @  vorhandenen  elementaren  Wurzeln  der 
Gleichung  (4.)  hat  alsdann  [Satz  (16.)  pg.  431  <Jen  Werth: 
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(1.  i.  den  Werth : 


( o.) 


9'    .-^  LTll 


dno)_ 


(5 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Randpunkte  ö  der  Fläche 
S.  Dabei  wird  |  was  sich  stets  durch  eine  geringe  Deformation 
des  Randes  von  S  erreichen  lässtl  vorausgesetzt,  dass  keine  Wur- 
zel hart  am  Rande  von  @  liegt.  vSonst  nämlich  würde  das  Integral 
(;*).)  [durch  Nullwerden  des  Nenners]  seinen  Sinn  verlieren,  und 
gleichzeitig  auch  die  Bedeutung  der  Zahl  N  eine  völlig  unbestimmte 
w^erden;  denn  es  würde  zweifelhaft  sein,  ob  eine  hart  am  Rande 
von  @  liegende  Wurzel  als  eine  innerhalb  oder  ausserhalb  ©  lie- 
gende W^urzel  aufzufassen  sei. 

Aus  der  Voraussetzung  nun,  dass  die  (Jleichung  (4.)  keine  hart 
am  Rande  vcm  ®  liegende  W'urzel  besitzt,  folgt  sofort,  dass  für  alle 
Punkte  a  dieses  Randes  die  Formel  stattfindet: 

0>.)  mod  |/'((j)  —  c\>2q, 

wo  Q  eine  positive  und  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt.  Dabei 
sei  noch  Folj^endes  bemerkt:  Führt  man  neben  der  Constanten  c 
noch  irgend  welche  andere  Constante  c^  in  die  Betrachtung  ein,  so 
ersieht  sich  aus  der  identischen  Gleichunt? 

sofort: 

mod  !/■((?)  —  ^J  <  mod  \f{a)  —  (\\  +  mod  (6*,  —  v), 

oder  (;twas  anders  geschrieben: 

mod  {f{o)  —  cj  >  mod  | /'((?)  —  c\  —  mod  (Cj  —  c), 

oder  mit  Rücksicht  auf  (G.): 

mod  \f{o)  —  rj  I  >  2^  —  mod  (c^  —  c). 

Diese  letzte  Formel  aber  gewinnt,   falls  man  die  neue  Constante  Cj 

der  Bedingung 
(7.)  mod  (Cj  —  c)  <  Q 

unterwirft,  die  einfachen*  ({ estalt: 

(S.)  mod  \/'((S)  —  (^  I  >  (2^  —  Q)  =  Q. 

Diese  Formel  (8.)  zeigt,  dass  die  der  neuen  Constanten  r,  ent- 
sprechende Function 
('.i.j  /•(.•)  -  c, 

am  l^ande  von  S   nirgends   verschwindet,  dass   also   die  Gleichung 
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(10.)  f{s)  —  c,  —  0 

keine  hart  am  Rande  von  @  gelegene  Wurzel  besitzt.  Demgemäss 
wird  also  die  Anzahl  N|  all'  derjenigen  elementaren  Wurzeln,  welche 
diese  neue  Gleichung  (10.)  innerhalb  @  besitzt ,  dargestellt  sein 
durch  die  mit  (5.)  analoge  Formel: 

(11)  N,=  r  — -^_. 

Diese  Formel  (11.)  gilt,  zufolge  ihrer  soeben  gegebenen  Begrön- 
duDg,  fQr  jedwede  der  Bedingung  (7.)  entsprechende  Constante  Cj, 
und  bleibt  also  in  Kraft,  falls  man  dieses  c^  innerhalb  des  Spiel- 
raums (7.)  beliebig  variiren  lässt.  Bei  einer  solchen  Variation  von 
c,  wird  also  der  Werth  des  Integrals  (11.)  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick durch  eine  ganze  Zahl  dargestellt  sein.  Andererseits  aber  über- 
sieht man  sofort,  dass  der  Werth  des  Integrals  bei  einer  solchen 
innerhalb  des  Spielraums  (7.)  bleibenden  Variation  von  Ci  nur  in 
stetiger  Weise  sich  ändern  kann^).  Demgemäss  ist  also  die  in  Rede 
stehende  ganze  Zahl  während  dieser  Variation  fortdauernd  ein-  und 
dieselbe.  ^ 

Die  ganze  Zahl  N^  bleibt  also  constant,  falls  man  das  c^  inner- 
halb des  Spielraums  (7.)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch  mit  c  wer- 
den lässt.     Somit  folgt  aus  (11.)  und  (5.): 

(12.)  Ni  =.  N. 

Man  gelangt  daher,  indem  man  {c  -^^  ^c)  für  c^  setzt,  zu  folgen- 
dem Satz: 

Erster  Satz.  —  Versteht  man  unter  f(s)  eine  Function^  die  auf 
irgend  einem  endlichen  Theil  @  der  s- Ebene  eindeutig  und  stetig  isf, 
femer  unter  c  eine  beliebig  gegebene  Constante^  und  setzt  man  voraus, 
dass  unter  den  elementaren  Wurzeln  der  Gleichung 

(13.)  f(s)  -  c 

keine  hart  am  Bande  von  @  liegt ,  so  unrd  die  Anzahl  der  innerhalb 
6  befindlichen  elementaren  Wurzeln  dieser  Gleichung  (13.)  bei  einer 
beliebigen  Variation  der  Constanten  c  ungeändert  bleiben,  falls  man 
nur  diese  Variation  Ao  der  Bedingung  unterwirft: 

mod  (Ac)  <  Q 

und  dabei  das  (positive)  q  hinreichend  klein  madU. 


*)  Denn  so  lange  die  Formel  (7.)  erfüllt  bleibt,  wird  die  Formel  (8.)  eben- 
hXÜA  in  Kraft  bleiben,  mithin  der  unter  dem  Integral  vorhandene  Nenner  von 
0  verschieden  bleiben. 

N«aiDftnii,  Aberioh«  IntegTAle^  S.  Aufl.  9 
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Sechste?  Caiätel. 


(     I 
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Man  kann  die.-en  Satz  r)ll"f'nl»ar  auch  in  AnwenduniX  brinijjeii  auf 
tnJKm  Th^ll  der  J'Iäcli^^  S,  z.  B.  auf  eine  innerhalb  S  liej^endo  AV(t>- 
fl^/cl«.  Tliut  man  dies,  und  l)ezeic]inet  man  dabei  die  Grösse  i)  so- 
bald sie  variabel  ^('daclit  werden  s(dl,  mit  dem  Buchstaben  z,  so  er- 
[t'kAA  sich   folgender  Zu>at/>:   Besitzt  die  in  (!•).)  genannte  Gleichung 

((/..)  f(s)  =  r 

eine  innerhalb  3  liegf'ndf^  ?/- fache  Wurzel  s- = /.*,  und  denkt  man 
üicli  aul'  der  Fläche  3  um  diesen  Punkt  ,s  =  k  einen  Kreis  be- 
schrieben^ dessen  Kadius  £  beliebig  klein,  mindestens  aber  so  klein 
sein  soll,  dass  alle  librigeu  AV'urzeln  der  (Tleichung  (a.)  ausserhalb 
des  Kreises  liegen,  —  alsdann  wird  die  Anzahl  all*  derjenigen  ele- 
mentaren Wurzeln  .s,  welche  die  Gleichung 

((i.)  f(^)  =  ■- 

innerhalb  jenes  Kreises  besitzt,  dadurch  constant,  =  v  gemacht  wer- 
den können,  dass  man  die  (i  rosse  z  der  Bedinguncc 

med  [z  —  r)  <  q 

unterwirft,  und  dabei  das  (positive)  q  hinreichend  klein  macht  Die 
in  Krde  s/chnnlot  i/  cloui rdarmi  Wurzeln  ,s,  irrhlie  für  z  =  c  in  die 
v-faehr  Wnrzd  s  ==  /.•  zu^animcnsthmdzen.  sind  daher  |8atz  (1.)  pg.  126] 
als  Funetionen  ton  z  z?f  Ijcziichnen,  die  im  Ftinkte  z  =  c  stetig  sind. 
Besitzt  die  (ileichung  f(s)  =  e  inner]i(dh  ©  im  Ganzen  j)  Wurzeln: 

(11(5  etwa  der  Reihe  nach  7^, -fach,  7A,-fach,  u.  s.  w.  v^-fach  sind,  so 
wird  der  soeben  ausgesprochene  Satz  selbstverständlich  für  jede 
dieser  Wurzeln  gelten.  Desgleichen  wird  der  Satz  auch  dann  nocli 
anwendbar  sein,  wenn  man,  statt  der  Wurzeln  der  Gleichung /'(s)  = '\ 
dii'jenigen  der  (»leichung  fis)  =  C  ins  Auge  fasst,  wo  C  irgnu^ 
icrirhr  andere  Coiistante  vorstellt.  Somit  gelangt  man  zu  folgeu- 
dfuii   Bcsultat: 

Zweiter  Satz.  —  Ist  die  Function  /(.s)  auf  irgnid  einem  endliche 
lluilr  3  d(r  s- FJtcne  eindentig  und  stetig,  se)  nrrden  die  elemen- 
taren   Wurzeln  s  der  (ilcirjntng 

stet  igt'  J''nn(fioncn  ran  z  sein,  —  srlhsfrcrständticlt  nur  insoweit^  als 
die  Fu)ntto)f  /\s)  id>rrh<nipf  (luinddcrisirt  ist^  also  nur  insoweit^  ah 
jene    Warzehi  s  inurrhalh  ihr  (/(gthonif    FläeJic  3  liegen. 

Wir  gehrn  ül»er  zu  dem  Fall,  dass  die  Function  f{s)  auf  ^ 
eindeutig,  ab(*r  mir  Itis  <ni/'  einzelne   Poh    stetig  ist.    Bezeichnet  mau 
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diese  Pole  mit  s  ^^^  a^y  a2,  a^,  -  •  »  und  andererseits  die  Nullpunkte 
von  f{s)  mit  s  =  i^o  ^2?  A^  •  •  •  >  ^^  ^^^  f{^)  ^^^  ^®'  Fläche 

und  andererseits  tttx  auf  der  Fläche 

eindeutig  und  stetig:  Dabei  sollen  U«,,  Ucr,,  Ua,,  ...  die  Bereiche  der 
Punkte  «1,  a^,  a^,  .-.  .  vorstellen;  und  demgemäss  soll  @a  dasjenige 
Flächenstück  bezeichnen,  welches  von  @  nach  Absonderung  dieser 
Bereiche  noch  übrig  bleibt.  Andererseits  sollen  U^,,  U^,,  . . .  und  ©^ 
die  analogen  Bedeutungen  besitzen  bezüglich  der  Punkte  ß^,  ß^y  ß^y . .  > 
Der  Satz  (14.)  ist  daher  innerhalb  ©»  unmittelbar  anwendbar 
auf  die  Wurzeln  s  der  Gleichung 

(A.)  f{s)  =  0, 

und  andererseits  innerhalb  ©^  anwendbar  auf  die  Wurzeln  s  der 
Gleichung: 

m     z 

Es  ist  aber  offenbar  ein  und  dasselbe,  ob  man  von  den  Wurzeln  s 
der  Gleichung  (A.)  oder  von  denen  der  Gleichung  (B.)  spricht.  Wir 
gelangen  somit  zu  dem  Resultat,  dass  die  innerhalb  @  liegenden 
elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung 

stetige  Functionen  von  e  sind,  soweit  e  endlich  bleibt^  und  dass  sie 

andererseits  stetige  Functionen  von  —  sein  werden,  soweit  —  end- 

lieh  bleibt.    Oder  einfacher  ausgedrückt: 

Dritter  Satz.  —  Ist  die  Function  f{s)  auf  einem  endlichen  Theäe 
@  der  S'Ebene  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  trer- 
den  die  elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung 

lo.)  f{s)  =  z 

Functionen    von  z  sein,   die  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen 

Z'Kugelfläche  ühercdl  stetig  sind.  —  Selbstverständlich  gut  dieser  Satz 

wiederum  nur  insoweit,  als  die  Function  f(s)  überhaupt  charakterisirt 

ist,  also  nur  insoweit,  als  jene  Wurzeln  s  innerhalb  der  gegAenen  Fläche 

©  bleiben. 

üeber  die  ümkehnrng  der  Gleichung  /*(«)  c^  e.  —  Die  Function  /*(«) 
sei  eindeutig  und  stetig  auf  einer  in  der  «-Ebene  um  den  Punkt  8  ^  k  be- 

9* 


i:!2  S,  Chiles  Cai'itel. 

schriiibcnen  Kr^isflliilje  Sj.  also  innerbiilb  Jieser  Fläche  Sj  darstelll-ir 
duicb  die  TaylorVIii;  Kcihe  [.21.)  \>g.  34]: 

(".)  A-'i  =  /  ('.-)  +  '"  7  '■'  /'  i'-i  +  -,^ ^i-  I  " (*)  +  . .  - 

Setzt  mnn  iiir  Abküvj.uni.' 

und  m;ubt  iiiuii  übfi-aii.';  die  Auniibiue,  dafs 

i=t,  so  uicmt  .be  Kribc  di.-  Gi-atalt  an; 

"^■>  l'ß)  -  ^'  -  'ß  -  i)  F/'l'-i  +  T"^  /"^^'S  +  ---]. 

und  zeij;t  iil^o  [Satz  |i,  -11],  «iasa  die  Function  \f{<i  -  c]  im  Pi.okte  t  =  !■ 
i-iiifn  Niillpriukt  ,i>i.r  Ordoiiiif,'  bat.  Die  Nullpunkte  dieser  Function  Lön- 
iieii  aber  |Sdti  ,i7.)  i-;.'.  35]  nur  vrr'i'i:ilt  vorkommen.  Man  kann  dalit-r 
um  dc-D  genanuteo  Sulliiunkt  s  =  I:  {s.y  fiutniin)  eiui'  Kreifflä.he  5^;  von 
Milcht-r  Kleiubeit  beuhrriben ,  daiis  alle  übrifiri'u  Xidlpiiukte  der  Function 
ausfeiliaili  3j'  liegen.  Alisdatm  wird  a!äo.  um  dieselbe  Sache  mit  etwas 
andern  Worten  in  wiedi-rliokii,  von  di'ii  eloujentaren  Wurzeln  s  der  Gleii-hur«; 
U.)  i\s)  =  c 

■  u.-  in)  Mittel|niiikt  .'  =  k  der  Kcei^lliithe  Ö;  liejjen,  »rihrend  alle  übrigen 
aiisHihulb  o|'  iiob  Lthudeu. 

\j\^A  diese  Situation  der  elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung  ji.! 
wird  [infolge  des  vorb ergeh emien  Satzes  pg,  139]  auch  dann  noch  fort- 
dauern, wenn  man  in  jener  LÜeiebuiig  i.f.l  au  Stelle  von  c  eine  atiihn  Con- 
staüte  eintreten  llisst,  lall*  nur  diese  neue  Couiitaute  nicht  za  stark  von 
c  abweiubt.  In  der  Tliiit  ^'elangt  mau  [uiil'  (iinuJ  des  eitirten  Saties]  zn 
V  folgendem   Ke.sultat: 

.;        -  Die   Anzahl   der    inni  vlialb   Sj!    vorhandenen   elementaren   Wur7eln  f 

I  .;,)  /'.)--- 

ist  beslündig  ^  1,  falls  man  nur  das  .ir<rumeut  .'  der  Bedingung  unterwirft: 
I,     '      ;  iuo,l,;-t)<S. 

nnd  dabei  das  q  luNreicbeiul  kleiu  njaebt.    .Auili  wird  die  in  Rede  stehenJe 
.i..(-   Wurzel   für  ,-  =  c   in   den    Miltelininkt   s  =  k   der  Fläche  S^'  hiaein- 
•    '  f'illfu;  [vgl.  (ß_)\. 

»   »?■  .tedem  !'unk1e  ;   inn-ihalb  der  um  r  =  c  mit  dem  Radius  j  besclirie- 

y \L      -  henen   Kr.isflüehe  ent«jpiLi-ht  alsdann    nur   eine   iniiethaib  Sj'   liegende  ek- 

'  mentare   Wurzel   .-■,     K-.   ist   mithin   diese   Wurzel  ,«,   so   lauge  ;  innerhalb 

jenes  Kreises  (p)  bleibt,  eine  ■  in-hutiij':  Fuüetion  von  .-,  zugleich  aber  aticb 
[naeli  l^atc  pg.  laHj  •■'uv:  '■Idi'j-  Function  von  -,  also  entwickclbar  in  di* 
■ravlor.".li^  lieihe: 


w. 


k 


!-. !  +  ;((;     -i,  +  C:-t,>  +  ... 
i  wird,  wie   vorhin  e'>n.-.tJ.tirt  wurde,   die   in  llcdc  stehende  Wut 
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zel  8  für  «  a-  e  in  den  Punkt  «  =  ^*  hineinfallen.  Die  in  (17.)  auftretende 
Constante  A  ist  daher  =»  h    Also  der  Satz: 

Die  Function  f(8)  sei  in  der  s-Ehene  auf  einer  um  den  Punkt  «  =•  ifc 
beschriebenen  Kreisfiäähe  eindeutig  und  stetig.     Ferner  sei  f(k)  —  c,  und 
nk)  verschieden  van  0.    AJsdann  wird  unter  den  elementaren  Wurzeln  s 
der  Gleichung 
{9-)  f{ß)  -  0 

eine  vorhanden  sein,  deren  Werth  innerhalb  eines  in  der  z-Ebene  um  z  •^  e 
beschriebenen  hinreichend  kleinen  Kreises  darsUMar  ist  dur<^  die  nach  Po- 
tenzen von  jp  —  c  fortschreitende  Reihe: 

«  -  Ä;  +  J5(«  -  c)  +  C(-c  -  c)«  +  D(«  -  c)»  +  .  .  . , 

wo  B,  C,  1),  . .  ,  con8t€mte  Coefficienten  vorstellen. 

Dies  ist  im  Wesentlichen  derselbe  Satz,  der  von  TAomo«  —  übrigens 
auf  ganz  anderm  Wege  —  bewiesen  ist  in  seiner  elementaren  Theorie  der 
analytischen  Functionen^  Halle  1880.    Yergl.  daselbst  pg.  107,  §  186. 


§3. 

Weitere  Untersnohungen  über  die  WnrEeln  einer  Gleiohnng  f(s)  «*;?. 

Man  kann  den  letzterhaltenen  Satz  (pg.  131)  auf  solche  Func- 
tionen f(s)  ausdehnen;  die  entweder  auf  der  ge wohnlichen  eifMätt- 
rigen  s-Kugelfläche,  oder  allgemeiner  auf  einer  Riemann'schen  mehr- 
blättrigen  5-Kugelfläche  ausgebreitet  sind,  um  sogleich  zum  letztem 
Fall  überzugehen,  wollen  wir  annehmen,  die  Function  f{$)  sei  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelue  Pole  stetig  auf  irgend  einem  Theil  @ 
einer  Riemann'schen  mehrblättrigen  s-Kugelfläche. 

Bezeichnet  man  den  Werth  der  gegebenen  Function  f(s)  in  irgend 
eioem  Punkte  s  der  mehrblättrigen  Fläche  @  mit  z: 

"•^  ns)  -  z, 

und  denkt  man  sich  dieses  z  geometrisch  dargestellt  als  einen  Punkt  auf 
der  gewöhnlichen  einblättrigen  ir-Eugelfläcbe ,  so  wird  jedem  Punkt  s  der 
Fläche  6  immer  nur  ein  Punkt  z  der  genannten  Kugelfläche  entsprechen. 
Denn  die  Function  f(8)  soll  [nach  unserer  Voraussetzung]  auf  der  Fläche 
6  eindeutig  sein,  und  hat  also  in  jedem  Punkte  s  dieser  Fläche  immer 
nur  eineti  Werth.  —  Umgekehrt  aber  werden  einem  Punkte  z  der  einblätt- 
rigen üT-Eugelfläche  im  Allgemeinen  mehrere  Punkte  s  der  Fläche  &  ent- 
sprechen. Denn  für  jedwedes  z  liefert  die  Gleichung  (a.)  im  Allgemeinen 
mehrere  Werthe  oder  Wurzeln  s. 

Um  nun  unseren  Betrachtungen  keine  unnöthige  Einschrilnkung 
au&uerlegen,  nehmen  wir  an,  dass  der  gegebene  mehrblättrige  Flächen- 
theil @  irgend  welche  an  der  Stelle  s  «»  00  übereinander  liegende  Punkte 
5^ ,  5, ,  .  .  .  5  enthält ,  indem  wir  zugleich  die  Werthe  der  Function  /*(«) 
in  diesen  Punkten  respective  mit  Zi^  Z^,  . ,  ,  Z  bezeichnen,  so  dass  also 
die  Formeln  stattfinden: 


r 


fiechstPB  Caiiitel. 
(in  .S,:  /•(S,}=Z,  , 


■■  /■(■% 


=  y.„. 


Diliei  i-^t  selbstvcritiDillicli ■ 

d             llldliitb               S               S  Idn 

d       nl      111      Sl          =COl  nul      Ifrd  I      ktui^J 

1  I        \\  d  t  h    d 

^  II  m   u   n                   \      W         1          I       (I      b  t  (")     A     =      l 

t    rtt      I        ^  K        ül                        bt  d                    1  W         1      n      n  n 

d      I    nLt             ;?               '^     b          I   llt                     n  la     g     anut     \  f 

t          tbw  n  I         \\            I     t     I     n    b  n  m  t  n      a      C      tanl  n 
/      /              y        Ldr  k  I    I  K          n          1          fr  n 

J       M        !         1     (  I     I    t>                 I          II  IjUse  ü 

;    /  ('  (  /  ö  '  ;  a      im 

i;  II   1  II  I      I  u  I        j       ( I    1    j     th  it 

i  gu       t                II          I   II  /     /             / 

Fu        =  Z         t,           «1  I          ■^^         In               /(    /   3  OS.       0 

nJIL             1       uwl        Id  I     I       tl       Kniwib       dl  6 

(             L    E    L             ]a       t  llt  d         D  b        t  alle  J    t   a    li 

nöRevT        L         t          f     1    I    1  _         f          I         gl   I      W     e    n 

ICntantn//          /       t  nl       Intl       ukunltl 

Z      \     i     i       i  /           b       \  /  /            /            /            bdnnl 

1          It                  d             Mll  IIA              \,      ^     \      m  =1 

d        rt    (                          1  U        1                II    ii  t,  o       n  «il  'i 

[t  Sl  1  LllHithnufn 

L        I     t              j     i            }  II         I       l      C      t     I      /     / 

/        t  /     I           I   I             I  1      U                         ^            1     »  I 

I  t        H  )    1           i       II       W  tl   /                t         t                ü 

11  I        I     !      I       )  ,         =  /  /(        l      Mu     In 

l  I    II    ^  I  II     I     l      I    I  II     I         Pu  hl 

II  I        II     11  III  III         I  tl     I     I     kt 

;,  j^  1^ 

dargiiikllt  sein. 

Uw  Wurzeln  .',  von  doucii  die  ^iitze  (tV)  und  it.)  biin.ldn,  sind  ler- 
l.'Hb^ir  in  thmailon-  Wiuxcln,  Vwl  diL.-e  Itl/kTii  bilden  dtn  i^iffenthdieu 
Gi-geuatiiml  dur  weitom  Uctriidituii^-Tn.  l>ii'  diibfi  zu  Urnudc  za  U'j;enJi' 
Iklimtmi  iiiii-  fülfjend,'  st-iu. 

Uiitei'  den  rlciiuulttirii   Wnr-'lii  s  der  (.iluiL-hung 
/■(.)-.:  =  11 
solk'ii  |bi'i  torstifclialU'neiu  ^■J  dirjeiiiiroii  vhimulurai  Sidlpmihlc  s  vit- 
stiiiidüu  wenieu    mit  duueii  *!io  Fuiitliuii 
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(2.)  f(s)  -  » 

auf  der  gegebenen  mehrblättrigen  Fläche  @  behaftet  ist. 

Betrachtet  man  das  Argument  0  als  einen  Punkt  auf  der  ein- 
bUUirigen  z-Kugelflächey  und  versetzt  man  daselbst  diesen  Punkt  e 
in  ii^end  welche  Bewegung,  so  werden  jene  elementaren  Nullpunkte 
oder  Wurzeln  s  auf  der  mehrblättrigen  Fläche  @  ebenfalls  in  Be- 
wegung gerathen.  Die  Stetigkeit,  respective  ünstetigkeit  dieser  Be- 
wegung soll  näher  untersucht  werden. 

Wir  markiren  auf  der  einblättrigen  j?-Eugelfläche  irgend  einen 
beliebigen  Punkt  e  ^=  c,  und  ausserdem  die  festen  Punkte  z  ^^  Z^y 
Zj, Zpy  wobei  unter  Z^y  Z^y  , . .  Zp  diejenigen  Werthe  verstan- 
den sein  sollen,  welche  die  Function  f{s)  auf  der  Fläche  @  in  den 
bei  s  »a  cx>  übereinander  liegenden  Punkten  S^y  S^,  .  .  .  8p  besitzt 
[vgl.  (ß.)].  Die  Gleichung  (1.)  besitze  nun  für  0  '^  c  irgend  welche 
auf  ©  gelegene  Wurzeln  s  =  fcj,  5  =  Ä^,  .  .  .  s  «*  t^,  die  etwa  der 
Reihe  nach  i/^-fach,  i/^-fach  u,  s.  w.  v^-fach  sind,  wobei  die  v^,  Vg, .  • .  Vg 
irgend  welche  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellen.  Es 
handelt  sich  darum,  irgend  eine  dieser  Wurzeln  zu  untersuchen.  Die- 
selbe mag  schlechtweg  mit  s  =  h  bezeichnet  und  a/-fach  sein,  also 
eine  Vereinigung  von  v  elementaren  Wurzeln  repräsentiren. 

Denkt  man  sich  den  Coincidenzpunkt  s  =^k  dieser  v  elemen- 
taren Wurzeln  auf  der  Fläche  @  wirklich  markirt,  und  sodann  das 
Bereich  ViQcyS)  dieses  Punktes  mittelst  einer  der  beiden  Substitu- 
tionen: 

8  —  k  =  (a  —  x)"». 


■:>)■ 


in  seinen  natürlichen  Zustand  8  (x,  ö)  versetzt*),  so  verwandelt  sich 
hierbei  (e  vorläufig  als  constant  betrachtet)  die  Function 

m  -  z 

in  eine  von  6  abhängende  Function 

und  gleichzeitig  verwandeln  sich  dabei  die  auf  U  liegenden  elemen- 
taren Nullpunkte  «i;  Sg,  ä,,  . .  •  der  einen  Function  in  die  auf  Ä  be- 


*)  Die  Buchstaben 

U,  f»,  h^  8    und    9(,  x,  c 

und  hier  in  analogem  Sinn  gebraucht,  wie  früher  (pg.  96)  die  Bnohstaben: 

U,  m,  c,  8    und    V,  y,  t' 


]3fi 


Sechstes  Capitcl. 


.1.) 


iiinllidieii  (,'k'itioiitareii  Niilliiuiiktu  «[,  ö^,  ö-,,  .  .  ,  tler  andern.  Mit 
andern  Worten;  Die  auf  U  i;ciei^encn  eleuioDlaren  AVurzelnSuS^iJij,... 
tler  Glei(:lning 

lU)  -  .-  -  0 

viTWiiiideln  sich  dabei  in  die  auf  9t  liegenden  elementaren  Wurzeln 
6,,  ö_,,  ffj,  .  .  .  der  Gleichung 

m  ~^  =  0. 

Nach  unserer  Voraussetzimg  sollte  aber  /'(s)  auf  ©,  mitbin  auch 
auf  U  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.  Gleiches  gilt 
daher  von  /'[ff]  auf  der  Fläche  %,  Zufolge  des  vorhergehenden 
rialzes  (|)g.  131)  sind  daher  ff[,  ff^,  ö^,  .  ,  .  Functionen  von  z,  die 
auf  der  einblättrigen  ^-Kuf^el fläche  stcfi;/  sind.  Dies  übertrügt  sieh 
mittelst  der  Relationen  (3.1  auf  die  s, ,  s^,  %,  .  .  .  ,  und  zwar  ent- 
weder geradezu  auf  die  s,,  s^,,  s^,  .  .  .  selber,  oder  aber  auf  ihre 
reciproken  Werthe  -  ,  ^,  -;-,...,  je  nachdem  von  jenen  beiden 
Relationen  (3.)  die  erste  oder  zweite  gültig  ist. 

Nun  ist  von  den  beiden  Relationen  (3.)  stets  die  crsk  anwend- 
bar, falls  I;  emllkli  ist;  wälirend  man  im  Falle  eines  tmendlkhen  k 
die  zweite  zu  benutzen  bat.  Die  auf  U  liegenden  elementaren  Wur- 
zeln s  der  Gleiubiuig  (1.)  re|träseiitiren  also  Functionen  von  z,  welche 
'auf  der  einblättrigen  ^-Kugeltläche  sleti(j  sind,  falls  k  endlich  ist 
Und  andererseits  werden  die  reciproken  Werthe  dieser  Funetioneu 
auf  der  gcnamiteu  Kugelfliiche  stctiy  sein,  falls  k  vnenälidi  ffivss 
sein  sollte. 

Diese  Resultate  sind  oficnl>ar  z.  B,  ohne  Weiteres  anwendbar  auf 
diejenigen  v  elementaren  Wurzeln  s,  welche  auf  der  Flüche  U  lür 
j  ^  c  im  Punkte  s  ^  /.■  coincidiren.  D.  b.  ilicüC  v  Wurzeln  sind, 
alti  Fiindionen  von  z  hehachtcl,  auf  ilcr  cinhlällrii/en  z-Kuyel/läche  itn 
l'ioilck  s  =  e  stcli'i,  falls  h  nnllich  M^  Innt/rt/eii  dnsclhst  polar- 
HHütetiij,  ffllh  l  umndtich  ijroaf<  Ul.  Nun  ist  aber  das  k  [nach 
Satz  (d.)J  stets  •wUich,  falls  nur  ir  =  f  verstbieden  ist  von  den  an- 
fangs markirten  b'sten  Punkten  /f, ,  Z^,  .  .  .  Z,,\  während  anderer- 
seits k  bald  ciiilllcli,  bald  tnniullich  sein  wii' 
in  einen  jener  festeu  Punkte  /f,,  Z.^,  . 
Satz  (e.  i].   —   Demgemäss  gelangen  wir 

Vierter  Satz.  —  Jst  ilie  Function  /i ; 


JlieuKinii'scl'rii  mclirhlällii(/eH  s-Kugel/liivhc  c< 
l'ok  ahtiij.  und  k'irichtci  mau  die  doi 


i  der  Punkt  Z'=c 
.  /.,.  hineinfällt  [vgl.  den 
j  fulgendem  Resultat: 
h)  auf  irgend  einem  Thcil  ©  einer 


ideulig  vml  bis  auf  einzelne 
rzclii  der  Gläckung 
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(5.)  f(8)  =  z 

huTBweg  mit  s,  so  sind  diese  s,  als  Functionen  von  e  hetrachtety  auf 
der  gewöhnlichen  einblättrigen  is-Kfigel fläche  bis  auf  einzelne  Punkte  Z^^ 
Z^y  ...  Zp  stetig.  Im  Punkte  Z^  hingegen  sind  diese  Functionen 
theils  stetig^  theils  polar  unstetig ,  jenachdem  sie  daseTbst  endliche 
oder  unendliche  Werthe  besitzen.    Gleiches  gilt  für  Z^j  Zj,  .  .  .  Zp, 

Die  in  Bede  stehenden  festen  Punkte  Z^,  Z^^  Z^y  .  .  .  Zp  sind 
dabei  zu  definiren  als  diejenigen  Werthe,  welche  die  gegdfene  Function 
f(s)  auf  der  Fläche  @  in  den  bei  s^^oo  Hbereinander  liegenden  Punk- 
ten besitzt,  üeberdies  ist  hinzuzufügen  y  dass  der  Satz  selbstverständlich 
nur  soweit  gilt,  als  die  Function  f{s)  Oberhaupt  charakterisirt  ist,  also 
nur  insoweit,  cUs  jene  Wurzeln  s  innerhalb  der  Fläche  @  bleiben. 

Man  kann  übrigens  diesen  Satz,  wie  direct  aus  (4.)  folgt;  auch 
folgendermassen  aussprechen: 

Andere  Form  des  vierten  Satzes.  —  Die  Function  f{s)  sei  auf 
irgend  einem  Theü  @  einer  Riemann'schen  mehrblättrigen  s-Eugelftäche 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.   Femer  besitze  die  Gleichung 

ßr  irgend  ein  Argument  z  ^=»  c  im  Ganzen  (^i  +  v«  •  •  •  +  ^y)  ^^f 
@  gdegene  elementare  Wurzeln  s,  von  denen  v,  im  Punkte  s  =  Äj,  v^ 
im  Punkte  s  «=  i,  t*.  s.  w.,  Vg  im  Punkte  s^=^kg  vereinigt  sind.  Denkt 
*  man  sich  cUsdann  auf  der  Fläche  @  um  diese  Punkte  k^,  k^,  , . .  kg 
beliebig  kleine  Kreislinien  beschrieben,  so  werden  die  in  Hede  stehen- 
den elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung  (6.)  innerhalb  dieser  Kreis- 
linien verbleiben f  falls  man  nur  die  Bewegung  des  Argumentes  z  auf 
einen  Kreis  beschränkt,  der  auf  der  einblättrigen  z-Kugelfläche  um  den 
Punkt  z  '^  c  mit  hinreichend  Meinem  Badius  beschrieben  ist, 

Oder  kürzer  ausgedrückt:  Die  Lagen  der  elementaren   Wurzeln 
(1-)  s  der  Gleichung  (6.)  a^f  der  Fläche  @  werden  stetige  Functionen  der- 
jenigen Lage  sein,  welche  dctö  Argument  z  auf  der  einblättrigen  z- Kugel-, 
fläche  besitzt. 

Wir  haben  nun  früher  eine  Function  f{s),  die  auf  einer  Rie- 
mann'schen s-Eugelfläche  91  eindeutig  und  bis  auf  q  elementare  Pole 
stetig  ist,  kurzweg  als  eine  auf  9i  reguläre  Funktion  g**'  Ordnung  be- 
zeichnet. Auch  haben  wir  alsdann  [pg.  116,  117J  die  q  elemen- 
taren Wurzeln  s  der  Gleichung 

f(s)  —  Const. 

kurzweg  ein  Niveaupunktsystem  der  Function  f(s)  genannt.    Dem- 
gemäss  ergeben  sich  aus  (7.)  folgende  Zusätze: 
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Erster  Zusatz.  —  J{ra;/eln>d  9{  irijcml  riim  mfihrhh'Htrhß  /.'« 
immiisilf  .i'K/yrlll'icIie.  inui  /*(,s)  c/«t  anf  9{  rcijaUirr  Fiutctivii  tf 
(hilmiiiij,  ntiil  tkiild  man  aieli  ferner  auf  91  diejviii(jcu  l'inilie  s,,  s., 
.  .  .  s,,  muikhi,  in  ikuai  dii;  Fmti.Hoti  /'(a)  c/k  vuä  denselben  Wcrlh : 

S.)  linnhntnl,  »i  idrd  dwa  diin  IIV»V/«;  ^  mlfiimin nJu  Kivcciiipmiht- 
s!i.-ilnn  s, ,  -s..,  . .  .  .->■,,  ä'.-i»c  Lu'je  auf  d-r  FUirlw  91  Schritf  für  Stiintt 
in  .ilrti'icr  U'cisr  üntkrn,  .vhalil  man  jmes  a  auf  der  tinhlültnißn 
z-Kiiijcijliiihe  in   in/fiid  michc  iiavniiinij  Virsctd. 

Zweiter  Zusatz.  —  Jkmihud  man  ferner  in/end  ein  Xivcaupiidt- 
.-ipslcm  der   in  Hede   Mvhcndeu   Function  /*(»)  «('/'  der  Ftdtiw  9i  mit 

1'.  I  N|,  s.,  ...  .s-,^,  sc  irird  slelx  ein  ::ayilcs  Nivanjirinl.'lsi/ükm  lf,t,,...l, 
dieser  Fiinrlii-n  cj'islirm,  a'ilelns  seiner  La<je  naeli  con  jenem  er^kn 
nur  anendliel'  iveni;/  rerg-liieden  ist 

Die  Wiirzeln  einer  Glcicliiiiig  F(s,  :)  =^  'K 
E.s  sL'i  F{s. :)   i'iiie   jri'i;i'lK-'in;   Fauitiini   iler   beide»   toiuplexeu 
Ai-;,'iiiiiviitc  ,s'  und  ,-,      Korru-r    sei   3    iri;eud    ein  eiullicher  Tlii-il  der 
.-i-KbeiK',  und  ^■^  ivi,'eiul  ein  eiidlieli.T  Tlieil  dei"  .:-Ebene.     Und  jeii.> 
l'"uiKtioH  iiiiig   rol^'eiiileii   üedinirun^eu  futsiirccheu; 

i.    Bei   ie.stijelialteiiein  s  :^ull  F{^.  -)  uiif  3  eiiideutij,'  und  ste- 
tig sein,  iiills  nur  jenes  ie>t:_'eb;ilteiie  s  ii;iierb;iib  ®   liegt. 

II.  l'nLtielielirt  svW   F{s,-)   bei    fest -.-ii alten em    :  auf  ©  ein-  ' 
deufi^'  und  >telii,'    sein,    lalN  nui'    das  leslgelialtene  s   auf  3  lieftt. 

III.  Ks  süli   eine  en.lüJw  [.usitive  Cun-taute  M  existiren  von 
suleber   Heseliair.')dieit,   da- 

inud  /■■(,_- 1   stets    <M 
Ust.   ^o   kiu-e   ,s   und   .'    re^i.eetive   auf   3    und   ;'i    bleiben. 

Vi-i-f'lelLt  nuui  also  unter  -  einen  iinierlialb  3  beliebig  markir- 
ten    l'unkt,   s,.   isl    die   Fuuetiuii 

inueilialb  3  eindeuti:_'  nud  >letiir.  also  daselb.t  \^-a\z  (27.)  pg.  ;ir'| 
nur  mit  rrn>.-~'ll-n  Null|unikten  behaltet.  Die  eiemeutarea  Null- 
|iunl,ie  (lie>ei'  Kiiueliuu  1 1'.  i  iu<"iü;eu  nun  be/.eieliuot  werden  als  die 
'l.nfn'ann     \\'nr:tü<   der  (.leJiluue^' 

/■'i,.. '■!  =  (', 
Alsdann  erliält    man   |Sa(^  (Kl.)  [.-    4:11   für  die   Ani^alil   N  all  der- 
j.-ui-en  ideuieiLtar.'ri  Wurzeln  .■i.  weMie  die  (.ileiehung  (3.)  iunerbalb 
3    W->iin,   die   furniel: 
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d.  i.  die  Formel: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Randpunkte  6  der  Fläche  @. 
Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  keine  Wurzel  s  hart  am  Rande  von  @ 
^^^9  —  6^6  Voraussetzung y  die^  falls  sie  nicht  von  Hause  aus 
schon  erfBUt  sein  sollte^  leicht  durch  eine  kleine  Deformation  der 
Randcurve  realisirbar  sein  wird. 

Dieser  Voraussetzung  entsprechend^  gilt  für  sämmtliche  Rand- 
punkte 6  der  Fläche  @  die  Formel: 

if).)  mod  F{6y  c)>2Ay 

wo  A  eine  positive  und  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt. 
Markirt  man  nun  innerhalb  3  ii^g^nd  einen  zweiten  Punkt  (\j  so 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

F{6,  c)  =  F{6,  c,)  -  [F{6,  c,)  -  F{6,  c)] 
sofort: 

mod  F{6,  c)  <  mod  F(6f  c^)  +  mod  [F{ö,  q)  —  F{öy  c)] , 

oder  anders  geschrieben: 

mod  F(6,  cj  >  mod  F((J,  c)  —  mod  [F{ö,  c,)  —  F(tf,  c)], 

oder  mit  Rücksicht  auf  (5.): 

•>.)  mod  F(a,  cj  >2Ä  —  mod  [F(ö,  c^)   -  i*X<y,  c)]. 

Wir  wollen  uns  nun  den  Punkt  0|  sehr  nahe  an  c  denken.  Um 
c  (als  Ceutrum)  beschreiben  wir  innerhalb  3  ^^^^  concentrische 
Kreisperipherien  ({;)  und  (Z),  der  Art,  dass  c^  innerhalb  {Q  liegt, 
und  (g)  kleiner  als  (Z)  ist.  Alsdann  erhält  man  [Satz  (10.)  pg.  21] 
auf  Grund  der  Voraussetzungen  (1.)  sofort  die  Formeln: 

^   '    ^        2«»«/ (2)        Z  —  c      ' 

und  hieraus  durch  Subtraction 

die  Integrationen  durchweg  positiv  erstreckt  gedacht  über  alle  Rand- 
pitnkte  Z  des  Ejreises  (Z). 


l. 

I: 
'.I 


VI 
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SimI  null  p  uiul  P  die  Itadieii  der  litiilen  l'eriplierien  (£)  iiii»! 
{Z),  und  IjGLiclitel  iiuin,  tiass  i.\  innerhalb  iler  hicineren  Peripherie 
(5,1  li*.'yt,  hioge^eu  Z  einen  l'uiikt  der  ijröiiseren  Peripherie  (Z)  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich  aofort,  dass  z.  B,  der  gegenseitige  Abstand 
iler  beiden  Punkt«;  c,  und  Z  gri'isser  als  (P  —  q)  ist,  dass  also  die 
Kormel  stattlindet:  raod  (Z  —  c,)  >  (P  —  p),  oder^was  dasselbe,  die 
I'Vrinel : 
'  inod  (Z— t,)  ^  P-"e' 

Ita  ferner  c  das  Centruni  der  Peripherie  (7.)  vorstellt,  so  ist  offen- 
bar: mod  (Z  ^  c)  =  P,  ULÜhin: 


In  ;ihnlidiu 
und  weiter: 


mod  (Z  --  t)        P 
Weise  orhiilt  man  ferner; 

mod  {c,  —  c)  <  Q, 


mod  {dZ)  =  im, 
t'iills  man  nliiulith  unter  tlTl  das  Längen  dement  der  Peripherie  (Z) 
versteht,     Ueberdios  gilt  nach  l'l.)  für  alle  Lagen,  welche  die  Punkte 
ß  und  Z  ri'spective  am  Hände  (ff)  und  der  Peripherie  (Z)  anzuneh- 
men im  Staride  siud,  die  Formel; 

modi'iö.ZXil/, 
wo  M  eine  {wllicJ"'  jiositive  Constante  vorstellt. 

Mit  Kücksiulit  auf  (ß.),  (ß.),  (y.),  (d.),  (f.)  folgt  min  aus  (*.): 
modlH0,q)-l\0,.-)|<:4';p:"^, 


(.S.l  d.  i 


uiod[7'\<j,<,}  -  l\o,c)]< 


i 


eine  Formel,  deren  rechte  Seite  ofl'enbar  durch  A'erkleinerung  von  p 
liUfhiij  llciii  gemacht  werden  kann. 
1  Wir  if-lh'u    luis    >!'(»   I'uiinii    ,lnt   llodiiii^  p    ihr    um  t  (als  Ceii- 

IninO  hv^^rhrhhvuni  in>.l  f,  ,>tH6rhlir.i^ni,lr,>  IWiphrrie  ^^  so  Hein  dn\- 
l.'ii.  thi^a  jene  rechte  Seite  der  Formel  |S.)  kleiner  als  A  ist,  mit- 
hin  die  Formel   »olbcr  überijeht  in: 

mod  \l■\<}.'■^^  —  2-\<>,c)\  <A. 
Mit   Itiicksiciit  hieraut  ergiebt  .ich  alsd;iuu  aus  (i;.): 
mod  F[6,  c,  i  >  (■*A  ~  A)  =  A. 
Diese   Formel   zeigt,  ihiss   die   drr   ncitrii  Constante  r,   entspre- 
i-heuJe  Function  /'i>.  c,)   am  Kaiule  vun  @   nirgends  versehwindet, 
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dass  also  die  Gleichung  F{Sf  c^)  »» 0  keine  hart  am  Rande  von  @ 
gelegene  Wurzel  besitzt.  Demgemäss  wird  also  die  Anzahl  N^  all' 
derjenigen  elementaren  Wurzeln,  welche  diese  neue  Gleichung 

(11.)  F(s,c,)  =  g 

innerhalb  @  besitzt,  dargestellt  sein  durch  die  zu  (4.)  analoge  Formel: 

Diese  Formel  (12.)  gilt,  zufolge  ihrer  soeben  gegebenen  Begrün- 
dung, für  jedweden  innerhalb  der  Peripherie  (g)  gelegenen  Punkt  c^, 
und  bleibt  also  in  Kraft,  falls  man  diesen  Punkt  innerhalb  (g)  be- 
liebig yariiren  lässt.  Bei  einer  solchen  Variation  von  c^  wird  also 
der  Werth  des  Integrales  (12.)  von  Augenblick  zu  Augenblick  durch 
eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  sein.  Andererseits  aber  übersieht  man 
sofort,  dass  der  Werth  des  Integrales  bei  einer  solchen  Variation 
des  Punktes  c^  nur  in  stetiger  Weise  sich  ändern  kann*).  Dem- 
gemäss ist  also  die  in  Rede  stehende  ganze  Zahl  während  dieser 
Variation  stets  ein  und  dieselbe. 

Die  ganze  Zahl  Nj  bleibt  mithin  constant^  falls  man  den  Punkt 
c^  innerhalb  der  Peripherie  (f)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch  wer- 
den lässt  mit  dem  Centrum  c  dieser  Peripherie.     Somit  folgt  aus 
(12.)  und  (4): 
(13.)  Ni  =  N. 

Man  gelangt  daher,  indem  man  (c  +  ^^)  für  c^  substituirt,  zu 
folgendem  Resultat: 

Erster  Satz.  —  Es  sei  ®  ein  endlicher  Theil  der  s-Ebene,  ebenso 
3  irgend  ein  endlicher  Theil  der  z-Ehene,  Entspricht  nun  die  Func- 
tion F(SfSi)  auf  @  und  3  ^^  Bedingungen  (1.)  pg.  138,  versteht 
man  femer  unter  c  irgend  einen  Punkt  innerhalb  Q,  und  setzt  man 
vorauSy  dass  die  Gleichung 
(14.)  F(5,c)  — 0 

keine  hart  am  Rande  von  @  gelegene  Wurgd  besitzt,  so  wird  die  An- 
zahl der  innerhalb  @  befindlichen  elementaren  Wurzeln  dieser  Gleir 
chung  (14.)  bei  einer  beliebigen  Variation  des  Punktes  c  ungeändert 
bleiben,  faUs  man  nur  diese  Variation  ^c  der  Bedingung  unterunrft: 

mod  (Ac)  <  p, 

und  dabei  das  (positive)  q  hinreichend  klein  macht. 

*)  Denn  so  lange  c^  innerhalb  (J)  bleibt,  wird  [vgl.  (9.),  (10.)]  die  Formel 
•Uttfinden:  mod  F{c,  Cj)  }>  A,  mithin  der  anter  dem  Integral  stehende  Nenner 
Ton  0  versohieden  bleiben. 


ll^■■:■: 
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'iostützt  auf  (lipsi'n  Satz,  kann  man  nmi  obonso  vorwürts  geh'-u, 
ivio  im  vorliergolii'iided  Pmai^riifili  vom  ilorttgeu  eml/n  Satic  aus 
(|)j<.  \'JU).  All  Stelle  <]<'S  dortigen  ::weitm  Sainpa  (pg.  130)  ergii'bt 
sitli  iilsiliiun,  wie  [ficht  zu  üljci's<'lif'n  ist,  loli^'^iider : 

Zweiter  Satz.  —  J-,'»'  tfünt  to  mul  3  '"'"/'/(■■»/(i  rwci  emüicbe  Theik 
ihr  n-  inid  --Elirnc.  Fv.rwr  sri  F\s,:)  i'iiii-  FiiiirlioH,  Iteklie  mif 'S 
iiml  3  '/'"  Hidhujiiwint  (I.)  [if^.  I.'IS  i-itl.iprkht.  AUihnu  ivcnktt  dir 
rienientayiii     \Viu\:rhi  s  iln-  (ili-.icl'itiii/ 

l-\>,.r)  =  n 

.'itctitft:  Finntii'WH  rfui  x  .•'i-ht,  —  srllisIrrrsliiniUieh  vir  insoircil,  ab 
ilir-  Oharailci-iviruiiii  ikr  lüiiirlioii  J-'(s,::)  iriclil,  also  nur  litsoiml, 
iih  tlk  J'Hiil.k  a  nihl  z  ''nucrl'iilli  der  i/i-iichaioi  fhiilmi  ©  tnnl  3  ^•IcHnn. 
Mau  ki'iiiiiti;  nun  weiter  sokhe  Functionen  l'^s,  :)  in  Botraclit 
/.ieben,  welclii;  bei  festgehaltenem  ;  eiudeutij:;  und  bis  auf  einzeln»' 
l'ule  stetig  sind  auf  einem  gegebenen  Theile  3  einer  mclirbliittrigeii 
Uiemnnu' sehen  s-Kiigi.-IMäclie,  und  welche  -indererseitH  bei  festgehal- 
tenem s  dieselben  Eigenschaften  besit/.on  mit  Kezug  auf  einen  ge- 
gebeneu Theil  3  ciniT  mehrblaftnifen  lue  mann' sehen  r-Kugelflache. 
Ohne  uns  hierauf  weiter  ''in/,ulassen,  wollen  wir  im  folgenden  Para- 
grapli  sofort  zu  sjietvW/i j/;«  l!>>traehfnngen  übergehen. 


m- 


Die  Wuiseln  der  Gleichung  /'(s,  .t)  =  n,  unter  der  VorauBsetEung. 
dass   /'(s,  r)  eine  ganze  rationale  Function  Ton  s  und  2  ist. 
Verstollt  man   uiLter 


;■■  —  i; 


1  —  ;••(.;,': 


nilioiiiilr   Kunrtio 


"  Grade, 


.Ivr  lioiJi.n 
■(ini.lcs  riii 


■ump 


en  Variablen  s  und 
so  liefert  die  Gloicliung 


für  jedwedes  r  im  Oani^cn  )i  elementare  Wur/.cln  s,  welche  für  be- 
sondere AVcrthe  dos  Argnnienf-es  ^  tliiilirri.tt;  respeetivo  tftitppenii'eise 
coincidiren  kiiniien.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  diese  «  Wurzeln 
-^  skl/i/c  Functionen  von  .r  sind. 

Wir    u.-nkMii    uns   <lie   Variable    ;    als    einen   ['unkt    auf  tier  <ie- 

iriiliiilirlmi  litihlii/friifff)'  r-Kiifi'HI'i'lii;  und  bezeichnen  denigemäss  diesi'ii 

(L'.)  l'unkt  bald  mit  ,:  selber,  liuld  mit  :',  wn  -'  =.  -'    sein  soll.     Wird 

also  .7  =  a-  +  ii/  lind  s'  =  .t'  +  /»/'  gesetzt,   so   rejiräsentiren  t,  y 

die  (.'ooriliiiateii  den  l'uiiktes  in  der  Ifiir/::iiiitiilrlii.-)K,  Lind  x'  y'  seine 
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Coordinaten  in  der  AnHpodenebene,    Dementsprechend  mögen  die  ge- 
nannten Ebenen  kurzweg  als  die  Ebenen  e  und  g'  bezeichnet  werden. 
In  analoger  Weise  mag  die  Variable  s  als  ein  Punkt  auf  der 
einblättrigen  s- Kugelfläche  angesehen,  und  dieser  Punkt  bald  mit  s, 

Co.)  bald  mit  s'  bezeichnet  werden,  wo  s'  ^  —  sein  soll.     Die  Hort- 

zontal^  und  Antipodenehene  der  ^-Eugelfläche  mögen  respective  als 
die  Ebenen  s  und  s'  benannt  Verden.  * 

Durch  Einführung  von  s'  und  e'  kann  die  Gleichung  (1.)  in 
drei  neue  Gestalten  versetzt  werden;  so  dass  man  im  Ganzen  vier 
Gestalten  derselben  erhält;  nämlich  einerseits  die  beiden  Formen 

(4«.)  ....  Fis,  z)  =  0,    II     (4/S.)  .  .  .  .  '!'"'F(s,  f )  =  0, 

(4.)  deren  linke  Seiten  ganze  rationale  Functionen  von  s,  e,  respective 
von  $,  z'  sind,  und  andererseits  die  beiden  Formen: 

(4y.)  .  «'- J'(,V,  *)  =  0,  l|    (4*.)  ....  s'-i»"»F(i-,  f )  =  0, 

deren  linke  Seiten  ganze  rationale  Functionen  von  $',  z  respective  von 
s\z'  sind. 

Die  gegebene  Gleichung  F  ^^^  0  besitze  für  das  Argument  je? »» c 
eine  «'-fache  Wurzel  s  «^k^  d.  i.  v  elementare  Wurzeln  s,  die  an 
ein  und  derselben  Stelle  s«^k  liegen;  so  dass  also  c  und  k  der  Gleichung 

(0.)  F{k,  c)  =  0 

entsprechen.  Man  bezeichne  nun  mit  €  einen  ad  libitum  gegebenen 
Kleinheitsgrad,  und  denke  sich  auf  der  ^-Eugelfläche  um  den  Punkt 
s=^k  einen  Kreis  vom  Radius  e,  andererseits  auf  der  j?-Kugelfläche 
am  den  Punkt  z  =  c  einen  Kreis  von  noch  unbestimmtem  Radius  q 
beschrieben.  Es  fragt  sich,  ob  die  Anzahl  derjenigen  elementaren  Wur- 
zeln Sj  welche  die  Gleichung 

q  F(s,z)^0, 

ßr  ein  beliebiges  Argument  z,  innerhalb  des  kleinen  Kreises  (A,  b) 
besitzt ,  dadurch  constant,  =  v  gemacht  werden  kann,  dass  man  jenes 
beliebige  Argument  z  in  den  Kreis  (c,  q)  einschliesst  und  dabei  das  q 
hinreichend  Mein  macht. 

Welche  Werthe  k  und  c  auch  haben  mögen,  stets  muss,  falls 

,  =  t'  und  -   -SS  c'  gesetzt  wird,  unter  den  vier  Grössenpaaren: 


c 

(Iß,) k,  c\ 

(7d.) li,c\ 


(7a.)  .  .  .  .  Jfc,  c, 
'•)  (7y.) V.c, 
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rijiiidf'>t»:'ij.s  riiKs  vorband»-!!  sein,  welclies  aus  zwei  ouJlirhen  Grossen 
be.-teht. 

Sind,  um  mit  dem  Fall  'Tai  zu  beginnen,  die  Grössen  fc,  c  beide 
endlich.  >o  be.-rbreibe  man  in  der  5-Ebene  um  den  Punkt  s  =  A' 
eine  klciiK-  Krj^i-tlilcbe  3,  und  in  der  r-Ebene  um  den  Punkt  2  =  c 
eine  kleine  Krei>tläebe  3-  t)i^  Function  i^i  s,  z)  wird,  weil  sie  tur 
die  Centra  s=^]:  und  g  =  r  dieser  Kr#isÜäcbeu  verschwindet  [vgl. (5.)], 
für  zwei  hd'tfhifje  Punkte  5  und  z  der  beiden  kleinen  Kreisflächen 
stets  nur  wenig  von  Null  abweichen.  Kepräsentirt  insbesondere  31 
eine  beliebiL^  L^'txrbene  positive  Constante,  so  wird  man  die  beiden 
Krei>fiiu;lien  stels  so  klein  machen  können,  dass  für  alle  Punkte  s 
und  z  dieser  Flächen  die  Formel  statttindet: 

mod  F{s,  z)  <  M. 

Alsdann  aber  ist  z.B.  der  erste  Satz  pg.  141  direct  anwendbar^  auf 
die  Function  F{s,Z)  und  die  beiden  Flächen  @  und  3-  Zufolge 
dieses  Satzes  kann  nun  aber  die  Anzahl  derjenigen  elementaren  Wur- 
zeln ^■,  welche  die  Gleichung 

F(s,  z)  =  0, 

für  ein  beliebiges  Argumenta,  innerhalb  eines  auf©  um  den  Punkt 
.s'  =  k  mit  dem  Kadius  s  beschriel»enen  Kreises  besitzt,  dadurch  con- 
stant,  =  V  gemaclit  werden,  dass  man  jenes  beliebige  Argument  z 
auf  einen  in  der  Fläche  3  ^i'^i  -^  =  ^'  beschriebenen  hinreichend  klei- 
nen Kreis  beschränkt.  Dabei  bezeichnet  £  einen  ad  libitum  gewähl- 
ten Kleinheitsgrad. 

Analoges  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  die  beiden  Flächen 
©  und  3  nicht  als  Theile  der  beiden  Ilorizontalebenen  s  und  ^,  son- 
dern als  Theile  der  beiden  Kugel llächcn  aufgefasst  werden.  Dem- 
gemäss  ist  die  Frage  ((>.)  affirmativ  zu  beantworten,  allerdings  vor- 
läufig nur  erst  für  den  Fall  {la.)j  dass  Je  und  c  endlich  sind. 

Zu   genau   demselben  Resultat   gelangt  man   aber   auch  in  den 

Fällen 

(Iß.),     (ly,),     (7d.), 

wobei  alsdann  die  Gleichung  F  =  0  respective  in  den  Formen 

(4^.),    (-iy-),    (4<J-) 

anzuwenden  ist,   und  statt  der   Hülfsebenen  s  und  z  respective  die 

Hülfsebenen 

N  und  z\     s'  und  ^,     .<?'  und 

zu  beiuitzen  sind. 
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Die  Frage  (6.)  ist  also  in  allen  Fällen  affirmativ  zu  beantworten. 
Wir  gelangeu  daher  zu  folgendem  Satz: 

Betrachtet  man  die  n  elementaren  Wurzeln  s,  welche  die  Gleichung 

f8.)  Fil  ?)  =  0 

fiir  ein  beliebiges  Argument  z  liefertj  als  linkte  auf  der  (einblättrigen) 
s-Kugeiflädie,  so  werden  die  Lagen  dieser  n  Punkte  s  stetige  Func- 
tionen derjenigen  Lage  sein,  welche  der  Punkt  z  auf  der  einblättrigen 
Z'Kugei fläche  besitzt 

Mit  andern  Worten:  Die  n  elementaren  Wurzeln  s^y  s^f  .Sn 
sind,  als  Functionen  von  z  betrachtet^  auf  der  ^gr-Eugelfläche  allent- 
halben stetig^  mit  Ausnahme  derjenigen  singulären  Punkte  Z,  in  denen 
eine  oder  mehrere  jener  Wurzeln  unendlich  werden.  In  jedem  solchen 
singulären  Punkt  Z  sind  alsdann  allerdings  die  daselbst  endlich  blei- 
benden Wurzeln  stetig,  andererseits  aber  die  daselbst  unendlich  wer- 
denden Wurzeln  unstetig  und  zwar  pölarunstetig.  Demgemäss  kann 
man  den  Satz  (8.)  auch  so  aussprechen: 

Bezeichnet  man  die  aus  der  Gleichung: 

(ig  fCs,  ")  -  0 

ßr  ein  beliebiges  z  sich  ergebenden  n  elementaren  Wurzeln  s  mit 

so  werden  diese  n  Functionen  auf  der  einblättrigen  z-Kugelfläche  bis 
auf  einzelne  Pole  stetig  sein. 

Aus  diesem  Satze  (9.)  ergiebt  sich  nun  nachträglich  die  Cor- 
l(,.  rectheit   der   im   vierten    Capitel   angestellten   Betrachtungen ,   und 
namentlich  auch  die  Correctheit  des  daselbst  iu  (2.)  pg.  94  ange- 
gebenen Satzes. 
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Si el  )ei  1  tc\s   ( Jüp i tel. 
(ieometiisclie  lietraclitunseii. 

Es  dürfte  sehr  schwer,  oder  viehiiehr  unmöglich  sein,  für  dx 
FläcliOt  im  Älignuehicn  zuverlässige  Sätze  aufzustellen,  so  lauge  der 
JJegrift'  der  Fläche  niclit  näher  determinirt  ist.  Auch  dürften  in 
dieser  Beziehung  blos  nnjaiive  Festsetzungen,  wie  z.  B.  die  liie- 
niann'sche  Festsetzung,  dass  die  Fläche  keine  Spaltung  besitzen  solle, 
Avenig  ausreichend  sein. 

Denigeuiäss  habe  ich  im  gegenwärtigen  Capitel  meine  Betrueli- 
tungen  auf  solche  Fläclien  eingeschränkt,  die  durch  bestimmte  fw'>'- 
iU't'  Bedingungen  determinirt  sind.  Man  lindet  diese  Deternjinatioi^u 
nälier  angegeben  im  vierten  Paragraph   dieses  Capitels. 

§  1- 

Definition  der  Elementarfläehe  and  der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche. 

Als  Flächen  einfachster  Art  betrachten  Avir  die  ebenen  Flächen 
mit  nur  (hier  liaiidcurve,  wie  z.  B.  die  Kreisfläche,  Ellipsenlläclie. 
(iuadrattläche  etc.  Diese  Flächen  einfachster  Art  nennen  wir  FJc- 
jHr'iifar/liichrn.  (Gleichzeitig  aber  führen  wir  noch  einen  etwas  all- 
<j:emeineren  BegrÜf  ein,  indem  w^r  iedw^ede  Fläche,  die  durch  sfefni' 
V))if(ni}i}ui(i  in  eine  ElenuMitartläche  verwandelbar  ist,  eine  einjdf^^ 
r.i(snm))inihi'inf/cn(/(    Fliichr  nennen.     (Genauer  ausgedrückt: 

Definition.  —  Jn/r  ehene  einhlätt rnir  FläehCj  die  rtfO'  riuf 
^]  )  Jlnudaine  hrsit.ii,  ,so/f  (l)ic  Ehnirnfarfläehe  oder  ein  elenientari^ 
1 7 d (' h  ('  }f  s  f  ii e h  lu  tssen . 

Definition.   —  Jede  FldeJiVy  dir  odiveder  (jrmde.zH  eine  FAeminiar- 

/liicltf  ist,  odrr  (dter  durch  sfrfir/f  F wformunii  (also  hios  dureh  Dih- 

(2.)  }n(n(/(H  und  Jli((/fm(/(if^  olit/r  Zerreissvn(ie)(   od<r   Xnsiinnnenhefiiiniicti) 

in    (inr    FAoiunihn'lUielic    renrandclf    ncrden   kann,   soll  eine  einfiuh 

.:f(sa })( inrnlid H(ir'nde  F^ldehr  (intamd  irrrden. 
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Demgemäss  ist  z.  B.  die  Kugekalotte   eine   einfach  zusammen- 
hängende Fläche.     Gleiches  gilt  aber  z.  B.  auch  von  der  Windungs- 
'2a.)  flädie.     Denn  jede  Windungsfläche  kann  durch  stetige  Umformung 
in  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden;  wie  solches  früher  aus- 
führlich dargelegt  wurde  [vgl.  z.  B.  (2.)  pg.  70]. 

Erste  Bemerkung.  —  Jede  gegebene  Fläche  kann  im  Allgemeinen 
(a.)  durch  irgend  welche  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandelt  werden.  Als  Beispiele  mögen  dienen  die  Cylinderfläche  und 
die  ringförmige  Boiatümsfläehe, 

Erstes  Beispiel,  —  Wird  eine  Kreislinie  eich  selber  parallel,  und  zwar 
;^.)  senkrecht  zu  ihrer  Ebene,  um  eine  gegebene  Strecke  A  fortbewegt,  so  ent- 
steht durch  diese  Bewegung  eine  mit  zwei  kreisförmigen  Rande urven  ver- 
sehene Cylinderfläche  von  der  LSnge  A, 

Durchschneidet  man  aber  diese  Cylinderfläche  längs  irgend  einer  Kante^ 
so  erhält  man  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche.  In  der  That  wird 
nämlich  die  durch  einen  solchen  Schnitt  entstandene  Fläche  der  in  (2.)  gege- 
benen Definition  entsprechen,  nämlich  durch  stetige  Umformung  in  die  Gestalt 
eines  Rechtecks  d.  i.  in  die  Gestalt  einer  Elementarfiäche  versetzbar  sein. 

Zweites  Beispiel.  —  Wird  eine   Kreislinie  um   eine  in  ihrer  Ebene 
7)         liegende,  die  Kreislinie  aber  nicht  schneidende  Aze  in  Rotation  versetzt, 
so  entsteht  eine  ringförmige  Botations fläche. 

Diese  ringförmige  Rotationsfläche  kann  aber  ofi'enbar  durch  zwei 
Schnitte,  von  denen  der  eine  längs  eines  Parallelkreises,  der  andere  längs 
eines  Meridiankreises  fortgeht,  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandelt  werden.  In  der  That  wird  nämlich  die  durch  zwei  solche 
Schnitte  entstehende  Fläche  der  in  (2.)  gegebenen  Definition  entsprechen. 

Zweite  Bemerkung.  —  Angesichts  dieser  Beispiele  entsteht  die  Ver- 
muthung,  dass  es  möglich  sein  werde,  alle  überhaupt  denkbaren  Flächen 
nach  der  Anzahl  derjenigen  Schnitte  zu  classificiren,  die  zu  ihrer  Verwand- 
lung in  einfach  zusammenhängende  Flächen  erforderlich  Bind«  Jedenfalls 
wird  man  bei  einem  derartigen  Versuch  den  Begriff  des  Schnittes  zuvörderst 
schärfer  zu  determiniren  haben.  Und  dies  soll  im  folgenden  Paragraph  ge- 
schehen durch  Einführung  der  sogenannten  Querschnitte  und  Bückkehrschnitte. 

Dritte  Bemerkung.  —  Die  beistehende  Figur  zeigt  eine  Linie,  welche 
in  ihrem  Lauf  von  links  nach  rechts  eine  sogenannte  Fig.  i. 

^'^-)  Gabelung  oder  Spaltung  darbietet.  Wird  nun  diese  Linie 
in  irgend  welcher  Richtung,  etwa  senkrecht  zur  Ebene 
des  Papiers,  sich  selber  parallel  fortbewegt,  so  entsteht  durch  diese  Be- 
wegung eine  Fläche  von  analoger  Beschaffenheit,  nämlich  eine  Fläche, 
die  ebenfalls  eine  Spaltung  darbietet.  —  Genau  das-  Fig.  ii. 

selbe  würde  zu  bemerken  sein,  wenn  man  zur  erzeu- 
('•)         genden  Linia  diejenige  nehmen  wollte,  welche  in  Fig.  II 
angegeben  ist. 

Wollte  man  die  der  Fig.  I  entsprechende  Fläche  durch  irgend  welche 
Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zu  verwandeln  suchen, 
so  würde  man  sich  vergeblich  bemühen.    Diese  Fläche  docnmentirt  also  in 
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(Icntliehor  Weise,   dass   der  Satz  (of.),    wenn  er  auch  im  Allgemeinen  gilt, 
doch  (jciri!>sen  Ans)iahmen  wifcnrorfen  ist. 

Uebiigeus  ert>cheint  es  zweckmässig,  derartige  öinguUtre  Flilchen,  wie 
die  in  Fig.  I  und  II  angedeuteten,  von  un^^erer  Betrachtung  ganz  auszu- 
seldicssiTi;  wie  Holohes  in  einem  der  folgenden  Paragraphen  näher  auge- 
geben werden  soll. 


§  2. 
Definition  des  Querschnitts  und  Büekkehrsehnitts. 

X 

Definition  des  Querschnitts.   —    Jun   Scliniti,  nrichcr  in  irgend 

chiaa  Jifntcljnml'fc  der  Fliiehc  hrr/iienf,  von  liier  aus  in  unimterhrochc- 

(3.)  ^if'iii  Znije,  Ins  zu  infoid  einem  ander )i  Bandpunli  fortläuft ,  dazwischen 

aher  den   Rand  der   Fläclw  weder  berührt^  noch   überschreitet^  soll  ein 

Querschnitt  genannt  iverden. 

Nach  Ausführung  eines  (^)uerschnittes  sind  die  beiden  Ufer  des- 
selben als  neue  Uaudgehiete  der  Fläche  anzuseilen.  Ja  es  sind  die 
auf  diese  Weise  entstehenden  neuen  Kandujebiete  nicht  erst  narh 
Ausführung  des  Schnittes,  sondern  auch  schon  während  der  weiteren 
Fortführung  desselben  als  solclie  zu  betrachten.  Daraus  folgt  unter 
Anderin,  dass  ein  Querselinitt  in  einem  Punkt  seines  früheren  Lau- 
fes endigen  kann;  und  ferner,  dass  ein  Querschnitt  bei  seiner  wei- 
tem Fortfülirung  sicli  selber  niemals  durchkreuzen  darf. 

So  wird  z.  B.,  wenu  wir  eine  Kreistiäche 
betrachten,  der  Schnitt  ab  ein  Quersehnilt 
sein;  ebenso  aber  auch  der  Schnitt  aßyd. 
Jeder  nimmt  in  einem  Randpunkte  seinen 
Anfan<r.  Während  aber  der  eine  sein  Ende 
in  einem  zweiten  Uandpunkt  der  Fläche  er- 
reiclit,  endio't  der  andere  in  einem  Punkte 
seines  früheren  Laufes.  Ein  solcher  (Quer- 
selinitt, wie  (ißydj  mag  in  Zukunft  [weil 
er  ungeirdir  die  Form  eines  griecliisclien  o 
l)('sitzt|   kurzweg  ein  si</}nalornii(/(r  Querschnitt  genannt  werden. 

Ist  ein  (Querschnitt  bereits  ausgeführt,  und  soll  nun  ein  zuribr 
Querschnitt  gezogen  werden,  so  ist  wiederum  zu  beachten,  dass  die 
Ufer  des  sclion  vorhajuleneii  Schnittes  bei  Ausführung  des  zweiten 
als  ll(nul()(bi<  le  der  Fläclie  anzuselnm  sind.  Der  zweite  Querschnitt 
wird  also  nach  Ikdieben  in  einem  ursprünglichen  Uandpunkt  der 
Fläche,  ebenso  u'ut  aber  auch  in  einem  Ufer])unkt  des  schon  vor- 
haudenen  (^)uersrhnittes  seinen    Anlang  nehmen  können.     Aehnliclies 
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gilt  für  den  Endpunkt  des  Querschnittes.    Und  Aehnliches  gilt  natür- 
lieh  auch  für  einen  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Querschnitt. 

So  wird  z.  B.^  in  der  nebenstehenden 
Kreisfläche,  aß  ein  Querschnitt  sein;  sodann 
yd  ein  zweiter,  £g  ein  dritter,  ly-d*  ein  vier- 
ter u.  s.  w. 

Ferner  wird  in  Figur  III  der  Schnitt 
aßyde  nicht  als  ein  Querschnitt,  sondern 
als  ein  Complex  von  zwei  Querschnitten  an- 
zusehen  sein.  Der  eine  von  diesen  beiden 
läuft  —  ebenso  wie  der  in  Figur  I  be- 
trachtete —  von  a  über  ß,  y  nach  <J,  und  ist 
also  als  ein  sigmaförmiger  zu  bezeichnen; 
während  der  andere  von  ä  nach  e  geht. 

Des  bequemeren  Ausdrucks  willen  wird 
es  zweckmässig  sein,  ausser  den  Querschnitten 
auch  noch  eine  gewisse  andere  Gattung  von 
Schnitten,  nämlich  die  der  Rückkehrschnitte 
einzuführen.  Diese  sollen  folgendermassen  de- 
finirt  sein: 

Definition  des  Rfickkehrschnittes.  —  Ein 
(^•)  in  sidi  zurücklaufender  Schnitt,  welcher  den  Band  der  Fläche  nirgends 
berührt  oder  überschreitet,  und  welcJier  sich  selber  nirgends  durchkreuzt^ 
soll  in  Zukunfl  ein  Rückkehrschnitt  genannt  werden. 

Nach  Ausfuhrung  eines  Rückkehrschnittes  sollen  die  beiden  Ufer 
desselben  wiederum. als  Randgebiete  der  Fläche  angesehen  werden. 
Wir  können  uns  demnach  den  Schnitt  aßyä  in  Fig.  I,  wenn  wir 
wollen,  auch  so  entstanden  denken,  dass  in  der  gegebenen  Kreis- 
Buche  zuerst  ein  Rückkehrschnitt /}^<}/3,  und  sodann  noch  ein  Quer- 
schnitt da  ausgeführt  ist.  Desgleichen  werden  wir  z.  B.  in  Fig.  III 
den  Schnitt  aßyds  als  zusammengesetzt  ansehen  können  aus  einem 
zuerst  ausgeführten  Rückkehrschnitt  ßyäß,  und  aus  zwei  sodann 
ausgeführten  Querschnitten  da  und  ds. 

Die  (von  Riemann  eingeführten)  Querschnitte  repräsentiren  eine 
für  die  Classificirung  der  Flächen  wichtige  Operation.  Um  diese 
Operation  auch  bei  solchen  Flächen,  die  gesdilossen,  mithin  ohne 
Rand  sind,  ausführen  zu  können,  erscheint  es  angemessen,  jeder  sol- 
chen geschlossenen  Fläche  %  zuvörderst,  durch  Herausnahme  eines 
einzelnen  Punktes,  einen  Rand  zu  verleihen.  Dabei  mag  alsdann 
die  durch  dieses  Verfahren  entstehende  neue  Fläche  durch  einen  über 
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(lii.s  Jy  ges(.'tztoii  Punkt  angedcutrt,  iiiliiilicli  mit  ^  bezeiclmet,  und 
kurzweg  die  joiriktüir  Fh'iche  gt'iiaiiiit  werden.  Wälirend  also  5  !/<^'" 
(5.)  leinoi  Rand  hat,  wird  andererseits  ^  ''^''^'  ^'''?.:7V/('  unendlich  kleine 
Uandcurve  besitzen,  welche  dargestellt  ist  durch  die  Ünigrenzuiigs- 
linie  der  durch  die  llerausnalinie  jenes  Punktes  hervorgebrachten 
unendlich  kleinen  OetVnung. 

Bemerkung.  ^  Ist  z.  \).  ^"s  eine  hugcl /lacht.,  so  wird  die  ziigehöri'pn.' 
juinktiito  Fläche  ^-  im  Wcseiitliclieri  riuc  h'v;jchalott< ,  mitbin  linfach  zu- 
SiDnmcnhömjvnd  sein  Ivcr^l.  die  vorhin  bei  {-.)  genannten  LJeispiehjJ. 


Die  Eigenschaften  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche. 

Von  der  sugenanutrn  PUcntentni'lUiiJie  |vgl.  die  DeHuition  (1.)] 
haben  wir  eine  deutliclie  t;euuietrische  Anschauunj^.  Aus  dieser 
geometrischen  Anschauung  ergiebt  sich  z.  H.  sofort,  dass  die  Ele- 
mentarHäche  durch  jcih'n  (Juersvhniit  in  zwei  von  einander  uetreinite 
Stücke  zerlallt,  eb^Miso  auch  durch  jeih'ii  liihhl  ehr  schnitt.  Desgleichen 
überselien  wir  sofort,  dass  von  diesen  beiden  Stücken,  je  nachdem 
der  Schnitt  ein  Quer-  oder  ///Vc7.7tV'Ar  Schnitt  ist,  entweder  jedes  oder 
wenigstens  eines  wiederum   eine  Elenientartläche  sein  wn'rd. 

Diese  Eii^enschatten  der  Elementarlliiche  übertrafen  sicli  leicht 
auf  die  einjaeh  .lusahnnoihäiuieiiden  rtiieh( h,  falls  man  nur  Uücksicht 
nimmt  auf  die   für  die  letzteren  gegebene   Deünition  (1\). 

Es  sei  z.  H.  Jy  eine  beliel)ig  gegebene  einlach  zusammenhängende 
Fläche,  nnd  gleichzeitig  sei  )S''  diejenige  Eh'uientarfläche,  in  welche 
sich  5  dur(di  stetige  Umformung  verwandelt.  Ist  nun  q  irgend  ein 
(^hierschnitt  der  Fläclie  ^',  und  7'  der  correspondirende  Schnitt  aut 
^'v',  so  wird  offenbar  (/'  r])eul'alls  riji  tjuerschiritt  sein.  Die  Fläche 
^'  ist  aber  eine  Elementarlliiche  und  wird  al^o  dureh  jeden  Quer- 
schnitt in  zwei  getrennte;  Stücke  z<M'legt.  Demnach  wird  §'  durch 
(j\  nnd  foti/lich  (nirJt  ^  dtireh  ej  in  .tfcci  (jet rennte  Stüele  zcrfallm. 

Wir    bezeichnen    diese    f)('iden    Stücke    bei    dei*    ursprünglichen 

Fläche  5  i'iif  f?  Ü?  ^'i^*'  ^^^^  '^^•'i'  ElementarÜäche  Jy'  luit  f,  g'.  Utfen- 
bar  ki'umen  alsdann  \  inid  tj  als  zwei  Flächenstücke  angesehen  wer- 
den, welche  sich  durch  stetige  Fmlormuug  in  f  und  i]'  verwandeln. 
V'(jn  den  beiden  Stücken  ]'  und  i]'  ist  aber  jedes  eine  Elementar- 
iläche.  Daraus  folgt,  dass  jnlrs  der  bfiden  SfHelr  f  und  g  ein  einfach 
znsarnmetduuHjeMdes  ist.  Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Itesultat: 
{}').)  Erster  Satz.  —  Eine  dn/arh    -fisftnnnenhäni/ende  Flüche  s:erpiIH 

durch   einen    Querschnitt   immer   in    ^icei  (jct rennte  ^tiiche:    von  diisen 
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r 
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beiden  Stücken  ist  jedes  ein  einfach  zusammenhängendes,  Durch  v  auf- 
einander folgende  Querschnitte  tvird  dt^nnach  eine  einfach  zusammcti- 
liängende  Fläche  in  (1/  +  1)  getrennte  Stücke  zer f edlen  ^  von  welchen 
iciederum  jedes  ein  einfach  zusammenhängendes  ist. 

Wiederum  sei  %  eine  beliebig  gegebene  einfach  zusammenhän- 
gende Fläche,  und  ^'  die  daraus  durch  stetige  Umformung  ent- 
stehende Elementarfläche.  Ist  nun  s  irgend  ein  Rückkehrschnitt  der 
Fläche  ^j  so  wird  offenbar  der  auf  ^'  gezogene  correspondirende 
Schnitt  s'  ebenfalls  ein  Rückkehrschnitt  sein.  Demnach  wird  f^  durch 
s,  ebenso  wie  ^'  durch  s\  in  zwei  von  einander  getrennte  Stücke 
zerfallen.  Von  den  beiden  Stücken,  in  welche  5'  durch  s' »zerlegt 
wird,  ist  aber  eins  eine  Elementarfläche.  Demnach  muss  von  den 
beiden  Stücken,  in  welche  %  durch  s  getheilt  wird,  eins  ein  einfach 
zusammenhängendes  sein.     Also  der  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  Eine  einfacJi  zusamnwnlUingende  FläcJie  zerßllt 
1")  durch  einen  liückkehrschnitt  immer  in  zwei  getrennte  Stücke;  von  die- 
sen beiden  Stücken  ist  jederzeit  eins  ein  einfadi  zusammenhängendes. 

Eine  Elementarfläche  besitzt  ihrer  Definition  zufolge  immer  nur 
cim  Randcurve.  Gleiches  muss  demnach  auch  von  jeder  Fläche  gel- 
ten, die  aus  einer  Elementarfläche  durch  stetige  Umformung  ent- 
standen ist  .  Somit  erhalten  wir  folgenden  dritten  Satz: 
!>' )  Dritter  Satz.  —  Eine  einfach  zusammetihängende  Fläche  besitzt 
immer  nur  eine  Bandcurve. 

§4. 

Nähere  Determination  der  zn  betrachtenden  Flächen. 

Bei  unsem  weiteren  Betrachtungen  wollen  wir  uns  durchweg 
auf  solche  Flächen  beschränken,  die  folgenden  beiden  Anforderungen 
entsprechen: 

Erste  Anforderung.  —  Die  Flädw  soll  von  solcher  Beschaffen- 

lieit  sein,  dass  das  Bereich  eines  jeden  Punktes  der  Flädie  eine  ein- 

•'•)  fach  zusammenhängende  Fläche  repräsentirt.    Durch  diese  Anfor- 

denmg  werden  offenbar  alle  Flächen^  die  eine  Spaltung  zeigen  [wie 

z.  B.  die  Fläche  (d.),  («.)  pg.  147J  von  der  Betrachtung  exciudirt. 

Zweite  Anforderung.  —  Die  Fläche  soll  von  solcher  Beschaffnen" 
heit  sein,  dass  sie  durch  irgend  welcJie  Querschnitte  in  eine  ein- 
^^.)  fach  zusammenhängende  Flädie  verwandelt  werden  kann.  Durch 
diese  zweite  Anforderung,  für  sich  allein  betrachtet,  würden  offen- 
bar die  mit  einer  Spaltung  behafteten  Flächen  noch  nicht  sämmt* 
lieh  exciudirt  sein.    [So  z.  B.  würde  durch  sie  von  den  beiden  Flächen 
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|d.)  und  (f.)  \<g.    147    nur  liie  fiöti',   uidil  abi^r  ilic  zweite  extludin 
werileu.] 

Die  iT^lr  und  :u-eit'-  Antordcruufi;  (U'i-keii  eiuuntler  tlu'ilweiso, 
jriluch  nieht  su,  diiss  diirth  eine  derselben  die  andere  überflüssig 
geuiatlit  würde.  i<o  z.  H.  werden  diireli  die  vfnlr  Bedingung  allf 
mit  einer  f>jialtiing  ludiafteten  FUlclieu  excliidirt,  durch  die  rHv/.' 
aber  niclit.  Andercr.feity  aber  werden  dureli  die  zweite  Auforderunij 
alle  gesehlos^^encn  Fläeheu  exeludirt  [weil  in  einer  geschlossentn 
Flüche  überhaupt  keine  tjueraeliniüe  mi'iglich  sind],  durch  die  erslf 
aber  nitlit. 

.  Bemerkung.  i:s  ist  wohl  wAlirMiheiTilifl],  diiss  jcJwetie  nkhUjesiMuh 
,>.-.!(■  Fliicbf,  fiills  MO  ,ki-  crsUn  Aiilonleniiis  eiilspiU-bt,  uolbwenJiger  Wei.e 
iiiiih  der  liitiUh  >;oiiü;;i^ii  winl.  Wüie  solilies  iriihliüi  bcweishar,  so  wünle 
inau  gut  tliun,  die  /.wi.'itu  Anforcieniug  ganx  fallen  v.a  laMseii.  Denn  <Ut' 
iimtlilunsi-iicii  riiiclieii  würden  trotzdem  iuuiierhiii  noch  in  iler  Wtise  in  die 
Betruchtuiig  iiiin'inyc/oycu  wtTilfn  kiiiiiii'ii,  ditas  man  statt  jeder  liolchi'n 
ijisüilosseiKii  Kblclie  ^  diu  xiij;eliiiri{,'e  iiuiil.tirte  Flache  ^  [vgl.  (ö.lj  jus 
Auge  fasst. 


Untersuctiuiig  eines  beliebig  gogcbenon.  Fläcbensystems. 
Definition  seiner  Grundzahl. 

Es  HCl  ©  ein  ans  beiieliig  vielen  l'läehen  beslelieudcM  Kysteiu. 
Die  Flüchen  mögen  beliebig  im  Ituunio  vertlieilt,  und  jede  derselbe)! 
von  beliebiger  Uestait  «ein.  Nur  mag  jede  derselben  den  Anl'or- 
deriingen  (!"!.),  flO.)  cntspreibeu. 

AVir  wollen  nun    iiniielimeu,  dieses  Öysteui  @  küune  durch   ge- 
wisse   v'    Querschnilie    -      sie    mögen    in    ihrer  Oesaninitheit  luit  (/' 
j  bezeichnet  werden  ^  in  ein  System  o'  verwandelt  werden,  wekhi's 

1  ,  aua  a     Fläulienstileken  be.steiit;    und    das  System  S  köime  anderer- 

seits durch  gewisse   v"  (Juci'scliiiitle  —   .sie  niiigen  'i"  genannt  wer- 
1  den  —  in  ein  Sysiem  ©"  verwandelt  werden,  welches  aus  «"  Fliklieii- 

[  stücken  besteht.     Ferner  wollen  wir  annehmen,  unter  den  FlächeD- 

I  stücken,  aua  welchen  die  Systeme  S'  und  ©"  bestehen,  wäre  jeilcs 

einzelne  ein  eiiil'uvh   :ii^iuiihiriiliüwjciuli-:i.     Es    tragt    sieh,   ob  unter 
dieser  Voraussetzung  /wischen  den  Zubleii  v',  «'  imd  v",  a"  irgenil 
I  ttelelie  Üe/ielmng  stattlindet.  oder  ob  dieselbi^n  von  einander  veÜit' 

unabhiingig  sind. 

Um  näher  hierauf  ein/.ugelien.  wird  es  nöthig  si-in,  beide  Quer- 
schnittsysteme, das  der  (/'  und  das  diT  ii",iilri:h,z<iliy  ku  ziehen.  I*f 
Kinlachlieit  willen  uehnien  wir  an.  dass  die  beiden  SclinittsysteiDi? 


!'U 
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bei  einer  solchen  Superposition  nur  in  einzelnen  Punkten  (nicht  in 
Linien)  einander  decken.  Die  Anzahl  dieser  einzelnen  Deckungs- 
punkte mag  d  heissen.  Ferner  nehmen  wir,  der  Einfachheit  willen, 
zuvorderst  an,  dass  unter  diesen  S  Deckungspunkten  oder  Schnitt- 
punkten keiner  vorhanden  ist,  der  gerade  mit  einem  Endpunkte  der 
Schnitte  q'  oder  q"  zusammenfallt.  Von  den  beiden  Schnitten  q' 
und  q\  welche  einander  in  einem  jener  d  Punkte  schneiden,  wird 
alsdann  jeder  durch  den  andern  in  zwei  Stücke  zerlegt  werden. 

Wir  denken  uns  zuerst  die  Querschnitte  q  gezogen,  und  hier- 
durch ©  in  ©'  verwandelt.  Ziehen  wir  jetzt  einen  der  Schnitte  5", 
so  wird  ein  solcher  Schnitt  nur  dann  einen  Querschnitt  des  Flächen- 
Systems  @'  vorstellen,  wenn  er  die  schon  vorhandenen  Schnitte  q' 
nirgends  berührt  oder  überschreitet,  andernfalls  aber  einen  Complex 
van  mehreren  Querschnitten  vorstellen.  Es  fragt  sich  nun  zunächst, 
wie  gross  die  Anzahl  derjenigen  Querschnitte  Q"  ist,  welche  in  dem 
Flächensystem  @'  entstehen,  sobald  wir  darin  sämmtliche  Schnitte 
q"  ausführen.  Offenbar  werden  sämmtliche  Endpunkte  der  Q"  zum 
einen  Theil  durch  die  Endpunkte  der  q'  selber,  zum  andern  Theil 
durch  diejenigen  Punkte  dargestellt  sein^  in  welchen  die  q'  von  den 
q  geschnitten  werden.  Die  Anzahl  des  ersten  Theiles  ist  gleich 
der  Anzahl  der  Endpunkte  der  q\  d.  i.  gleich  2i/";  die  Anzahl  des 
zweiten  Theiles  muss,  da  jeder  der  genannten  Schnittpunkte  zwei 
Endpunkte  der  Q"  repräsentirt,  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl 
jener  Schnittpunkte,  also  gleich  2d  sein.  Im  (ranzen  wird  daher 
die  Anzahl  der  Endpunkte  der  Q"  gleich  (2v"  +  2d),  folglich  die 
Anzahl  der  Q"  selber  gleich 

v"  +  ' 
sein. 

Umgekehrt  wird  andererseits,  wenn  wir  uns  in  dem  Systeme  ® 
zuerst  die  q"  gezogen,  und  hierdurch  @  in  @"  verwandelt  denken, 
jeder  nunmehr  folgende  Schnitt  q  im  Allgemeinen  mehrere  Quer- 
schnitte Q'  des  Systems  @"  repräsentiren.  Die  Anzahl  dieser  Q' 
wird,  wie  man  sofort  übersieht,  gleich 

v'  -j-  tf 
sein. 

Es  sei  A  die  Anzahl  von  Fläclienstücken,  in  welche  @  zerfallt, 
wenn  gleichzeitig  sowohl  sämmtliche  Schnitte  q\  als  auch  sämmtliche 
Schnitte  q"  ausgeftlhrt  werden. 

Offenbar  kann  diese  Zahl  A  als  die  Anzahl  derjenigen  Stücke 
angesehen  werden,  in  welche  sich  das  Flächensystem  @'  durch  Aus- 
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t'ülirung  der  (^hier.seliijitto  i^"  verwiiridelt.  Nun  be.stelit  das  Systt^ui 
2'  der  Voraus.setzuDg  '/iilüli^e  aus  ci  Stücken,  von  welcheo  jedes 
e'mfdch  ::ni<(uninailtän(i(')ul  ist.  Es  wird  dalier  dieses  System  ä'  |zu- 
i'ol'^e  des  Satzes  (G.j|  diireli  Aüstiihnnijj^  der  {v"  -\-  d)  (^luerschnitte 
Q"   in  [a    -f-  v"  -{-  d)  Stiieke  zernillt   werden.     So  ergiebt   sich: 

(II.)  A  =  a'  +  v"  +  Ö, 

Andererseits  kajin  aljer  A  aueli  aks  die  Anzahl  derjenigen  Stürk^^ 
anuesehen  werden,  in  welche  das  System  ©"  durch  Ausführun«?  der 
{7/  -f"  ())  Querschnitte  (^f'  zerlegt   wird;  alsdann  ergiebt  sich: 

(ll>.)  A  -=  er  +  //  +  d. 

Aus  diesen   beiden  Formeln  (11.)   und  (ll^)  folgt  sofort: 

a    -f-  V     ^^  a     -f-  V  , 
d.  i. 
(lo.)  V    —  (•:    ==^  V     —  a   . 

Hei  Ableitung  dieser  Formel  wurde  die  beschränkende  Vuraub- 
setzung  gemacht,  dass  die  beiden  Schnittsysteme  bei  ihrer  Super- 
[)osition  nur  in  ciHZriHcii  PmtLicn  einander  decken,  und  dass  unter 
diesen  d  einzehieji  1  )eckungsjund<ten  keiner  vorhanden  ist,  welcher 
gerade  njit  einem  /^/(/punkt  der  Schnitte  zusammennillt.  Sollte  diese 
V'uraussetzuiig  Jiicht  erl'üllt  sein,  so  wird  man  es  doch  durch  eine 
Kiicndlfch  lih'iifc  Vi rschalnuHj  des  einen  Schnittsystems,  z.  B.  des  Sy- 
stems 7',  leicht  dahin  bringen  können,  dass  sie  in  Eri'ülluug  geht. 
Sobald  diese  unendlich  kleine  Verschiebung  ausgeführt  ist,  wird  danu 
die  Formel  (J'>.): 


>  >  rr  ff 

V  a    =  V     —  a 


wiederum  gelten.  Die  Zahlen  v'  uml  a  sind  aber  offenbar  iuuh 
der  Verschiebung  des  Systeuis  <y'  c1j(mi  dieselben,  wie  vor  jener  Ver- 
schiebung. Daraus  folgt,  dass  die  Formel  aucli  schon  vor  der  Ver- 
schiebung gültig  ist,  dass  sie  also  röllif/  alh/rnuinc  Gnliigkeii  besitzt. 
Wir  erhalten  daher  folgenden  wichtigen  Satz: 

Fiindamentaltheorem.  —  Jh'nlf  man  sich  ein  hcUebiijcs  FUicJun- 

systoii   (3    zu    rvrsvhi((i('n(  )r   ZcUni    dKrdi    n  rsddcdai    (jeivühltv    Qmr- 

(14.)  sriniillsysti'htc  xnlnit,  aiid  ddäurcli  jcdcsund   in   ein  Si/sfc))i  von  laidfr 

einfdclt  .:nminni('idnL}((jrHd(:n  Flüclnnsliichcir)  ccnrandcltj  so  wird  die 

Di/j'ercn:  (u  —  «),  mn  fnicl/c  die  j(dcs}ii(di(jc  Anxcdd  v  der  i^uersdiuHk 

'■')  Unter  einem  Siiston  ein/ach  :  a.saiNinrnhfhuit  rulcr  FliicJtcnstiUi'C  iat  selbst- 
vei'slinnUieh  liier  (und  ebenso  auch  in  ZiikunlO  ^-tets  ein  Svstem  von  Flacheii- 
stücken  zu  ver.^telicn,  deren  jedes  /nr  sidi  aUci>i  hdiaditd  einfach  zusamuien- 
lian^ond  i^t. 
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grösser  als  die  jedesmalige  Anzahl  a  der  restdHrenden  FlächensUicke 
ist,  in  (dV  diesen  FäUen  ein  und  denselben  Werth  haben.  Jene 
Differenz  (v  —  a)  ist  demnach  eine  detn  gegei)enen  Flächensystem  © 
eigenthümliche  unveränderliche  Zahl,  Gleiches  wird  daher  z.  B. 
auch  gelten  von  der  Zahl  {y  —  a  +  2).  Diese  letztere  soü  in  Zukunfl 
die  Grundzahl  des  Flächensystems  genannt  werden. 

An  diesen  fundamentalen  Satz  schliessen  sich  unmittelbar  einige 
weitere  Bemerkungen  an.  Ein  beliebig  gegebenes  Flächensystem  @ 
verwandle  sich,  wenn  man  darin  irgetui  einen  bestimmten  Querschnitt 
q  ausfiihrt)  in  ein  Flächensystem  @'.  Um  das  ursprüngliche  System 
@  aber  in  ein  System  von  lauter  einfach  zusammenhängenden  Flächen- 
ätücken  zu  verwandeln^  mögen  nach  Ausführung  jenes  Querschnittes 
q  noch  V  weitere  Querschnitte  q^,  q29  -  >  »  ^v  erforderlich  sein;  und 
gleichzeitig  mag  a  die  Anzahl  der  einfach  zusammenhängenden  Flächen- 
stücke vorstellen,  aus  welchen  das  letztgenannte  System  besteht. 

Alsdann  wird  also  das  System  @  im  Ganzen  durch  (v  -}-  1) 
Querschnitte  in  ein  System  von  a  Flächenstücken  verwandelt,  unter 
denen  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.  Und  andererseits  sehen 
wir,  dass  das  System  @'  bereits  durch  v  Querschnitte  in  ein  System 
von  a  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken  verwandelt  wird. 
Zufolge  des  Satzes  (14.)  ist  daher 

(v  +  1)  —  a  +  2 

die  Grundzahl  von  @,  und 

v  —  a  +  2 

die  Grundzahl  von  @';  die  Grundzahl  von  @'  also  um  1  kleiner 
als  die  von  @.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Erster  Satz«  —  Die  Grundzahl  eines  Fläctiensystems  wird  durch 
(15.)  jcdefi  Querschnitt  um  1  erniedrigt;  durch  ein  System  von  v  Querschnit- 
ten also  um  V  erniedrigt. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  anstellen  bei  den  Kück- 
kehrschnitten.  Ein  Flächensystem  ©  verwandle  sich  durch  irgend 
welchen  Rüclckehrschniti  ^  in  ©'.  Ferner  sei  q  ein  in  dem  Systeme 
©'  gezogener  Querschnitt,  und  zwar  ein  Querschnitt,  welcher  in 
einem  Uferpunkte  des  Rückkehrschnittes  s  beginnt,  und  von  hier 
aus  nach  irgend  welchem  liandpunkte  desjenigen  Flächenstückes 
hinläuft,  in  welchem  s  construirt  ist.  Endlich  mag  das  durch  Aus- 
führung von  s  und  q  erhaltene  Flächensystem  mit  %  bezeichnet 
werden. 

Das  Flächensystem  %  entsteht  alsdann  aus  ©'  durch   Ausfüh- 
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riiDg  des  einen  CJuersclmittes  q.    Zufolge  des  vurhergelienden  Satzes 
ist  dalier  die  Grundzahl  von  %  tun  1  kleiner  als  die  vofi  ©'. 

Andererseits  ist  zu  beiuerkeii,  dass  die  Scliuitte  q  und  s  zu- 
sainniengeuommeu  als  eia  einziger  siguiatormiger  (iuersehuitt  ange- 
sehen werden  können  [vgl.  [»g.  14S];  und  dass  daher  %  als  ein  Flächeu- 
systeni  angesehen  werden  kann,  welches  aus  ©  nur  durch  Ausfüh- 
rung eines  einziifen  (^)uerschuittes  entsteht.  Zufolge  des  vorhergehen- 
den Satzes  wird  also  dir  Grnndzald  von  %  nni  l  Meiner  als  die  von 
®  sein, 

Fasst  man  beide  Ergebnisse  zusammen,  so  sieht  man  sofort, 
dass  die  (iruiulzahlen  von  S  und  ®'  einander  ii^leich  sind,  und  «je- 
langt  also  zu  folgendem  8atz: 

Zweiter   Satz.    —    Die    Grurukald    eines    Fläekensysfems  erleidet 
(Hl.)  dnrch  Ausfuhr  ung  eines  Jüiel  kehr  sehn  iffes  keinerlei  Aaiderung,  und  er- 
leidet also  aneh  hei  Ans/ilhrHn(j  von  beliehig  vielen  Jiiiekkehrsehnitten 
keine  Aendermu/. 

Schliesslich  noch  folgende  sehr  einfache  Bemerkung:  Kann  ein 
gegebenes  Flächensystem  durch  v  Querschnitte  in  a  einfach  zusam- 
menhängende Flächenstücke  verwandelt  werden,  so  ist  nach  unserer 
Detinition   |vgl.  den  Schluss  des  Satzes  (14.)  | 

V  —  a-\-  2 

die  (Jrundzahl  des  Svstems.     13esteht  daher  das  Svstem,  bereits  von 

Hause  aus,    aus  «  einfach   zusammenhängenden    Flächenstücken,   so 

wird  seine  li rundzahl  gleich 

0  —  «  +  2 
sein.     Also  der  Satz: 

(J7.)  Dritter  Satz.  —  Die  Grundzahl  eines  Hifstems,  uelehes  aus  cc  ein- 

fach  zusammenhänifenden  Fläelfe)fsfüeken   besieh t,   ist  stets  =  (2  —  a). 
Setzt  man  beispielsweise  «  =  1,  denkt  man  sich  also  ein  System, 

welches  nur  aus  einer  ein.:i[/en  Fläche   besteht,   so    gelangt  man  zu 

folgendem  s[)ecielleren  Resultat: 
(17a.)         Vierter  Satz.  —   Die  Grundzahl  einer  heliehi//  ijegehencn  einfavh 

zusammenhängenden  Fläehe  ist  stets  =1. 

§  <!■ 
Weitere  Betrachtungen  über  ein  beliebig  gegebenes  Flächensystem. 

Es  sei  ©  ein  beliebig  gegebenes  Flächen.s7/.s/cm  (oder  auch  eine 
beliebiix    i^e^ebene    einzrhte    Fläche) ,    ferner    sei    iS^   die    Grundzahl 


von 


'v'-n 
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Führen  wir  v'  beliebige  Querschnitte  aus,  so  entsteht  ein  Flächen- 
system, dessen  Grundzahl  gleich  N — v'  ist.  Lassen  wir  sodann 
za  jenen  Querschnitten  q'  Rückkehrschnitte  hinzutreten,  so  entsteht 
ein  Flächensystem,  welches  ebenso  wie  das  vorhergehende  die  Grund- 
zahl N —  v'  besitzt.  Lassen  wir  hierauf  v"  Querschnittte  und  (f" 
Rückkehrschnitte  zu  den  schon  vorhandenen  Schnitten  hinzutreten, 
so  entsteht  ein  Flächensystem,  dessen  Grundzahl  gleich  N —  v^  —  v" 
ist,  u.  s.  w.  Air  dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Sätze  (15.) 
und  (16.). 

Führen  wir  also  in  dem  gegebenen  Systeme  @  in  irgend  wel- 
cher Reihenfolge  im  Ganzen  v  Querschnitte  und  p  Rückkehrschnitte 
aus,  so  wird 

die  Grundzahl  des  resultirenden  Flächensystems  sein.  Wir  wollen 
nun  annehmen,  dieses  letztere  System  bestände  aus  a  Flächenstücken, 
von  welchen  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.  Zufolge  des  Satzes 
(17.)  wird  sich  in  diesem  Falle  die  Grundzahl  dieses  Systems  noch 
in  anderer  Art,  nämlich  durch 

2  —  a 

ausdrücken  lassen.     Demnach  wird  bei  der  gemachten  Annahme 

2V— i;«.2  — a, 
d.  i. 

sein.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Ausspruch: 

Fünfter  Satz.  —  Kann  ein  Flächensystem  @  oder  audi  eine  einzelne 
Fläche  @  durch  irgend  welche  v  Querschnitte  und  durch  irgend  welche 
(is.)  p  Rückkehrschnitte  in  a  Flächenstücke  vencanddt  teer  den  ^  von  denen 
ein  jedes  einfach  zusammenhängend  ist,  so  unrd  jederzeit 

V  —  a  +  2 
die  Grundzahl  von  @  sein. 

Dieser  Satz  ist  von  einer  gewissen  praktischen  Bedeatang.  Denn 
mittelst  desselben  kann  man  z.  B.  die  Grundzahl  einer  hestiftimt  gegebenen 
Fläche  selbst  dann,  wenn  dieselbe  sehr  complicirter  Gestalt  ist,  ziemlich 
leicht  ermitteln. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Beschaffenheit  einer  völlig 
unbekannten  Fläche  %  näher  zu  untersuchen^  falls  die  Grundzahl  der- 
selben gegeben^  und  zwar  ^^\  ist. 

Da  die  Fläche  %  selbstverständlich  den  beiden  Anforderungen 
(9.),  (10.)  entsprechen  soll,  so  ist  sie  [zufolge  (10.)]  durch  irgend 
welche,  ihrer  Zähl  und  Lage  nach  unbekannte  Querschnitte  q^y  (72 y  •  •  •  9r 
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in  eine  vlnfadi  .zusainynnilianunuie  Fliidir  verwandelbar.  Zufolge  des 
iumdanientaltheorenis  (14.)  gilt  alsdann  für  die  (J rundzahl  2s  der 
Fläche  5  ^i^  Formel 

oder,  weil  im  gegen wärtijj^en  Fall  die  Anzahl  a  der  durch  die  (Juer- 
schiiitte  q^y  </^,  . . .  (/i  erhaltenen  einfach  zusammenhiingeiideu  Fläclieu- 
stücke  =1    ist: 

Diese  Foruiel  aber  nimmt,  weil  die  (Jruiid/.ahl  N  der  Fläche  Jy  ge- 
geben  und  /war  =  1    ist,  die  (» estalt  an: 

1  =  i;  -f  1 ; 
w^oraus  folgt: 

♦       V  =  0. 

Jene  unbekannte  Fläche  %  ist  also  durch  0  (^hierschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelbar.  1).  h.  sie  ist  schon 
c(m  JJamc  aus  eine  einfach  zusammenhängende. 

Wir  sehen  somit,  (las,i  jcdivedc  Fläclic  von  der  Grimdzahl  1  ehv 
nnfücli  zusannncnhlüKjcndc  ist.  Zufolge  (17a.)  gilt  aber  auch  der  um- 
gekehrte Satz:  sodass  wir  zu  folgendem  JJesultat  gelangen: 

Sechster  Satz.  —  Jede  Fldrltr  von  der  (rnindzahl  1  ist  eine  ein- 
(11>.)  fach  rJusantiHoduim/endr.     Vud  nmiiekchrt  wird  jcdivedc  einfach  znsa)n- 
mrrdningcndc  Flüche  die  (innid.:ahl   1   hesUzen. 

J^epräsentirt  ^  irgend  eine  unbekannte  Fläche,  so  wird  dieselbe 
[weil  die  Anforderungen  (1>,\  f  1^.)  stets  als  erfüllt  betrachtet  werden 
sollen]  zufolge  (lO.j  durch  irgend  welche  iJircr  Zahl  und  Lage  nach 
Hnhchmnfc  (Querschnitte  r/j,  q^^  .  .  .  7,.  in  eine  einfach  zusammen- 
häuf/oulc  Fläche  verwandelt  werden  kimnen.  Alsdann  aber  hat  die 
Grundzahl  ^"  der  Fläche  5>',  zufolge  des  Fundamentaltheorems  (14.). 
den  Werth: 

d.  i.  den    Werth: 

K  :=  r   -  1  +  2  =  7'  +  1 ; 

denn   im  gegenwärtigen  Falle  ist  die  AuzaJd  a  der  durch  die  Quor- 

schnittr'    q^,   7.,,  .  .  .  q,    resultirenden    einfach    zusammenhängenden 

Flächenstücke  =  1.    Wir  erhalten  also:  ^V  ^=  v  -f-  1,  oder,  was  das- 

sell)e  ist: 

r  =  N  ^  1, 

und  gelangen  daher  zu   folgendem  l»esultat: 

Siebenter  Satz.  —  Fiue  hdifhif/  (/cf/(hcne  [selbstverständlich  aber 
(20    den  Anl'ordernugen  (\l).  (  10.)  entsj)reeliendel  Fh'iche  ist  [zufolge  (lO.)J 
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stets  durch  irgend  welche  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  verwandelbar.  Und  wenn  audi  die  Lage  und  Configuration 
der  hierzu  erforderlichen  Querschnitte  in  mannigfaltiger  Weise  variirt 
werden  kann,  so  wird  doch  ihre  Anzahl  stets  ein  und  dieselbe^  näm- 
Udi  stets  =  (JV —  1)  sein,  falls  N  die  Grundzähl  der  gegebenen  Flädie 
vorstellt 

Hieraus  folgt  sofort^  dass  in  einer  Fläche  von  der  Grundzahl  N 
stets  {N — 1)  dieselbe  nicht  zerstückelnde  Querschnitte  ausführbar  sind. 
Denkt  man  sich  aber  irgend  welche  {N —  1)  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnde Querschnitte  ausgeführt,  so  wird  die  Fläche  dadurch  stets, 
wie  jene  Querschnitte  im  Uebrigen  auch  immer  beschaffen  sein 
mögen,  in  eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1  sich  verwandeln;  wie 
solches  aus  einem  früheren  Satz  (15.)  unmittelbar  folgt.  Beachtet 
man  schliesslich,  dass  [nach  (19.)]  eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1 
stets  eine  einfacfi  zusammerJiängende  Fläche  ist,  so  gelangt  man  also 
zu  folgendem  Resultat: 

Vollständigere  Form  des  siebenten  Satzes.  —  In  einer  Fläclie 
von  der  Grundzahl  N sind  stets  {N — 1)  dieselbe  nicht  zerstückelnde 
v2L)  Querschnitte  ausführbar.  Denkt  man  sich  aber  (^—1)  derartige  Quer- 
schnitte wirklich  construirt,  so  wird  dadurch  die  Fläche  stets,  wie 
diese  Querschnitte  im  Uebrigen  auch  beschaffen  sein  mögen,  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  übergehen. 

Erste  Bemerkung.  —  Jede  [den  Anforderungen  (9.),  (10.)  entspre- 
chende] Fläche  ist  durch  Ansföhrang  irgend  welcher  Querschnitte  q^,  q^y 
.  ,  .  q^  in  eine  ein&ch  zusammenhängende  Fläche  ver wandelbar.  Die  An- 
zahl V  dieser  Querschnitte  wird  aber,  zufolge  des  Satzes  (20.)  stets  ={N — 1) 
sein,  falls  N  die  Grundzahl  der  gegebenen  Fläche  Toratellt.  Somit  ergiebt 
sich:  iV  a»  (v  -|-  1),  oder,  weil  v  (seiner  Bedeutung  nach)  eine  der  Zahlen 
0,  1,  2,  3,  .  .  .  repräsentirt: 

JV=  1,  2,  3,  4,  .  .  . 

D.  h.:   Die  Grundzahl  einer  den  Anforderungen  (9.),  (10.)  entsprechenden 
Fläche  wird  stets  durch  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  dargestellt  sein. 

Zweite  Bemerkung.  —  Durch  den  eigenthämlichen  Gang  der  von  uns 
in  diesem  Capitel  angestellten  Betrachtungen  sind  wir  unwillkürlich  zu 
einer  Ausdrucksweise  geführt  worden,  die  von  der  i^i^minn^schen  etwas 
abweicht.  Doch  entsteht  in  dieser  Beziehung  völlige  Uebereinstimmung, 
wenn  wir  jedwede  Fläche  von  der  Grundzahl  N  eine  N-fach  zuHammen- 
hängende  Fläche  nennen;  —  was  übrigens  z.  B.  für  den  Fall  ^«1  schon 
durch  den  Satz  (19.)  geboten  ist. 

Es  seien  a  einzelne  Flächen  fj^ ,  %^,  ...  %a  gegeben  respec- 
tive  mit  den  Grundzahlen  N^,  N^,  .  ,  .  Na.  Zufolge  (20.)  respective 
(21.)  ist  alsdann  z.  B.  5«  durch  {Ny.  —  1)  Querschnitte  in  eine  ein- 


t'iicli  zusanmiPHliiiiigenik'  Flliclic  vfrivaiiiiclliar.  DeDiiiacIi  kaou  das 
j<aiize  Sysleui  (g„  g„  .  .  .  %.)  ihiruli 

(^■-1)  +  (,Y,  -l)  +  ...  +  (A-„-l), 
tl.  1,  durch 

(>•  +  X  + . . .  +  X.)  -  « 

'^tioriscliiiittf?  in  «  Kliiclii'u  verwaink'lt  weyilun,  deren  jede  einfaeli 
Kiisammenliängeml  ist.  Hioi-aus  aber  M-^i  [f^at/,  1 1  S.'i],  ilass  diedriiiid- 
zalil  jenes  Systems  i^,,  5j,  .  .  .  5-.)  «leu  Wei-tli  hat: 

{A-  +A;  +  ...  +  i\',)-2a  +  L>; 
sodass  man  als»  nii  lulgentlem  Ucsultat  gelangt: 

Achtel'  Satz.         Sind  «  rluzthir  Fläi-ht:»  gcjchni   »rKjU'cHir  mli 

(2±)  di-H  Crmutiihkn  N„  X .T,,,  s«  irml  >lir  Gnimhahl  <l<s  <("s  "//' 

•Iksot  FUivJicn  bcslelintiloi  Systems  din    Wirth  hc.sifzrn: 

(A'i  +  X  + . . .  +  y.d  -  2«  +  2. 

J:hi  S})ccial/hll  dirsr.-<  Satzes  isf  dry  fiulirre  Saü  (17.) 

Wir  wolle»  uns  jetzt  irgend  eine  riüclie  J  »^(»pobon  denken, 
auf  derselben  irgend  einen  l'unkt  uiarkireii,  miJ  das  Bereich  U  dieses 
Pimktfü  luittelst  eines  luieudlicli  kleinen  Uückkehrschnittes  von  der 
FlUebe  abtrennen.  Das  naeh  Absondernng  des  Hereicbes  U  von  der 
riäclie  5  iKicJi  filirig  bleibende  Stück  mag  g  Iieissen.  üeberdies 
»i'igeir  die  tinindzalilcn  von  %,  5  ""'1  1'  respcctive  mit  N,  N  uiid 
n  bezeicbnet  werden. 

Die  (iruiidzalil  des  Si/sfi-yiis  (J5,  U)  lUsst  !?jcli  nun  in  doppeller 
Weise  angeben.      Einerseits  ist  dieselbe  nämlidi   fnacli  (i>2.i| 

=  (A' +  ")-■>  +  -'; 

nnd  andererseits  ist  sie  iKülulge  des  Iriiberen  l^atzes  (1(1.)]  =X 
Soniit   folgt: 

oder,  weil  (zufolge  (!).  I   and  (17n.)J  die  Zabl  >,  =  1    ist: 

X^X-i-  1: 
so.lass  maJi   als.i  /ii    fulgmileui  Sat/e  gelangt: 

Neunter  Satz.  —    l-:i»r  Fliwlir  von  d-r  Ih-nmhald  X  nnvawklt 
{•2'.\.)  swli,  il'iivJi  livfonsnaliii'v   riiiva  viii^diwii  l'iiuLirs.  in  nuc  Flikbe  foii 
der  (iniHitolil    ( .V  +  1).     D;ibei    ist    niiter    der    Herausnahme  eiues 
i'iinktes  die  ll.Tansnabrue  eines  beliebig  kleinen  den  Punkt  umgeben- 
den l-'Ulelienstüeks  zu  verstehen. 

Kine  einfach  zusamnieniiängeinle  l'llieiic  bleibt,  falls  sie  ii^nd- 

ri-i.)  eini^r  stetigen   Umformung  unterworfen  wird,  /ii)7(?((«e)-«(?  einfach  zu- 

saiinnenbiLiigend;  wie  ■anblies  ans  der  Delinilion  der  einfach  zusammen- 


k 
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häogenden  Fläche  [(2.)  p.  146]  unmittelbar  folgt.  Mit  andern  Worten 
[vgl  (19.)]:  Eine  Fläche  Ton  der  Grundzahl  1  wird  diese  Grundzahl, 
auch  bei  irgend  welcher  stetigen  Umformung,  fortdauernd  beibehalten. 
Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  erweitem. 

'  Eine  Fläche  3  von  der  Grundzahl  N  ist  nämlich  stets  [vgl. 
(20.),  (21.)J  durch  gewisse  (-N^  —  1)  Querschnitte  g,,  q^ . . .  qn^i  in 
eine  einfach  gusammenhängende  Fläche  gt'J  verwandelbar.  Unterwirft 
man  nun  die  Fläche  ^  irgend  einer  stetigen  Umformung,  und  lässt 
man  an  dieser  Umformung  auch  die  genannten  Querschnitte,  mithin 
auch  die  Fläche  ^'^  participiren,  so  werden 

Sf;  3i.  ?».•■■  «JV-i  und  gl" 
irgend  welche  andere  Gestalten 

®,  r,,  r,,  .  .  .  rg-i  und  ®»' 
annetimen;  und  zwar  wird  @"'  [zufolge  des  Satzes  (34.)],  ebenso  wie 
2f"*,  eine  einfach  ^isammenhängende  Fläche  sein.  Da  nun  aber  @ 
mittelst  der  (N —  1)  Querschnitte  r,,  r,,  .  .  .  tk-i  in  diese  einfach 
zusammenhängende  Fläche  @'"  sich  verwandelt,  so  folgt  hieraus 
[mittelst  des  Satzes  (20.)],  dass  ®  selber  eine  Fläche  von  der  Grund- 
zahl N  ist.     Also  der  Satz: 

Zehnter  Satz.  —  Eine  Fläche  von  der  Grundzahl  N  wird  diese 
>'2ri.j  Grundzahl,  auch  bei  irgend  icel^ier  stetigen  Umformung,  fortdauernd 
beibehaÜen.     Oder  mit  andern   Worten:   Die  Grundzahl  einer  Fläelie 
erleidet  durch  stetige  Umformung  derseßien  keinerlei  Abänderung. 

§  7- 
Heber  die  Bandonrven  einer  FlSohe  respeotlve  eines  Fläohensystems. 

Es  sei  €  ein  beliebig  gegebenes  Flächeusystem  oder  auch  eine 
beliebig  gegebene  einzelne  Fläche,  Wir  führen  in  ©  einen  belie- 
bigen Querschnitt  aus.  Was  die  Lage  dieses  Querschnittes  anbe- 
langt, so  sind  Oberhaupt  nur  drei  Fälle  denkbar. 

Erster  Fall:  Der  Querschnitt  nimmt  sei- 
nen Anfang  in  irgend  einer  Randcurve  A  und 
endigtin  irgend  eineraM<2era  Randcurve  B.  Als- 
dann werden  sich  die  beiden  genannten  Curven 
A  und  B  [vergl.  Fig.  I]  mit  den  beiden  Ufern 
des  Querschnitts  zu  einer  einzigen  Randcarve 
vereinigen.  An  Stelle  der  beiden  Randcurven 
A  nnd  B  haben  wir  also  in  diesem  Falle  nach 
AusfShrüng  des  Querechnittes   nur  eine  einzige  Randcurve.     Mit 

namKBDB,  AtMl'uha  Integrala.    1.  Asfl.  11 


a  Querschnittes  anbe- 
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auderu  Wortou:  Die  Anfall]  licr  Raudcurven  wird  durch  den  Quer- 
schnitt um   1   tcntiiinlai. 

Zweiter  Fall:  Der  Querschnitt  oiuimt  seinen  Anfang  in  irgeiiJ 
einer  liiiudcurre  A  und  endigt  in  irgend   einem  y^g  i, 

Punkt  da-Mhin  t'urve.  Bezeichnen  wir  [Fig.  IIJ 
die  beiden  Tlieüe,  in  weiche  Ä  diiicli  den  An 
fiing«-  und  Endpunkt  de.s  (jiiersciinittcs  zi'Hegl 
wird,  mit  Ä'  und  A",  so  wird  A'  mit  dem  tinei, 
Ufer  des  Querschnittes  Kusauiniongenommen  uiue  (^ 
einzige  in  sicli  zuriickhiufeude  Itandcurve  bilden, 
und  ebenso  A"  mit  dem  aiiilrn  üfer  jenes  Schnit- 
tes ZHsanimengenommeu.  lu  diesem  l''nll  wird  also  die  Anzahl  der 
vorhandenen  Hiindcurven  durch  Ausführung  des  Querschnittes  um  1 
vcrmrlirl  werden. 

Dritter  Fall:   Der  ^'uertichnitt  ist  ein  aiijniafiJniiü/ir.     D.  h.  er 
nimmt    seinen    Anfang  in  irgend  einer  Kaudenrve  A   [Fig.  HI]  uikI 
endigt    in    irgend    einem   l'unkt    seines  frühe- 
ren Laufes.     Ein  solcher  signmtörmiger  Quer- 
schnitt kann  als  ein  (Ji.im]dex  von  einem  Itück- 
kelirschnitt    s    und    von    einem    <  >uersclinitt    q  : 
angeselien    werden.      Der    letztere    wird    dann  ^ 
seinen    Anfang    in     der     Handcurve    A,     und 
sein   Ende  in  dem  einen    Ufer  des    Schnittes  .• 
liaben. 

Wir  wollen  uns  naili  einander  zuerst  s  und 
sodann  ij  ausgeführt  denken.  Durch  den  Hiickkehrschnitt  S  wird 
die  Anzahl  der  vorhandenen  Uandcnrven  offenbar  um  2  vemieht^ 
denn  das  dnc  Ufer  von  .s;  bildet  für  sicIi  allein  eine  vollständige  in 
sicIi  zurücklaufende  Kandcurve;  und  'ib.'iches  gilt  auch  von  dem 
tivilcrn  Ufer. 

Lassen  wir  nun  gegenwärtig  den  (Juerscbnitt  q  sich  aiischliessfD. 
so  wird  dieser,  eben.so  wie  der  im  ersten  Fall  behandelte,  zwei  ver- 
schiedene Uandcnrven  mit  einander  verbinden,  folglieh  eine  Veiiuin- 
(hfrmu/  (kr  lUnxiain'cn-Amnhl  'im    1   verursachen. 

Durch  beide  Schnitte  .s-  und  q  zusammengenommen  tritt  aho 
eine  Vermehrung  der  Uandcurveii  um  1  ein.  D.  h.  jene  Anzahl  wirJ 
durch  den  hier  im  dritten  l'idle  lietrachteten  Querschnitt  ihm  1  i''- 
nifhii. 

Alle  drei  Fälle  zuaammengefaBSt,  gelangen  wir  daher  zu  folgen- 
dem Kesultat: 
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Erster  Sats.  —  Die  AnisaJd  der  bei  irgend  einem  Flächensystem 

(1.)  oder  bei  irgend  einer  einjselnen  Fläche  vorhandenen  Bandcurven  wird 

durcJh  jeden  Querschnitt  entweder  um  1  vermehrt^  oder  um  1  vermindert. 

Bemerkung.  —  Die  Figur  III  zeigt  in  deutlicher  Weise,  dass  ein  sigma- 
förmiger  Querschnitt  stets  swei  Uferlinien  besitzt,  nämlich  erstens  eine 
innere  y  geschlossene ,  und  andererseits  eine  äussere^  ungeschlossene  Uferlinie. 
Die  beiden  Endpunkte  der  letztem  liegen  einander  unendlich  nahe  und 
befinden  sich  z.  B.  in  jener  Figur  III  beide  auf  der  Curve  A, 

Eine  beliebig  gegebene  Fläche  %  von  der  Grundzahl  N  kann 
[nach  (20.)  pg.  158]  durch  {N  —  1)  Querschnitte  in  eine  Fläche 
^(1)  verwandelt  werden,  welche  einfach  zusammenhängt,  deren  Rand- 
curyen- Anzahl  also  [nach  (8.)  pg.  151]  nothwendiger  Weise  <»  1  igt 

Bezeichnet  man  nun  die  ursprüngliche  Randcurven-Anzahl  der 
Fläche  g  mit  B,  so  wird  diese  Zahl  R  [vergl.  (1.)]  durch  jeden  der 
in  Rede  stehenden  (N^  1)  Querschnitte  um  a  vermehrt,  wo  «  =  +  1 
ist.  Bezeichnet  man  also  die  jenen  (N  —  1)  Querschnitten  entspre- 
chenden Vermehrungen  der  Reihe  nach  mit  a^,  e^f  •  •/  ^N-if  so  muss 

•B  +  «1  +  ««  +  •••  +  «iv-i 
gleich  der  Randcurven-Anzahl  von  ^^^\  d.  i.  gleich  1  sein.     Somit 
ergiebt  sich  die  Formel: 

ü  +  «1  +  f«  +  . . .  +  Bn-i  =  1. 
Ist  imter  den  Grössen  €^,€2, ». .  £n—i  die  Anzahl  derjenigen,  welche 
den  Werth  -f-  1  haben,  gleich  1/,  mithin  die  Anzahl  derer,   welche 
den  Werth  —  1  besitzen,  gleich  (N —  1  —  v),  so  verwandelt  sich 
die  eben  aufgestellte  Gleichung  in 

J2  +  i/-(iV-  1  -1/)  —  1, 

d.  i.  in  B  =  (N—2vy 

Zufolge  seiner  Bedeutung  ist  v  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  1,  2,  ...,  fiV^- 1), 
mithin  2v  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  2,  4,  ...,  (2JV^— 2). 
Aus  der  soeben  erhaltenen  Gleichung 

R  =  {N^2v) 
ergiebt  sich  daher,  dass  Jß  eine  Zahl  sein  muss,  welche  zur  Reihe 

gehört    Seiner  Bedeutung  zufolge  kann  natürlich  22  niemals  nega- 
tiv sein;  jedenfalls  aber  haben  wir  folgenden  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  Bezeichnet  man  für  irgend  eine  Fläche  die  Grund- 
zahl und  die  Randcurven-Anzahl  respective  mit  N  und  ü,  so  wird 

B,  faUs  N  gegeben  ist,  stets  einen  der  Werthe  haben: 

11» 
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(2.)  jß  =  N,  (N  -  2),  (N  ~  4),  (N  -  6),  etc.  etc. 

Und  nmgclcehrt  wird  alsOj  falls  Ji  ffcgehen  seht  solIfCj  die  Zahl  N  sfrU 
einen  der   Wcrthe 

(3.)  N=]t,  {E  +  2),  (R  +  4),  (7?  +  G),  etc.  etc. 

hesit::en. 

Diesem  Satze  scliliesst  sich,  was  den  Fall  der  geschlossenen  YWicheu 
betrifft,  sofort  folgende  speciellere  Bemerkung  an: 

Dritter  Satz.  —  Versteht  man  unter  ^  irgend  eine  geschlossene 
Fläche j  mithin  [vgl.  (5.)  pg.  150]  unter  g  ^^^^  zugehörige  punlilrk 
Flüche,  so  besitzt^  nur  eine  ein::ige  RandcHrvc,  Folglich  wird  [nach 
(3.)]  die  Grundzahl  N  dieser  FUiche  5  einen  der    Werthe 

(4.)  .V=  1,  3,  5,  7,  9,  etc.  etc. 

besitzen.     Und  hieraus  folgt   weiter  [8atz  (20.),  (21.)  pg.  158],  dnsi> 

die  Anzahl  derjenigen  Qu  er  schritte^  welche  zur  Umwandlung  der  Flüche 

5  in  ein/"  einfach  zusammenhängende  erforderlich  sivdy  durch  eine 

der  Zahlen: 
(5.)  0,  2,  4,  G,  8,  etc.  etc. 

dargestellt  sein  wird. 

Den  gegenwärtigen  Betrachtungen  schliessen  sich  einige  wei- 
tere Sätze  an,  die  hier  nur  deswillen  aufgeführt  werden  sollen,  weil 
sie  bequeme  Stützpunkte  abgeben  werden  für  unsere  späteren  Unter- 
suchungen.    So  z.  B.  ergiebt  sich  folgender 

Vierter  Satz.  —  Ist  die  FiandcHrven-Anzahl  einer  Fläclie  ^  gleich 

zwei,  so  hann  dieselbe  durch  irgend  ivelchen  von  der  einen  zur  andmi 

(r^.)  Jlandeurve  laufenden  Querschnitt  niemals  zerstiichelt  werden.    Und  zwar 

wird  die  so  entstehende  neue,  in  sich  zusammenhängende  FläcJw  nur 

noch  eine  einzige  EandcHrve  besitzen. 

In  der  That  schmelzen  nämlich  die  beiden  ursprünglichen  Rand- 
curven  durch  jenen  Querschnitt  zu  einer  einzigen  zusammen  [vgl.  den 
ersten  Fall  p.  IGl].  Das  Vorhandensein  nur  einer  einzigen  Rand- 
curve  ist  aber  ein  sicheres  Anzeichen  dafür,  dass  die  Fläche  durch 
jenen  Querschnitt  nicht    in   getreimte  Stücke   zerfallen  ist.     Q.  e.  d. 

Um  nun  weiter  zu  gehen:  Jede  einem  Flächensystem  zugehörige 
ganze  Zahl,  wie  z.  B.  seine  Grundzahl,  seine  Randcurven-Anzahly  seine 
Flächenindividuen -An  zahl  (d,  i.  die  Anzahl  der  zum  System  gehörigeu 
einzelnen  Flächen),  kann  bei  einer  stetigen  Deformation  des  Systems 
sich  immer  nur  in  stetiger  Weise  ändern,  und  muss  also,  weil  ganze 
Zahlen  einer  stetigen  Aenderung  unfähig  sind,  während  jener  De- 
formation constant  ))leiben.    Entsteht  also  z.  B.  aus  einer  gegebenen 
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Fläche  %  durch  irgend  welchen  Querschnitt  ein  Flächensystem  von 
der  Individuen- Anzahl  a,  so  wird  diese  Anzahl^  falls  man  den  Quer- 
schnitt irgend  welcher  stetig  fortschreitenden  Deformation  unterwirft, 
canstant,  «>  a  bleiben.  Hieraus  ergiebt  sich  für  den  speciellen  Fall: 
et  SS  1  folgender  Satz: 

Ffinfter  Satz.  —  Denkt  man  sich  in  einer  gegd)enen  Fläche  % 

irgend  einen  dieselbe  nicht  zerstückelnden   Querschnitt  ausgeführt y  so 

n^)  wird  eine  Zerstückelung  auch  dann  nicht  eintreten  können,  wenn  man 

nachträglich  jenen  Querschnitt  irgend  welcher   stetig  fortschreitenden 

Deformation  unterwirft. 

Der  Anfangspunkt  des  in  Bede  stehenden  Querschnittes  liegt 
stets  auf  einer  Bandcurve  der  Fläche  $;  und  durch  eine  stetige  De- 
formation des  Querschnitts  wird  man  o£Fenbar  diesen  Anfangspunkt 
längs  jener  Gurve  beliebig  verschieben ,  also  denselben  nach  einer 
beliebig  vorge.sdiriebenen  Stelle  jener  Gurve  hintransportiren  können. 
Analoges  gilt  vom  Endpunkt  des  Querschnittes. 

Sind  insbesondere  der  Anfangspunkt  und  der  Endpunkt  des 
Querschnitts  beide  auf  ein  und  derselben  Randcurve  S  der  Fläche  ^ 
gelegen,  so  wird  man  den  Querschnitt  durch  eine  stetige  Deformation 
z.  B.  auch  in  einen  sigma- 
förmigen  Querschnitt  zu  ver-  Curjve - 
wandeln  im  Stande  sein.  Re- 
präsentirt  z.  B.  in  beistehen- 
der Figur  der  obere  Bogen 
ein  Bruchstück  der  Randcurve 
Sf  und  aß  yd  den  in  Rede 
stehenden  Querschnitt,  so 
wird  man,  durch  eine  stetige 
Deformation  des  Querschnitts,  seinen  Endpunkt  d  über  d',  d"  nach 
a,  und  hierauf  weiter  nach  6"'  und  d""  verschieben,  und  in  solcher 
Weise  den  Querschnitt  selber  successive  in  die  Gestalten: 

aßyd%  aßyd",  aßya,  aßyd"\  aßyö"" 
versetzen  können.  Von  diesen  Gestalten  sind  aber  die  beiden  letzten 
sigmaformige.  Und  umgekehrt  wird  man  den  in  Rede  stehenden 
Querschnitt,  falls  er  etwa  zu  Anfang  die  sigmaförmige  Gestalt  aßyd"" 
haben  sollte,  durch  stetige  Deformation  in  die  getvöhnliche  Gestalt 
aßyd  zu  versetzen  im  Stande  sein.  —  Man  gelangt  daher  auf  Grund 
des  Satzes  (7.),  und  indem  man  (der  Einfachheit  willen)  die  betrach- 
tete Fläche  fjf  noch  gewissen  specielleren  Voraussetzungen  unter- 
wirft, zu  folgendem  Resultat: 


UUl  SioltiiiitoM  fai.itcl. 

Seeliater  Satz  —  7»  vi  5  nnc  J  loJa  mit  tun  emtr  llaml- 
(H.')  iioK  l'hrtli'^  s((  <{ic  l'tadit  %  lerne  etnfadi  emammcnhihii/ciHl' , 
jtiithiii  ihre  (•muil.alil  tusihictlin  %'iu  1,  5m7<iv>  at^o  nolhuendvivr  lOw' 
ttiicnd  im  (he  I  luche  nitht  zn'.lmleimJn  Qnnbchtitt  contthuirbar  Ut 
Ahiiauii  hont  man  iboth  ^liliifi  Dijoimnltim  ilici-n  Qiict tidtniU,  fn}!/ 
II  (in  ffiii  iilniliclii  >  a<iu  'yi>Ut<,  in  iniiii  bnj»ia}oimiqcn,  und  im- 
i/(lihil,  /filla  it  im  aiijMiil'ji  Miqi,r  •^iiti  miUIi  ,  m  tmen  geii-ijhii- 
Itclnn  iiiiraiuJdu,  —  olim  liii  s  lUilm  um  Zusliiclrlmiff  drr  FlUclw 
5  zu  hiliiiifite»  sdinili 

Im  tili  llaiiphntlii  hunnzuluhm  1  iilsiuihl  du  Hiiche  ^  ilm 
1/iiiinmUii  J<'iliitr/iii)(}iii,  w  laini  mim  '■l'h  inini  dit  Fluche  nickt  ztr- 
btiiilctiiiliii  QiiiHiilnutt  iiu^liilniH  ii ml ilitlii i  dii'^tm  Qtinbdmtit  —  ijnn: 
nach  JkhifMn  —  dir  i/ciciilniluhi  mdi  auch  du  bii/ma/oimitie  Ge- 
sliilt  fiUiluti  Audi  Idiiti  mau  im  if'lcin  J-idl,  uinn  a  umi  S  £ti'i 
am  Üamli  i<m  g  h  lUI  mluh  fiiii'-'ihu'hnii  J'uiiltt  bi,icithueti,  daf'ir 
bt/iffin,  (/rtss  do  Aii/ittii/-.  mid  Imipunit  ikb  '^Wf^ihnilti  ra>iiectke 
mit  a  und  d  iiiiiuidiicn  JJibiiliiihtu  1  nun  man  ini  letztirn  Faü 
dfi/u)  yinjiH,  (?nss  du  iiilaiui^puiiJ I  di6  (Jmi''i''iiilS  dir  torgcachri' - 
hm.    I(i'/i    «  nhall 

l>il>eL  Miul  scIiliL-slicIi  ml  liuiiiil  dir  liuliti  p^  1()2  ange- 
stilltiii   IktraLlilnii^'ci],  iiotli   loli^'ciidi    UeiucrkuDgfu  zuzufügen: 

Siebenter  Satz  —  Hnll  lunii  /i^l  im  dm  im  loihoffdicndeit  Suli'' 
iihii  du  J  liiil'i  5  'ßfniaihtiti  \  "laussttzuui/in  —  iliic  Jiamhurcc  «lO'j 
(il.)  ,S  hiissrii  —,  und  dndl  mau  sah  iigmd  uiirn  dir  1  laüic  J  nidd 
zti  sind  lind' II  <ihiiisdmdt  ij  aiisj/i/idiil,  bi  und  die  sw  entttteliende  ntne 
1  liidii  ''lilb  Sil'!  Hiiiidc'U'ii  S|  und  s_  liabcu,  itohet  zun  FäUc  ^u 
untirsdii'idiu  sind. 

Id  uiimlidt  IJ  du  firuiihiiliihcr  Qiiirsdinitt,  so  besteht  S,  aii-i 
dem  einen-  U/h'  von  q  wtd  dmui  Thrilc  von  S,  andererseits  S^  am- 
dem  andern   Ufer  van  q,  nnd  dem  imdi  idiriifni  ThcHc  von  S. 

Ist  hinyeyen  q  ein  sii/mafUnuii/er  (Juersdinitt ,  so  ist  S^  ilarifc- 
sldlt  durih  das  innere  Vfci-  von  q  [vgl.  <iic  ßeiuerkuiig  p.  I63I, 
(ludeiTiseils  aber  S.^  ^usammeuycndzt  ans  dem  ÜHsscrn  Ufer  von  g  "'"' 
aus  der  Curie  S. 

I)io  hier  betrachtete  Fiiiche  J^  sollte  [nach  (ß.)\  nur  eitu:  Raud- 
ciirve  haben.  Folglich  ist  ihre  Grumlzahl  [vgl.  (ii.)J  eine  der  Zahlen 
1,  3,  5,  7,  il  etc.  Andererseits  aber  sollte  g  [iiaeh  (8.)]  eine  von 
1  verschiedene  Grundzahl  bosit/eii.  Alsu  ist  diesL'ibe  uothwendiger 
Weise  dargestellt  durch  eine  der  /ülilcii: 
3,  5,  7,  !»,  etc.  etc. 


Geometrische  Betraohtungen.  167 

Bezeichnet  man  also  för  den  Augenblick  jede  Fläche  von  der  Grund- 
zahl N  und  der  Randcurven- Anzahl  B  mit 

SO  hat  man  die  betrachtete  Fläche  %  mit  gj(*H-i)  zu  benennen.  Diese 
verwandelt  sich  durch  Ausführung  des  in  (9.)  genannten  Querschnitts 
in  eine  Fläche  f^g^^^'.  Diese  letztere  aber  verwandelt  sich  alsdann 
mittelst  eines  neuen  Querschnitts  (6.)  in  eine  Fläche  f^i^^^^^^;  sodann 
diese  mittelst  eines  abermaligen  Querschnitts  (9.)  in  eine  Fläche 
fJj^^P"*^;   —  sodass  man  also  der  Reihe  nach  erhält: 

g/^p+i),  ^,i^p),  2fi<*^^>,  i52^*'^*>,  5l^"'-'^  etc.  etc., 

wo  die  untern  Indices  alternirend  1  imd  2  sind.  Setzt  man  diese 
Operationen  hinreichend  weit  fort,  so  erhält  man  schliesslich  offen- 
bar eine  Fläche 

d.  L  eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1  und  mit  nur  einer  Bandcurve. 

Bemerkimg.  —  In  den  früheren  Paragraphen  haben  wir  ans  absicht- 
lich auf  uns^e  geometrische  Anschaung  nur  bei  Elementarflächen  oder 
(was  auf  dasselbe  hinaaskommt)  bei  den  einiach  zusammenhängenden  Flä- 
chen verlassen. 

Im  gegenwärtigen  Paragraph  hingegen  haben  wir  der  geometrischen 
Anschauung  auch  Vertrauen  geschenkt  bei  ganz  beliebig  gegebenen  Flächen; 
und  das  dürfte  weniger  sicher  sein.  Und  in  der  That  giebt  es  Flächen, 
für  welche  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphs  unrichtig  sind. 

Man  denke  sich  z.  B.  aus  Papier  ein  langgestrecktes  Rechteck  aaßb 
verfertigt: 


m 


ß 


a  ~ ~~~ a 

und  gebe  diesem  Papierstreifen  um  seine  Mittellinie  mfi  ein  Torsion  von 
180^;  sodass  die  beiden  kurzen  Seiten  ab  und  aß  wieder  parallel  werden, 
aber  einander  entgegengesetzte  Richtungen  erhalten. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  ist  alsdann  ab  gleichgerichtet  mit  ßa 
(nicht  mit  aß).  Diese  gleichgerichteten  Linien  ab  und  ßa  nähere  man 
jetzt  einander,  ohne  dabei  ihre  Richtungen  zu  ändern,  was  mittelst  einer 
geeigneten  Biegung  des  Papierstreifens  leicht  zu  bewerkstelligen  ist;  und 
hefte  sie  schliesslich  aneinander,  also  a  an  ß,  und  b  an  a. 

Die  in  solcher  Weise  entstehende  (ringförmig  in  sich  zurücklaufende) 
Fläche,  welche  zuerst  von  MöbitM  untersucht  wurde,  hat,  wie  leicht  zu 
übersehen,  die  Grundzahl  2  und  die  Randcurven- Anzahl  1.   Sie  widerspricht 
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daher  den  Sätzen  (2.),  (3.)  und  zeigt,  dass  denselben  keine  unumschränkte 
Gültigkeit  zukommt. 

Die  Ableitung  dieser  Sätze  muss  daher  mit  irgend  welchem  Fehler 
behaftet  sein.  Und  ein  solcher  Fehler  zeigt  sich  in  der  That  in  den  Be- 
trachtungen des  zweiten  Falles  pg.  1G2.  Denn  jene  Möbius'sche  Fläche 
z.  B.  besitzt  nur  eine  Kandcurve,  verwandelt  sich  aber  durch  einen  geeig- 
neten Querschnitt  iu  die  Fläche  eines  Rechtecks,  also  in  eine  Fläche,  die 
ebenfalls  nur  eine  Kaudcurve  hat;  woraus  hervorgeht,  dass  die  dortigen 
Betrachtungen  unter  Umständen  unrichtig  sind.     U.  s.  w. 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  soeben  besprochenen  Möbias- 
schen  Fläche  besteht  darin,  dass  man  bei  ihr  nicht  mehr  von  zwei  verschiede- 
nen Seiten  sprechen  kanu.  Denn  wollte  man  z.  B.  bei  irgend  einem  Flächen- 
element derselben  eine  bestimmte  Seite  schwarz  anstreichen,  und  mit  die- 
sem Anstrich  der  Continuität  eutsprecheud  von  Element  zu  Element  fort- 
gehen, so  würde  schliesslich  die  ganze  Fläche,  und  zwar  jedes  Flächen- 
element  auf  beiden  Seiten  schwarz  angestrichen  sein. 

Demgemäss  kann  man  alle  überhaupt  denkbaren  Flächen  in  zwei 
Kategorien  bringen,  nämlich  erstens  iu  die  Kategorie  derjenigen  Flächen, 
bei  denen  zwei  rerschirdrnc  Seiten  für  die  ganze  Fläche  in  bestimmter 
Weise  und  ohne  Verletzung  der  Continuität  sich  festsetzen  lassen,  und 
zweitens  in  die  Kategorie  derjenigen  Flächen,  bei  denen  (wie  z.  B.  bei  der 
Möbius'schen  Fläche)  solches  nicht  möglich  ist.  Man  kann  etwa  die  erstem 
als  bilaterale,  die  letztern  als  unilaterale  Flächen  bezeichnen. 

June  genauere  Vcberlegung  zeigt  nun^  dass  die  Sätze  des  gegcmcär- 
tigcn  Paragrophs  durchweg  anivendhar  sind  auf  bilaterale  Flächen,  Und 
da  wir  im  Folgenden  stets  7iur  mit  bilateralen  Flächen  zu  thun  haben  tcer- 
den,  so  icerdeti  wir  dabei  von  diesen  Sätzen,  ohne  irgend  welche  Kestriction^ 
Gebrauch  machen  dürfen. 

§  8. 

lieber  die  G-nindzahl  einer  Riemann'schen  Kugelfläohe. 

Es  sei  5R  eine  beliebig  gegebene  lliemann'sche  Kugelfläche,  und 
n  tlie  Anzalil  der  in  ihr  über  einander  gelagerten  Blätter.  In  dieser 
Fläche  mögen  im  Ganzen  tt  Windungspunkte  vorhanden  sein,  von 
welchen  der  erste  w?^-blättrig,  der  zweite  w/^,-blättrig  u.  s.  w.,  endlich 
der  letzte  7/<;r-blättrig  ist*).    Ferner  sei  9t   die   zugehörige  punktirte 

m 

Fläche  [vgl.  (5.)  pg.  150].    Fs  soll  die  Grundzahl  X  dieser  Fläche  3J 
er  mit  (elf  iverden. 

Wir  haben  früher  [vgl.  (25.)  pg.  161]  gesehen,  dass  die  Grund- 
zahl einer  Fläche  durch  irgend  welche  stetige  Umformung  der  Fläche 
keinerlei   Aenderung   erfährt.     Hiervon   machen   wir  Gebrauch,   um 

*)  Ein  Wiudungspunkt  itt  m -blättrig,  wenn  in  ihm  m  Blätter  der  Fläche 
mit  einander  zusammenhängen;  also  dann,  wenn  er  von  der  {m  —  1)^"  Ord- 
nung ist. 
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uns  die  gestellte  Aufgabe  zu  erleichtern.  Wir  denken  uns  nämlich 
durch  stetige  Umformung  die  auf  {R  vorhandenen  n  Windungspunkte 
der  Art  verschoben,  dass  nirgends  zwei  solche  Punkte  gerade  über 
einander  liegen;  und  gehen  nunmehr  erst  an  die  Berechnung  von  N, 
Wir  fahren  auf  der  Eugelfläche  91  etoei  kreisförmige  und  n 
geradlinige,  im  Ganzen  also  (or  +  2)  Schnitte  aus,  von  welchen  jeder ^ 
seinem  ganzen  Laufe  nachy  alle  n  Blätter  der  Fläche  durchdringt 
Durch  die  beiden  Kreisschnitte  soll  die  gegebene  Kugelfiäche  91  in 
drei  Theile  zerlegt  werden,  in  zwei  äussere  calottenformige,  und  in 
einen  mittleren  gürtelförmigen  Theil.     Die  beiden  ersteren  mögen 

5  und  @',  der  letztere  @(  genannt  werden;  und 
die  beiden  Ereisschnitte  mögen  der  Art  ausge- 
führt gedacht  werden,  dass  sämmtliche  n  Win- 
dungspunkte innerhalb  &  liegen,  dass  mithin  S 
und  &'  von  Windungspunkten  völlig  frei  sind. 

Die  %  geradlinigen  Schnitte  mögen  dazu 
dienen,  um  den  Gürtel  @(  in  or  Theile  zu  zer- 
legeU;  von  welchen  jeder  immer  nur  je  einen  Win- 
dungspunkt in  sich  enthält;  und  jeder  von  diesen  geradlinigen  (oder 
genauer  ausgedrückt  bogenförmigen)  Schnitten  mag  seinen  Anfang 
in  dem  einen,  und  sein  Ende  in  dem  andern  Kreisschnitt  haben. 
Die  Ä  Theile,  in  welche  ®  auf  diese  Weise  zerlegt  wird,  mögen  mit 
®i,  ®i,  .  .  .  ®Ä  bezeichnet  werden,  und  zwar  in  solcher  Weisse, 
dass  &^  den  m^- blättrigen,  &^  den  mg- blättrigen,  u.  s.  w.,  endlich 
@jf  den  iHjc-blättrigen  Windungspunkt  in  sich  enthält. 

Die  Calotte  6  besteht  aus  n  von  einander  getrennten  einblätt- 
rigen Flächenstücken,  von  welchen  jedes  durch  stetige  Umformung 
in  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden  kann,  von  welchen  also 
jedes  einfach  zusammenhängend  ist.    Gleiches  gilt  von  der  Calotte  6'. 

Was  fernem  die  ä  Theile  anbelangt,  in  welche  wir  den  Gürtel 

6  zerlegt  haben,  so  besteht  jeder  derselben  aus  einer  Windungs- 
fläche und  aus  einer  gewissen  Anzahl  einblättriger  Flächenstücke. 
So  besteht  z.  B.  &x  aus  einer  m«-blättrigen  Windungsfläche  und 
aus  (n  —  mtc)  einblättrigen  Flächenstücken,  im  Ganzen  also  aus 
(n  —  mx-j-  1)  Flächenstücken;  jedes  von  diesen  Flächenstücken  kann 
durch  stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  verwandelt  wer- 
den, ist  also  einfach  zusammenhängend  [vgl.  (2  a.)  pg.  147]. 

Durch  unsere  («  +  2)  Schnitte  wird  demnach  die  Fläche  91  im 
Ganzen  in 
2n  +  (n  —  Wi  +  1)  +  (n  —  Wj  +  1)  +  . . .  +  (n  —  iWä  +  1), 
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(L   i.   in 
{\^)  (TT  +  2)  n  —  {m^  +  m.>  +  .  . .  +  nin)  +  n 

cinzdne  Flächensfüche  zerfallen,  von  iceJchcn  jedes  einfach  zmamnmi- 
h(uv/end  ist 

Wir  müssen  mm  ferner  untersuchen,  wie  viel  Quer-  und  Rüd- 
heJirschnitte  durch  unsere  (;r  -|-  -)  Schnitte  dargestellt  werden.  Die 
beiden  kreisförmigen  Schnitte  bilden,  weil  sie  alle  n  Blätter  durch- 
dringen, im  Ganzen  2n  in  sich  zurücklaufende  vSchnitte.  Von  diesen 
ist  einer  als  ein  Qjier^ehniH:  anzusehen,  nämlich  als  ein  Querschnitt, 
dessen  Anfang  und  Ende  am  Rande  der  in  9i  vorhandenen  kleinen 
Oelimmg  sich  befinden.  Die  übrigen  {2n  —  1)  hingegen  sind  als 
RiiehhehrsehniUe  aufzufassen.  Was  ferner  die  %  geradlinigen  Schnitte 
anbelangt,  so  ist  jeder  derselben  als  ein  Aggregat  von  n  Querschnitten 
anzusehen.  Es  werden  also  durch  unsere  (it  +  2)  Schnitte  im  Ganzen 
(2.)  inn  -\-  1)  Querschnitte  tind  (2n  —  1)  lUielckchrschnitte  der  Fläche  9t 
dargestellt  sein. 

Zerfällt  nun  aber  eine  gegebene  Fläche  durch  v  Querschnitte 
und  irgend  welche  Uückkehrschnitte  in  a  einfach  zusammenhängende 
Stücke,  so  ist  |Satz  (18.)  jjg.  157]  die  (irundzahl  der  Flüche 
--  {v  —  «  -f-  2).     In  unserni  Falle  ist  nach  (1.)  und  (2.): 

a  =  {7t  -\-  2)  n  —  (»/j  +  ni.y  -]-•••  +  ^^^n)  +  ^, 

V  =  7l7t  -{-   1. 

Demnach  ergiebt  sich  für  die  (u'undzahl  X  unserer  Fläche  SR  fol- 
gender Werth: 

(ß.)  X  =  3  —  2n  4"  (>f^i  +  '^^2  +  •  •  •  +  ^>^rt)  —  ^• 

Die  7t  auf  9i  vorhandenen  Windungs])unkte  sind  der  ßeihe  nach 
von  der  (nt^  —  l)^''\  von  der  (n^  —  !)*"'",  u.  s.  w.,  endlich  von  der 
(nin  —  1)*^'"  Ordnung.  Wir  bezeichnen  die  Summe  all  dieser  Ord- 
nungszahlen mit  w,  also: 

w  =  {nii  —  1)  -f  {nr.  —  1)  +  .  .  .  +  (m^  —  1), 
d.  i.: 

w  =  (;;/,  +  m.j  +  •  •  •  +  ''^/r)  —  7t, 

Hierdurch  verwandelt  sich  der  für  X  erhaltene  Werth  (3.)  in: 

(4.)  X=:)  -  2h +  w; 

sodass   wir  also  zu  folgendem  Satz  gelangen: 

Theorem.  —  lyesifzen  die.  auf  enier  n 'hUittrigen  üieniann sehen 
Kufjel/läelie  3i  vorhandenen  \\lndun(js]n(nlte  Ordnungszahlen,  derni 
Su)nme  =  w  /.s/,  so  ivird  die  Grundzahl  der  Fläche  9fi,  oder  vielnielir 
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die  GrundeeMNder  eugehörü/en  punktirtenFlädie^  dmWcrthhaben: 
(5)  ^■«=w  — 2n  +  3. 

Demgemäss  sind  [Satz  (21.)  pg.  159]  in  der  Fläche  91 
(6.)  (w  — •  2w  +  2)  Querschnitte 

ausfiihrbary  dkirch  welche  9^  nicht  zerstückelt  wird.  Auch  wird  die 
Fläche  91  [zufolge  des  citirten  Satzes]  durch  derartige  (w — 2n+2) 
Quersdmitte  nothwendiger  Weise  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  übergehen. 

Uebrigens  ist  die  Grundzahl  N  [nach  Satz  (4.)  pg.  164]  stets 
ungerade^  also  nach  (5.)  die  Zahl  w  stets  gerade,  mithin  die  in  (6.) 
erwähnte  Querschnittanzahl : 

w  — 2n  +  2 

ebenfalls  stets  gerade.  Bezeichnet  man  dementsprechend  diese  letz- 
tere Zahl  mit  2p,  so  erhält  man  die  Formel: 

2|)  =  w  —  2n  +  2, 

und  gelangt  also  zu  folgendem 

Zusatz.  —  Versteht  man  unter  91  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche 
Kugdflädie  91,  femer  unter  9^  die  zugehörige  punktirte  Fläche,  so  wird 
diese  Fläche  9i  stets  durch  eine  gewisse  gerade  Anzahl  von  Quer- 
schnitten in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelbar 
sein.  Und  zu?ar  wird  diese  gerade  Anzahl  —  sie  mag  2p  heissen  — 
nothwendiger  Weise  den  Werth  haben: 

(7.)  2|)  =  w  -  2n  +  2, 

wo  w,  d)enso  une  im  vorhergehenden  Theorem,  die  Summe  der  Ord- 
nungszahlen der  einzelnen  Windungspunkte  der  Fläche  9{  r^äsentirt. 
Dieser  Satz  (7.)  ist  von  Riemann  selber  auf  grossem  Umwege 
(durch  Ausführung  einer  gewissen  conformen  Abbildung)  bewiesen 
worden  [ygl.  Riemann's  Ges.  Werke  pg.  107,  die  drittletzte  Formel 
des  dortigen  Artikels  7].  Der  hier  eingeschlagene  äusserst  einfache 
Weg  ist  von  mir  bereits  1865  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
angegeben  worden.    [Vgl.  daselbst  pg.  312.] 

Beispiel.  —  Versteht  man  unter  f  eine  der  beiden  Functionen: 


(«.) 


/•=.  y(ß  —  Ci)  (i?  —  cj . . .  (z  —  C2,_i); 


WO  die  c's  Constanten  sein  sollen,  so  dient  [ygl.  pg.  83.  84]  zur  eindeutigen 
Ausbreitung  der  Function  f  eine  2iretbl&ttrige  Riemann'sche  Kugelfläche  91 
mit  2v  Windungspunkten,  von  denen  jeder  erster  Ordnung  ist  Demgem&ss 
haben  die  Zahlen  n  und  w  für  diese  Fläche  91  die  Werthe: 
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Be/j'ichiiot  man  also  diu  der  Fläobe  di  zugeliürij^e  punktirte  Flüche  mit  % 

m 

und  die  Grundzahl  von  'H  mit  N^  so  ist  nach  (5.): 

(ß  )  iV  -     2  y  —  4  +  3  --=  2  V  —  1. 

Zweites  Beispiel.  —  Ist  insbesondere  v  =  1,  handelt  es  sich  also  um 
diejenige  Fläche  M^  auf  welcher  eine  der  beiden  Functionen 

ihre  eindeutige  Ausbreitung  findet,  so  folgt  aus  (ß.): 

Die  der  Kläche  ^H  zugehörige  puxHirtc  Fläche  iH  hat  mithin  die  Grund- 
zahl:  X  =  1,  und  ist  also  |  Satz  (10.)  pg.  158]  eine  einfadi  zmammai- 
hängende  Fläche. 

§  9. 
lieber  die  positive  Umlaufung  einer  gegebenen  Fläche. 

Construirt  man  in  der  llorizontalebene  die  schon  auf  pg.  3 
besprocliene  riugtormi^e  Fläche  3(,  und  zieht  man  in  derselben 
lilnjjfs  irgend  eines  Radius  einen  vom  innern  zum  äussern  Rande 
laufenden  Querschnitt  7,  so  wird  sich  die  Fläche  2t  durch  Ausfüh- 
rung dieses  Querschnitts  q  in  eine  nenr  Fläche  

%,j  verwandeln,  \velclie  nur  cuic  cinzujr  Rand- 
curve  besitzt.  Diese  Randcurve  besteht  theils 
aus  den  ursprünglichen  Kreisrändern  der  Fläche 
31,  theils  aus  den  beiden  Uferlinien  des  Quer- 
schnitts q. 

Will  man  nun  die  neue  Fläche  3(,/  positiv 
umlaufen,  so  hat  man  ollenbar  fortzuschreiten 
in  der  Richtung  der  in  nebenstehender  Figur  gezeichneten  Pfeile, 
also  z.  H.  jene  beiden  Uferlinien  des  8clmittes  q  in  cnUjegengeseiztea 
Richtungen  zn  durchwandern.  In  der  That  hat  man,  falls  der 
kSclinitt  q  als  ein  Flnss  oder  Strom  angesehen  wird,  bei  einer  sol- 
chen positiven  Umlaufung  von  %j  das  Jinlce  Ufer  dieses  Stromes  q 
slromahmirts''^') ,  liingegen  sein  rechtes  Ufer  stroynaufwärts  zu  durch- 
wandern. 

Man  bemerkt  leicht,   dass  dieser  Satz    ganz   allgemein  gilt  für 

*)  In  der  vorstehenden  Figur  ist  die  tinkr  Uferlinie  des  Stromes  q  durch 
einen  stärhrni^  die  rechte  dnrch  einen  schwächeren  Strich  angegeben.  Glei- 
ches wird  bei  Figuren  wolcher  Art  in  Zukunft  meistcntheils  geschehen. 
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hdiAige  Flächen  und  beliehige  Schnitte  (nicht  blos  für  Querschnitte), 
und  gelangt  so  zu  folgendem  Ausspruch: 

Erster  Satz.  —  Es  sei  ^  eine  beliebig  gegebene  Fläche,  deren 
obere  Seite  in  bestimmter  Weise  festgesetzt  ist  Denkt  man  sich  nun 
in  dieser  Fläche  %  irgend  welche  Schnitte  oder  Ströme  a,  b,  c,  . . .  s 
construirt,  und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit 

(o.)  Ua6c...» 

bezeichnet,  so  wird  man  bei  einer  positiven  Umlaufung  dieser  Fläche 

^abe. ...  die  linken  Uferlinien  der  Ströme  a,bjC,. .  .s  stromabwärts, 

die  rechten  stromaufwärts  zu  durchwandern  haben. 

Im  Folgenden  werden  wir  das  Wort  Schnitt  sehr  häufig  durch 
Strom  oder  auch  durch  Curve  respecüve  Linie  ersetzen,  nämlich  diese  ver- 
schiedenen Ausdrucksweisen  ganz  promiscue  anwenden,  je  nach  der  augen- 
blicklichen Bequemlichkeii  So  z.  B.  empfiehlt  sich  das  Wort  Strom  ganz 
besonders  dann,  wenn  der  betrachtete  Schnitt  eine  bestimmt  festgesetzte 
Sichtung  besitzen  soll.  Und  da  Riemann  selber  von  den  Ufern  eines 
Schnittes  spricht,  so  sehe  ich  in  der  That  (trotz  erhobenen  Widerspruchs) 
nicht  ein,  warum  man  nicht,  in  demselben  Bilde  bleibend,  den  Schnitt 
selber  als  Strom  bezeichnen  sollte.  Dienen  doch  die  alsdann  ganz  yon 
selber  sich  ergebenden  Ausdrücke  stromabwärts  und  stromaufwärts  wesent- 
lich zur  Abkürzung  1 

Ist  eine  beliebig  gegebene  geschlossene  Fläche   %   (z.  B.   eine 

mehrblättrige  Riemann'sche  Eugelfläche)  durch  irgend  welche  Schnitte 

oder  Ströme  a,  b,  c,  ,  .  ,  s  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 

Ter  wandelt,  so  wird  der  Rand  dieser  letztern  Fläche  durch  die  .Ufer- 
linien jener  Ströme  a,  b,  Cy  , . .  s  dargestellt  sein.  Die  in  Rede  ste- 
hende Fläche  (9.)  kann  aber,  weil  sie  einfach  zusammenhängend  sein 
soll,  im  Ganzen  nur  eine  einzige  Randcurve  besitzen  [Satz  (8.)  pg.  151]. 
Folglich  werden  die  üferlinien  all'  jener  Strome  a,  &,  c,  .  .  .  s  zu- 
sammengenommen eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve  aus- 
machen.    Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  Es  sei  ^  eine  geschlossene  Fläche  mit  be- 
stimmt festgesetzter  oberer  Seite,  Denkt  man  sich  diese  Fläche  %  durch 
irgend  welche  Schnitte  oder  Strome  a,  b,  c,  .  .  .  s  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche 

(10.)  %abe...a 

verwandelt,  so  bilden  die  Uferlinien  alV  jener  Ströme  zusammengenommen 
eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve. 
(11.)  Diese  Curve  wird  man,  bei  einer  positiven  oder  negativen   Um- 

laufung  der  Fläche  (10.) ,  ihrer  ganzen  Länge  nach  einmal  zu  durch- 
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Kmuhrn  hahnu     V)ul  soll  inshrsoyukrc  dir  Umlaufinuf  der  Flädie  (Vi) 

eine  positive  sciu^  so  icird  mau  dahci  [wie  aus  (8.)  folgt]  die  linJ^fn 

U/ er  Union   der    einzelnen   Ströme  a,  h,  c,  .  .  .  s  stromab  ivärtSf  ihf' 

rechten  stromaiifwärfs  zu  durchsehreifen  haben. 

Erläuterung  durch  ein  Beispiel.  —  Es  sei  $y  eine  Bingfläclie  d.  i.  eine 
rin^föruH^^^c  Kotationsfiächo  mit  kr«M.sförnn<:jt'r  Meridiancurve  [vgl.  die  Ranil- 
note  pg.  08].  Wir  ziehen  in  dieser  Fläclu'  ,"v,  deren  Anssenseite  als  ohere^Aw 
festgesetzt  sein  mag,  zwei  in  sich  znn'icklaufende  Schnitte,  den  einen  a  läiig- 
eines  Meridiankreises,  den  andern  h  längs  eines  Parallelkreises,  und  bezeich- 
nen die  durch  Ausführung  dieser  beiden  Schnitte  entstehende  /j^'m«' Fläche  mit 

Diese  Fläche  findet  sich  in  Figur  1  dargestellt,  wobei  allerdings  der  Raum- 
ersparniss  wegen  nur  ein  Bruclistücl'  der  Fläche  angedeutet  ist.  Dabei 
sind,  wie  in  der  Figur  durch  IM'eile  markirt  ist,  die  Schnitte  a,  h  aU 
Ströme  rn)i  bcsfimmtrH  Bidituuffcn  gedacht,  und  die  Ihtlen  üferlinien  die- 
ser Ströme  mit  starke)},  die  rechten  mit  schwachen  Strichen  angegeben 
Ueberdies  sind  die  vier  Punkte,  in  d«'neu  die  vier  Uferlinien  zusammen- 
stossen,  mit  «,  ß,  y,  d  bezeichnet. 

Man  übersieht  nun  leicht,  dass  die  Fläche  ^-^^^  eine  einfach  zusammm- 
hängende  ibt.  Denn  man  kann  dieselbe  aus  ihrer  ursprunglichen  Gestalt  I. 
leicht,  mittelst  stetiger  Umformung,  nämlich  mittelst  gewisser  Biegungt-n 
und  Dehnungen  rcsp^ctive  Zusammenziehungen,  zuerst  in  die  Gestalt  II., 
und  sodann  weiter  in  die  Gestalt  III.  versetzen: 


•-^ 


1      7\\S    ' 


*<f 


I 
I 


II. 


h 


(A_ 


III. 


(t 


ß 


b 


a 


Mit  andern  Worten:  Man  kann  die  Fläche  a  ,  durch  stetitre  Umformnng 
in  eine  hUtmenturlhiüie  verwandeln.  F()li:lieh  ist  [vgl.  die  Definition  pg- 1**^! 
A  ;   eine  nnjach  :\is(uni)it.y\}iitniii  ndc  Fläche.     C^.  e.  d. 

Durch  diese  einfach  zu>aninienliäiiLr»'ndc    Fläche  iv  ,   werden  nun  die 

'-  <i  '• 

allgemeinen  Satz»»  ,!<•  .  (11.^  in  an.-cbaulicher  Weise  bestätigt,  Xament- 
lich  ersieht  man  z.  B.  aus  den  Figuren  11.  nn<l  III.  [in  denen  die  Buch- 
st.iben  a,  h,  a,  p,  •/,  d  genau  in  der>elben  Weise  wie  in  der  ursi'rüu^'- 
liehen  Figur  I.  beibehalten  sindi,  duss  in  der  That  die  vier  Uferlinien  der 
Str<>me  </,  }t  zusammengenommen  citif  n)Kxtji  i)i  si<h  zunicklaufrnde  Ctirn' 
bilden,  und   dass   man    bei   ein«'r   }i(j>itirni    Umlaufung   der  Fläche  iv  .  die 
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linken  üferlinien  jener  StrOme  stramdbwärts^  die  rechten  stromaufw&rts  zn 
dnrch wandern  hat. 

Bemerkung.  —  Die  der  yon  Hanse  aus  gegebenen  geschlossenen  Ring- 
fläche  %  zugehörige  punktirte  Fläche  mag  %  heissen,  und  zwar  mag  die 
kleine  punktförmige  OefFnung  dieser  Fläche  %  an  der  Stelle  aßyS  gedacht 
werden.  Alsdann  können  die  Schnitte  a  und  b  als  zwei  aufeinander  folgende 
Querschnitte  der  Fläche  'S  angesehen  werden.  Denn  jeder  derselben  hat 
alsdann  seinen  Anfang  und  sein  Ende  in  einem  Randpunkte  jener  kleinen 
Oeffnung. 

Durch  die  beiden  Querschnitte  a,  b  verwandelt  sich  aber  %  in  die 
einfach  zusammenhängende  Fläche  9^^.  Bezeichnet  man  also  die  Grund- 
zahl der  Fläche  ^  ™^^  -^«  bo  °^^b  [nach  Satz  (20.)  pg.  158]  die  Differenz 
{N  —  1)  =  2  sein.    Somit  fblgt:  JV  «  3. 

§  10. 

ITeber  die  Verwandlung  einer  Biemann^schen  Kugelfläohe  in  eine 
einfach  snsammenhängende  Fläche.     Krstes  BeispieL 

Es  seien  g^,  h^,  g^,  h^  beliebig  gegebene,  im  Allgemeinen  also 
camplexe  Constanten,  und 


Sämmtliche  Werthe  dieser  Function  lassen  sich  bekanntlich  [pg.  83] 
in  eindeutiger  Weise  ausbreiten  auf  einer  gewissen  eweibläitrigen 
Kugelfläche  ffi,  welche  vier  Windungspunkte:  g^  h^y  g^,  h^  und  ewei 
Uebergangslinien:  g^^  und  g^h^  besitzt.  Diese  beiden  Linien  sind 
in  der  nachfolgenden  Figur  durch  die  vertikalen  Striche  g^h^  und 
g^  h^  angedeutet.  Bezeichnet  man  die  zu  91  gehörige  piinktirte  Fläche 
mit  9i,  und  die  Grundzahl  von  91  mit  N,  so  ist  bekanntlich  [vgl. 

(ß-)  pg.  172] 
(2.)  N=3. 

Die  Fläche  91  kann  nun  durch  die  in  der  nachfolgenden  Figur 
angegebenen  Schnitte  oder  Ströme  a,  6  in  eine  Fläche 

(3.)  91«, 

verwandelt  werden,  von  der  sich  nachweisen  lässt,  dass  sie  einfadi 

gusammenhängend  ist.     Vor  Beginn  dieses  Nachweises  wird  es  aber 

erforderlich  sein,  zuvörderst  Näheres  mitzutheilen  über  die  Curvena,^. 
Lage  und  Verlauf  der  Schnitte  oder  Ströme  a,  b.  —  Der  Strom  a 
soll  fortfliewend  gedacht  werden  theils  im  untern  ^  theils  im  obem  Blatt 
der  Fläche  9%.  Er  mag  entspringen  an  irgend  einer  Stelle  des  obem  Blat- 
tes, etwa  in  der  Mitte  zwischen  g^h^  und  ^,^2,  und  das  obere  Blatt  durch- 
schneidend zunächst  so  weit  fortlaufen,  bis  er  auf  irgend  welchem  Wege 
zur  Uebergangslinie  g^Ji^  gelangt;  bei  Ueberschreitung  dieser  Linie  wird 
er  in  das  untere  Blatt  treten.    In  dem  unteren  Blatt  mag  er  nun  auf  irgend 
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welchem  Wege  bis  zur  Ucbergangslinie  g^  h^  hiulaiifen ;  bei  Ueberschrei- 
tung  derselben  wird  er  von  Neuem  in  das  obere  Blatt  treten,  und  hier 
in  dem  oberen  Blatt  mag  or  nun  schliesslich  bis  zu  seiner  anfäDglichen 
Quelle  zurücklaufen.  Der  Strom  a  wird  also  ein  in  sich  zurücklaufender 
sein ;  seine  lUchtung  mag  diejenige  sein ,  in  welcher  wir  ihn  soeben  haben 
fortfliessen  lassen,  also  diejenige,  welche  in  der  untenstehenden  Figur 
durch  Pfeile  angedeutet  ist. 

Der  Strom  h  soll  seinem  ganzen  Laufe  nach  im  obei'en  Blatt  der 
Flüche  bleiben.  Er  mag  an  derselben  Stelle  entspringen,  an  welcher  a 
entsprungen  ist,  nämlich  an  der  Stelle  aß  yd.  Von  hier  aus  mag  er  die 
Ucbergangslinie  //, /»j  in  irgend  welcher  Curve  umkreisen  nnd,  während 
er  also  beständig  im  oberen  Blatte  bleibt,  schliesslich  wieder  in  seine 
Quelle  zurückfliessen.  Die  JUchtung  des  Stromes  b  soll  diejenige  sein, 
welche  in  der  untenstehenden  Figur  durch  einen  Pfeil  angedeutet  ist,  also 
der  Art  sein,  dass  Jemand,  der  an  der  gemeinsamen  Quelle  beider  Ströme 
—  nämlich  bei  ccßy6  —  .steht,  die  Richtung,  in  welcher  b  fortfliegst^  mit 
ausgestreckter  Linken  angeben  wird,  sobald  er  in  derjenigen  Richtung  fort- 
sieht, in  welcher  a  fortflieast.  As  soll  also  die  anfängliche  Richtung  des 
Stromes  b  zu  der  anfänglichen  IHchiuug  des  Stromes  a  ebenso  liegen^  t/"<> 
[nach  unserer  Festsetzung  pg.  4|  die  y- Achse  des  Coordinatensystems  zur 
X-Achse  desselben  liegt. 


/••■■■■■ 


^a 


h; 


In  der  vorstehenden  Figur  sind  diejenigen  Stromstrecken,  welche  im 
oberen  Blatt  Heiden,  durch  unuhterbroclune ,  diejenigen  hingegen,  welche 
sich  im  unteren  Blatt  befinden,  durch  punktirte  Linien  angedeutet.  Ferner 
sind  daselbst  die  linken  Ufer  der  Ströme  mit  starken,  die  rechten  mit 
schwachen  Strichen  augegeben.  Von  Wichtigkeit  ist  zn  bemerken,  dass 
die  beiden  Ströme  «  und  b  einjinder  nur  an  einer  einzigen  Stelle  durch- 
kreuzen, nämlich  nur  an  der  Stelle  ccßyö.  Nach  der  vorstehenden  Fignr 
zu  urtheilen,  könnte  man  vermuthen,  dass  noch  eine  zweite  Durchkreii- 
zungsstelle  existire.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall.  Denn  an  jener  zweiten 
Stelle  fliessen  die  beiden  Ströme,  ohne  mit  einander  in  irgend  welche  Be- 
rührung zu  kommen,  in  verschiedenen  Blättern  über  einander  fort,  ge- 
trennt von  einander  durch  den  —  wenn  auch  nur  unendlich  kleinen  — 
Zwischenraum,  welcher  sich  überall  zwischen  den  beiden  Blättern  der 
Fläche  hinzieht. 
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Die  DurchkreQznngBstelle  aßyd  repräsentirt   zugleich  den  Ort,  wo 
beide  Ströme  entspringen,  und  ebenso  auch  den  Ort,  wo  beide  Ströme, 
nachdem  sie  die  ihnen  angewiesenen  Wege 
dorchlanfen  haben,  wieder  einmflnden.     Der  h 

Strom   b,  können  wir  demnach   sagen,  ewt-  ^ 

springt  im  linken  Ufer  des  Stromes  a,  und 
mündet  ein  in  das  rechte  Ufer  von  a.  Der 
Strom  a  andererseits  ehtspringt  im  rechten 
Ufer  von   6,  und  mündet   ein  in  das  linke    ^.^^^ 

Ufer  von  6.      Ob   die  Durchkreuzung  unter 

rechtem  Winkel,  oder  unter  irgend  welchem 
andemWinkel  geschieht,  ist  völlig  gleichgültig. 

Die   Fläche,   in  welche  91   durch  Aus- 
führung der  Schnitte  oder  Ströme  a,  h  sich 

verwandelt,  ist  in  (3.)  mit  9t^^  bezeichnet  worden.  Während  also  fft  selber 
eine  geschlossene  Fläche  ist,  wird  91^^  eine  umrandete  Fläche  vorstellen.  Und 
zwar  wird  der  Band  von  91^^  gebildet  von  den  vier  Uferlinien  der  bei- 
den Ströme  a  und  5. 

Will  man  irgend  eine  Fläche  in  positiver  Richtung  umlaufen,  so  hat 
man  längs  ihres  Randes  —  und  zwar  auf  ihrer  obem  Seite  —  in  solcher 
Richtung  fortzuwandem,  dass  man  die  Fläche  selber  beständig  zur  Linken 
behält.  Um  demnach  die  Fläche  91^^,  etwa  von  der  Ecke  a  aus,  in  posi- 
tiver Richtung  zu  umlaufen,  wird  man  von  a  aus  [vgl.  die  beiden  letzten 
Figuren]  zuerst  das  linke  Ufer  von  a  stromcibwärts  durchwandern  müssen, 
bis  man  nach  ß  gelangt;  sodann  wird  man  von  ß  aus  das  sich  hier  an- 
schliessende linke  Ufer  von  b,  und  zwar  wiederum  stromabtoärts^  durch- 
schreiten müssen,  bis  man  nach  y  kommt.  Von  hier  aus  wird  nun  femer 
das  rechte  Ufer  von  a  stromaufwärts  bis  nach  Ö  hin,  und  endlich  von  d 
auB  das  rechte  Ufer  von  5,  wiederum  stromaufwärts,  zu  durchlaufen  sein, 
bis  man  schliesslich  zum  Ausgangspunkte  a  zurückgelangt. 

Dass  bei  einer  solchen  positiven  Umlaufung  der  Fläche  91^^  die  lin- 
ken Ufer  der  Ströme  a,  b  stromabwärts,  die  rechten  stromaufwärts  zu  durch- 
laufen sind,  kann  als  eine  unmittelbare  Folge  des  allgemeinen  Satzes  (8.) 
pg.  173  angesehen  werden.  Trotzdem  ist  es  von  Wichtigkeit,  dass  man 
jene  Wanderung  um  die  Fläche  91^ j,  herum  in  Gedanken  wirklich  ausführt. 
Denn  man  erkennt  alsdann  mit  voller  Bestimmtheit,  dass  die  genannten 
vier  üferUnien  zusammengenommen  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende 
Curve  bilden,  dass  also  die  Fläche  91^^  nur  eine  einzige  Randcurve  besitzt. 
Daraus  aber  folgt  —  was  bisher  vielleicht  bezweifelt  werden  konnte  — , 
dass  9t^^  nicht  aus  mehreren  von  einander  getrennten  Flächenstücken  be- 
stehen kann,  sondern  eine  einzige  zusammenhängende  Fläche  sein  muss. 
Denn  zwei  oder  mehrere  von  einander  getrennte  Flächenstficke  werden 
zusammengenommen  jederzeit  mehr  als  eine  Randcurve  besitzen. 

Die  ursprünglich  gegebene  Fläche  9t  hat  also  durch  Ausführung  der 
beiden  Schnitte  oder  Ströme  a,  5  keine  Zerstückdung  erlitten. 

Man  kann  nun  offenbar  den  Strom  a  als  einen  QuerschniU  der 
punktirten  Fläche  SR  auffassen,  nämlich  als  einen  Querschnitt,  wel- 
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(her  seinen  Anfang  und  sein  Ende  in  der  kleinen  in  9t  vorhandenen 
Oeilnung  hat.  Sodann  al)er  kann  der  Strom  h  als  ein  ziveiier  Quer- 
schnitt  angesehen  werden,  der  seinen  Anfang  in  dem  einen,  sein 
Ende  in  dem  andern  Ufer  von  a  hat. 

Die  Fläehe  3v„/,  entsteht  also  aus  9\  durch  Ausführung  von  zwei 
QncrscImUfcn  a  und  /v.  Die  Grundzahl  A"  der  Fläche  9t  war  aber 
=  3  [vgl.  (2.)].  Zufolge  des  Satzes  (15.)  i)g.  155  ist  daher  die 
Grundzahl  der  Fläche  9t„;,  noth wendig  =  1,  mithin  9t„^,  eine  ein- 
fach  zummmcnliängenäc  Fläche.     Q.  e.  d. 

Die  Fläche  Si,,/,  kann  daher,  weil  sie  einfach  zusammenhängend 
ist,  durch  stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  von  belie- 
biger Gestalt,  z.  B.  in  eine  Kreis/ Jache  oder  auch  in  die  Flüche  cims 
Quadrats  oder  llechteelcs  verwandelt  werden.  Dass  eine  derartige 
Umojestaltung  möo-lich  ist,  wird  häufig  im  Auge  zu  behalten  sein, 
falls  man  sich  durch  die  coraplicirte  und  wenig  übersichtliche  Ge- 
stalt, welche  "iixah  von  Hause  aus  besitzt,  keine  unnöthigen  Schwierig- 
keiten bereiten  will. 

§  11. 

Fortsetzung.     Zweites  Beispiel. 

Sind  //i,  //j.  //o,  //o.  .7;;,  /':5  7  /7i,  h^  beliebig  gegebene  complexe  Con- 
stanten, so  sind  sämmtliche  Werthe  der  Function: 


(1.)  f(^)==V{---!n)(-~'H)^--!f,)^---l*^(ß-U^(ß-fi3)(ß~if4)[^-^^^ 

in  eindeutiger  Weise  ausbreitbar  auf  einer  gewissen  ztveiWiiirino^ 
Kiemann'schen  Kugelfläche  9{,  welche  a(M  VVindungspunkte: //i,  Ap 

ih^l^n  ihjhy  .(/.p^'.p  "»^1  ^'^"^'>'  Uebergangslinien:  gji^,  gji,,  g-^K 
gjfi  besitzt  [vgl.  pg.  83].  Diese  vier  Uebergangslinien  sind  in 
der  folgenden  Figur  durch  vertikale  Striche  markirt.  Bezeichnet 
man  die  Grundzahl  der  zu  3t  gehörigen  punJdirten  Fläche  9R  mit  Is, 
so  ist  bekanntlich  [vgl.  (j3.)  pg.   172|: 

(2.)  .\  -  7. 

Die  Fläche  9t  kann  nun  durch  die  in  der  nachfolgenden  Figur 
angegebenen  Schnitte  oder  Ströme  a^^  a^,,  a.^,  h^^  Jk,  h^,  c^,  c.^  i» 
eine  Fläche 

(»).)  9i<'i ","/', ',',-,'•,  ^^^^^^  kürzer  9t„;,c 

verwandelt  werden,  von  der  sich  nachweisen  lässt,  dass  sie  einfach 
:nsaninHiiln'ii)(fnid  ist.      Dabei   ist  zuv<"»rderst  vorauszuschicken 
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Einiges  Nähere  über  die  Schnitte  oder  Ströme  a,  h,  c.  —  Jeder  von 
den  sechs  Strömen  aj ,  o, ,  Og ,  h^,  5^ ,  b^  soll  ein  in  sich  zurücklaufender 
sein.  Die  Ströme  01,02,0^  fliessen  zum  Theil  im  oberen,  zum  Theil  im 
unteren  Blatt  der  Fläche.  Der  Strom  a^  z.  B.  tritt,  während  er  die  üeber- 
gangslinie  g^h^  überschreitet,  aus  dem  oberen  Blatt  in  das  untere;  fliesst 
sodann  hier  in  dem  untern  Blatt  auf  irgend  welchem  Wege  fort,  bis  er 
zur  Uebergangslinie  gihi  gelangt;  beim  Ueberschreiten  dieser  Linie  tritt 
er  wieder  in  das  obere  Blatt  und  fliesst  nun  hier  in  dem  oberen  Blatt  so 
weit  fort,  bis  er  schliesslich  in  seine  eigene  Quelle  wieder  einmündet.  Die 
Ströme  b^,  5,,  5,  bleiben  ihrem  ganzen  Laufe  nach  beständig  im  oberen 
Blatt  der  Fläche.  In  der  untenstehenden  Figur  sind  die  ^Richtungen  der 
Ströme  a^,  o, ,  a^,  b^,  5, ,  b^  ebenso  wie  früher  durch  Pfeile  angedeutet. 


Mj 


aa 


a. 


BetraehUt  man  aUo  die  DurchkreuzungssteUe  aßyS  der  beiden  Ströme  a, 
und  &,  als  die  gemeinsame  Quelle  dieser  beiden  Ströme,  so  liegt  wiederum 
[nämlich  ähnlich  wie  früher  pg.  176]  die  anfängliche  Richtung  von  5}  zur 
anfänglichen  Richtung  von  a^  wie  die  y-Axe  zur  x-Axe,  Analoges  gilt 
für  o,^  6,,  ebenso  für  o,,  5,. 

In  unserer  Figur  sind  übrigens  die  linken  Uferlinien  der  Ströme  durch 
stärkere^  die  rechten  durch  schwächere  Striche  angegeben.  Kndlich  sind 
daselbst  diejenigen  Strecken  der  Ströme,  welche  im  oberen  Blatt  liegen, 
durch  ununterbrochene  y  diejenigen,  welche  im  unteren  Blatt  sich  befinden, 
durch  punktirte  Linien  bezeichnet.  Um  die  Figur  nicht  zu  sehr  zu  Über- 
laden, sind  dabei  die  Wege,  welche  die  Ströme  01,03,0,  im  unteren  Blatt 

12* 
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verfolgen,  nicht  vollstiUuH»^  anf(ef?eben;  man  kann  sich  diese  Wege  etwa 
ebenso  denken  wie  in  der  Figur  pg,  17G,  jedoch  der  Art,  dass  dieselben 
nirgends  mit  einander  in  Berührung  kommen.  Dass  die  Punkte^,,//,. 
9ii  ^^11  9'jf  ^h  i^^  unserer  Figur  in  einer  geraden  Linie,  und  dass  die  Punkte 
(/.j,  h^  in  einer  damit  parallelen  Linie  liegen,  ist  durchaus  unwesentlich. 
Es  ist  diese  Annahme  über  die  Lage  jener  Punkte  nur  deswegen  geschehen, 
damit  die  Figur  an  l'ebersichtlichkeit  gewinne.  Es  versteht  sich  aber  von 
selber,  dass  die  Ströme  oder  Schnitte  a, ,  a,, ,  «., ,  ^j ,  b^ ,  63  in  ganz  ana- 
loger Weise  auch  dann  ausgeführt  werden  können,  wenn  jene  Punkte  irgend 
welche  andere  Lage  besitzen. 

Die  vier  Uferlinien  der  beiden  Ströme  a,  und  6,  bilden  —  ebenso 
wie  früher  in  der  Figur  pg.  176  —  zusammengenommen  eine  einzige  in 
sich  zurücklaufende  Curve.  Gleiches  gilt  von  den  vier  Uferlinien  der 
Ströme  «._,  und  6_>;  und  Gleiches  endlich  auch  von  denen  .der  Strome  a, 
und  b^.  Im  Ganzen  bilden  also  die  zwölf  Uferlinieu  der  Ströme  a^ ,  61,  ö^,  l'i, 
«3,  b.^  drei  von  einander  völlig  gesonderte  Curven,  von  denen  jede  eine  in 
sich  zurücklaufende  ist.  Die  ursprünglich  gegebene  geschlossene  Flache  ?i 
verwandelt  sich  demnach  durch  Ausführung  jener  Ströme  a^ ,  5j ,  a^,  h^, 
«5,  b.^  in  eine  von  drei  Curven  umrandete  Fläche. 

Führt  man  in  einer  Fläche,  die  mehrere  Randcurveu  besitzt,  einen 
Schnitt  aus,  der  von  irgend  einem  Punkte  der  einen  Randcurve  ausgeht 
und  nach  irgend  welchem  Punkte  einer  andern  Randcurve  hinläuft,  so 
werden  sich  jene  beiden  Randcurven  durch  Ausführung  dieses  Schnittes 
vereinigen  zu  einer  einzigen  Randcurve;  wie  Aehuliches  bereits  bei  einer 
früheren  Gelegenheit  (pg.  161]  bemerkt  wurde. 

Führen  wir  demnach  in  der  durch  die  Schnitte  a, ,  6,,  a^,  ^,,  03 ,  h. 
entstandenen,  im  Ganzen  von  drei  Randcurven  begrenzten  Fläche  zwei 
Schnitte  c>,  und  c^  aus,  von  welchen  der  eine  von  der  ersten  zur  zweitin, 
der  andere  von  der  zweiten  zur  dritten  Randcurve  hinläuft,  so  werden  sich 
durch  Ausführung  dieser  beiden  Schnitte  jene  drei  Randcurven  vereinigen 
zu  einer  einzigen  Randcurve.  Bezeichnet  man  also  [wde  schon  bei  t3.)  ge- 
schehen istj  diejenige  Gestalt,  in  welche  die  Fläche  3i  durch  gleichzeitige 
Ausführung  der  Schnitte  «, ,  6, ,  a., ,  b., ,  «^ ,  ^3  und  der  Schnitte  c^ ,  c,  ver- 
setzt wird,  mit  ^H^/,,,  so  w^ird  ^^l,^,,^,  nur  eine  einzige  Randcurve  besitzen, 
folglich  kein  System  von  mehreren  Flächenstücken,  sondern  eine  einzi*ß 
in  sieh  zusammenhängende  Fläche  vorstellen. 

Die  Ströme 

aj,  a.,  «3,  61,  \,  h,,.  c,,  c,^ 

können  in  Bezug  auf  die  Fläclie  9t  oder  vielmehr  in  Bezug  auf  die 
puiildirtc  Flüche  9t  als  ein  System  von  sechs  Querschnitten  aufge- 
fasst  werden.  Zuvörderst  kann  nämlich  a^  als  erster  Querschnitt  an- 
sehen werden,  als  ein  (Querschnitt,  der  seinen  Anfang  und  sein  Ende 
in  der  in  9i  vorhandenen  kleinen  Oefl'nung  hat.  Sodann  kann  \ 
als  ziveifcr  Querschnät  betrachtet  werden,  nämlich  als  ein  Querschnitt, 
welcher  seinen  Anfang  in  dem  einen^  und  sein  Ende  in  dem  andern 
Ufer  von  a^  hat. 
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Nunmehr  können  wir  die  beiden  Strome  c^  und  o,  zusammen- 
genommen als  einen  dritten  Querschnitt  von  sigmaförmiger  Gestalt 
(ygl.  pg.  148),  nämlich  als  einen  Querschnitt  auffassen,  welcher  in 
einem  Uferpunkte  des  zweiten  Querschnittes  entspringt^  und  in  einen 
Punkt  seines  eigenen  Laufes  einmündet.  Femer  können  wir  den 
Strom  b^  als  einen  vierten  Querschnitt  betrachten,  welcher  in  einem 
Uferpunkte  des  dritten  Querschnittes  entspringt  und  in  den  gegen- 
überliegenden  Uferpunkt  jenes  Querschnittes  einmündet. 

Und  endlich  können  wir  nun  die  beiden  Ströme  c^  und  a,  zu- 
sammengenommen als  einen  fünften ,  und  den  Strom  b^  als  einen 
sechsten  Querschnitt  ansehen. 

Die  von  einer  einzigen  Curve  umrandete  Fläche  ^bc  entsteht  also 
aus  der  Fläche  91  durch  Äusfiihrung  von  sechs  Querschnitten,  Diese 
Querschnitte  sind  der  Beihe  nach  durch 

1)  a„  2)  6„ 

3)  Cg  +  Og,  4)  6„ 

5)  Cj  +  «3,  6)  feg 

dargestellt. 

Nach  (2.)  ist  aber  die  Grundzahl  N  der  Fläche  9t  gleich  7. 
Folglich  wird  die  Grundzahl  der  aus  91  durch  jene  sechs  Quer- 
schnitte entstandenen  Fläche  9{a&e  [nach  Satz  (15.)  pg.  155]  den 
Werth  1  haben.  D.  h.  die  Fläche  9{a&e  ist  eine  einfach  zusammen- 
hängende.    Q.  e.  d. 

§  12. 
FortsetBung.    Drittes  BeiapieL 
Betrachtet  man  schliesslich  die  der  Function 


entsprechende  zweiblättrige  Biemann'sche  Kugelfläche  9i,  und  be- 
zeichnet man  dieselbe  in  ihrer  punktirten  Gestalt  mit  m,  ferner  die 
Grandzahl  Ton  81  mit  N,  so  findet  man  [vgl.  (ß.)  pg.  172]: 

2*"=.  2p  +  1. 

Auch  übersieht  man  leicht,  dass  die  gegenwärtige  Fläche  91, 
ähnlich  wie  früher^  durch  gewisse  2p  Querschnitte: 


182  Siebentes  Capitol 


1) 

2)  /.,, 

S)  c,  +  (/,, 

4)  ?'., 

o)    C'3  +  (l, , 

•               ••••• 

<!)   '';., 

27>--l)  6';,  +  (/^,,  2y>)  hj, 

in    eint'    ciff/iich    ZHsammcnhiuvjcmk    Flilclio    3?,,/,,.    verwaiulelbar  ist. 
U.  s.  w. 

§  1:5. 

Fortsetzung.    Viertes  Beispiel. 
Bezeiclinet  3i  eine  (fau::  hcliehifj  (jajchenc,   z.  Ji.  hdivhuj  vidbUitt- 

m 

ritje  Jlieniann'sclic  Kiii^elflilclie,   so  wird  die  Grundzahl  N  der  zuge- 
hörigen   piuiktirteu   Fläche   IW   nothwendiger   Weise   durch   eine  der 
Zahlen   1,  8,  0,  7,  \)  etc.  dargestellt  sein  [vgl.  (4.)  pg.  1G4J.    Wir 
wollen  annehmen,  es  sei 
(1.)  .V=7, 

ohne  sonst  aber   über   die  Beschaffenheit  der   Flächen  9i,  9i  irgend 
welche  Voraussetzung  zu  machen.    Zufolge  des  Satzes  (21.)  pg.  1.')!' 

• 

müssen  alsdann  in  der  Fläche  9i  nothwendiger  Weise  sechs  dieselk 
(2.)  nicht  zersiiiel'elnde  Quersdinitte  ausfilhrJjar  sein.  Auch  tvird  die  Fläche 
9{,  zufolge  jenes  Satzes,  durch  sechs  derartige  Querschnitte  sich  stets 
in  eine  einfach  zusammenliängende  Fläche  verwandeln.  Wir  stellen 
uns  die  Aufgabe,  derartige  (Juerschuitte  wirklich  zu  construiren, 
oder  wenigstens  so  weit  anzugeben,  als  solches,  bei  der  fast  ganz 
unbekannten  Beschalfenheit  der  Fläche  iH,  überhaupt  möglich  ist. 
Dabei  werden  wir  beständig  die  Sätze  pg.  1(>4  — IGG  in  Anwendung 
bringen,  namentlich  die  dortigen  Sätze  (0.)  und  (8.). 

Erstens.  —  Die  Fläche  9t  besitzt  [nach  (1.)]  die  Grundzahl 
N=l  und  nur  eine  Kandcurve,  d.  i.  die  Kandcurve  0  der  in  9{ 
vorhandenen  kleinen  Oeffnung.  Zufolge  des  Satzes  (8.)  pg.  166  kann 
also  z.  B.  in  der  Fläche  9t  ein  die  Fläche  nicht  zerstückelnder,  von 
der  kleinen  Curve  0  ausgehender  sigmaförmiger  Querschnitt  (c^  +  ^i) 
construirt  werden.  Und  durch  diesen  wird  alsdann  die  Fläche  SR 
[Satz  (15.)  pg.  155]  in  eine  neue  Fläche  91^''^  von  der  Grundzahl  6 
übergehen.  Wir  wollen  diesen  sigmaförmigen  Querschnitt  (Cj  -}"  ^i"* 
uns  Jiun  in  der  That  ausgeführt  denken.  Die  Bezeichnung  sei  dabei 
so  einn-erichtet,  dass  der  siu*inafi)rnii<i;e  (Querschnitt  aus  einem  Rück- 
kehrschnitt  a^  und  einem  gewöhnlichen  (^)uerschuitt  c^  besteht.  Dem- 
gemäss  besitzt  die  neu  entstandene  Fläche  91^**^  im  Ganzen  zicci 
liandcurven,  nämlich   eine  erste  Kandcurve,   welche  durch  die  eine 
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Uferlinie  von  a^  repräsentirt  ist^  und  eine  zweite  Randcurve^  welche 
aus  der  andern  Uferlinie  von  a^,  femer  aus  den  beiden  Ufern  von 
Ci,  und  endlich  aus  der  kleinen  Curve  o  zusammengesetzt  ist.  [Vgl. 
die  Bemerkung  pg.  163.] 

Markirt  man  nun  auf  diesen  beiden  Randcurven  der  Fläche  91^^^ 
je  einen  Punkt,  und  construirt  sodann  irgend  welchen  von  dem  einen 
zum  andern  Punkt  laufenden  Querschnitt  h^,  so  wird  durch  diesen, 
zufolge  des  Satzes  (6.)  pg.  164,  niemals  Zerstückelung  eintreten,  mit- 
hin die  Fläche  91^^)  in  eine  neue  Fläche  9t<^)  von  der  Grundzahl  5 
übergehen.  Einen  solchen  Querschnitt  bi  wollen  wir  uns  nun  wirk- 
lich ausgeführt  denken,  und  dabei  jene  beiden  willkürlich  auf  den 
beiden  Randcurven  zu  markirenden  Punkte,  d.  i.  den  Anfangs-  und 
Endpunkt  von  6^  so  wählen,  dass  sie  zu  beiden  Ufern  des  Rück- 
kehrschnitts %  einander  gerade  gegenüberliegen.  Uebrigens  wird 
die  neue  Fläche  ^^\  zufolge  des  Satzes  (6.)  pg.  164,  nur  eine  ein- 
zige Randcurve  haben. 

Zweitens.  —  Diese  nur  mit  einer  einzigen  Randcurve  versehene 
Fläche  91^^^  lässt  sich  nun  genau  in  derselben  Weise  behandeln  wie 
vorhin  die  Fläche  91  selber,  bei  welcher  ebenfalls  nur  eine  solche 
Gurre  (die  Curve  o)  existirte.  In  der  That  wollen  wir,  in  ganz  ana- 
loger Weise  wie  damals  verfahrend,  in  der  Fläche  91^^)  zuerst  einen 
von  bi  ausgehenden,  die  Fläche  nicht  zerstückelnden  sigmaförmigen 
Querschnitt  (c^  -f-  o,)  construiren,  und  hierauf  irgend  einen  weitern 
Querschnitt;  b^  folgen  lassen,  dessen  Anfangs-  und  Endpunkt  zu  bei- 
den Ufern  des  Rückkehrschnitts  o^  einander  gerade  gegenüberliegen. 
Die  so  entstehende  Fläche  wird  alsdann  die  Grundzahl  3  haben, 
und  demgemäss  mit  91^^^  zu  bezeichnen  sein. 

Drittens.  -^  Genau  in  derselben  Weise  weitergehend  kann  man 
nun  endlich  die  Fläche  91^')  durch  zwei  Querschnitte  (c^  -f-  o^)  und 
b^  in  eine  Fläche  91^^)  von  der  Grundzahl  1  verwandeln. 

Zusammenfjftssnng.  —  Wir  können  bei  dem  ganz  zuerst  ausge- 
führten sigmaförmigen  Querschnitt  (C|  -{-  a^)  die  Länge  von  c,  be- 
liebig klein,  z.  B.  auch  Null  machen.  Alsdann  haben  wir  im  Ganzen 
sechs  Querschnitte: 

1)  a„  2)  6„ 

(3.)  3)  Ca  -f  ag,  4)  6^, 

deren  Gestalt  und  relative  Lage  einigermassen  veranschaulicht  wer- 
den kann  durch  folgendes  Schema: 
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(4.) 


( 


^ 


I», 


^ 


a, 


\ 


^ \ 


'C 


\ 


/ 


ßx      C^x 


'^  >  a, 


y 

'  y. 


Dabei  sind,  der  bessern  Uebersichtlichkeit  willen,  die  Schnittstrecken 
c  (d.  i.  Co  und  Co)  nur  imnldirt  angegeben. 

Man  bemerkt  in  dem  vorstehenden  Schema  gewisse  Unter- 
brechungen der  Schnitte  oder  Ströme  h.  Diese  Unterbrechungen 
sollen  andeuten,  dass  an  den  betreffenden  Stellen  zwischen  den  Strö- 
men 1)  und  a  keine  Communication  stattlindet,  dass  vielmehr  die 
Ströme  an  jeder  solchen  Stelle  in  verschiedenen  Blättern  der  Fläche 
über  einander  fortfliessen,  ohne  mit  einan- 
der in  Berührung  zu  kommen.  Anderer- 
seits aber  sind  in  dem  vorstehenden  Schema 
die  wirklichen  DnrcJila'cuzHnysstcUcn  der 
Ströme  a,  h  besonders  starlc  markirt.  Will 
(5.)  man  irgend  eine  solche  Durchkreuzungs-  ^^ 
stelle  (öfx,  fcx)  genauer,  etwa  in  vergrösser- 
tem  Maassstabe  vor  sich  haben,  so  braucht 
man  nur  einen  Blick  zu  werfen  auf  die 
beistehende  Figur,  in  welcher  die  Unlcen 
Ufer  der  Ströme  a^,  hy.  durch  st/irlcrc,  die  recliten  durch  schwächere 
Linien  angegeben  sind.  Betrachtet  man  also  diese  Durchlcretizungs- 
stelle  (a-y,,  hy)  als  die  (jcmeinsanw  Quelle  der  beiden  Ströme  Ox,  bx. 
so  liegt  die  anfängliche  Richtung  von  by,  zur  anfäuglichcn  Ricidumj 
von  ay  ebenso  -wie  die  y-Axe  des  Coordinatensystems  zur  x-Axe.  [Vgl. 
pg.  177]. 

Durch  die  sechs  (Querschnitte  ()>.)  verwandelt  sich  nun  also, 
wie  vorhin  gezeigt  ist,  die  Fläche  9t  in  eine  Fläche  9i<^^  von  der 
Urundzahl   1,  d.  i.  in  eine  einfach  zusammenhängende  Flache. 

§  14. 
Fortsetzung.    Allgemeinster  Fall. 
Welche  ]3eschail'enlieit  eine   Ilicmanu'sche   Kugelfiäche  91  auch 
besitzen  mag,   stets  wird   die   Urundzahl  N  der   zugehörigen  punk- 
tirten  Fläche  St  [vgl.  (4.)  pg.  164]  den  Werth  haben: 
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(6.)  if==2p+l, 

wo  p  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  . .  .  vorstellt. 

In  ganz  analoger  Weise,  wie  im  vorhergehenden  Paragraph, 
wird  man  nun  die  Fläche  vi  durch  2p  Querschnitte: 

1)  «„  2)  6„ 

3)  c,  +  ö,,  4)  6„ 

(7.)  ♦  5)  c,  +  o,,  6)  63, 

.        .        .        /••...... 

in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zu  yerwandeln  im  Stande  sein. 

Bemerkung.  —  Wir  werd^  im  Folgenden  die  Flache  91,  je  nachdem 
in  ihr  alle  Schnitte  a,  &,  c,  oder  nur  die  Schnitte  a,  5,  oder  nur  die 
Schnitte  a,  oder  endlich  nur  die  Schnitte  b  ausgeführt  gedacht  werden 
sollen,  respective  mit  St^^^f  oder  9)^^,  oder  9t^,  oder  9)^  bezeichnen.  Die 
Fläche  91^  besitst  alsdann  also  p  von  einander  getrennte  RQckkehrschnitte 
a^,  a^y  a^  ...  a  .    Analoges  gilt  von  91^. 

Zweite  Bemerknng.  —  Die  hier  angegebene  Verwandlung  der  Fläche 
fi  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  91^^^  ist  genau  dieselbe, 
welche  Biemann  ausgeführt  hat  [Ges.  Werke  pg.  122,  123]. 

üebrigens  hat  Biemann  an  einer  früheren  Stelle  seiner  Abhandlung 
[Oes.  Werke  pg.  97]  noch  eine  etwas  andere  Methode  der  Zerschneidung 
benutzt.  Es  werden  nämlich  dort  Schnitte  e^,  e^,  a^,  e^,  .  .  ,  e^  benutzt^ 
deren  jeder  für  sich  allein  betrachtet  einen  Rückkehrschnitt  repräsentirt 
Die  beiden  ersten,  nämlich  e^  und  «r,,  sind  identisch  mit  den  vorhin  be- 
sprochenen Schnitten  o^  nnd  5,.  Es  hat  also  z.  B.  a^  seinen  Anfang  nnd 
sein  Ende  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Uferpunkten  des  Schnittes 
<r, .  Desgleichen  hat  nun  aber  auch  weiter  o,  seinen  Anfi&ng  und  sein 
Ende  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  üferpunkten  von  <r, ;  sodann 
«4  seinen  Anfang  und  sein  Ende  in  zwei  einander  gegenüberliegenden 
üferpunkten  von  «r, ;  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

§  15. 
Die  Grandsahl  einer  geBOhloseenen  Fläche. 

Unserm  Programme  pg.  151  entsprechend,  haben  wir  bis  jetzt 
die  geschlossenen  Flächen  von  unserer  Betrachtung  exdudirt,  indem 
wir  z.  B.  statt  einer  Riemann'schen  Eugelfläche  81  jedesmal  die  zu- 
gehörige  pnnktirte  Fläche  9t  ins  Auge  fassteu. 

Wollen  wir  jetzt  nachträglich  auch  der  geschlossenen  Fläche 
selber  eine  bestimmte  Grundzahl  zuertheilen,  so  ist  die  dabei  zu  be- 
folgende Methode  durch  den  Satz  (23.)  pg.  160  in  deutlicher  Weise 
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vorgezeichiiet.    Ist  also  z.  li.,  wie  iu  (6.),  die  Grundzahl  ^"  der  puuk- 
tirteu  Flilclie  9t  mit 
(S.)  Ä'  =  2i,  +  1 

bezeichnet,  so  wird,  zufolge  jenes  Satzes,  die  Grundzahl  iV  der  Fläche 
9{  selber  den  Werth  haben: 

(t).)  y  =  2p. 

Wenn  lUemann  die  Fläche  9t  selber  eine  (22) -j- 1)  fach  ziisaiu- 
menhängende  nennt,  derselben  also  die  Grundzahl  {^p -\- \)  zuct- 
theilt,  so  denkt  er  sich  dabei  jedesmal  9i  statt  9t  substituirt,  wi*.' 
solches  übrigens  auch  von  ihm  in  deutlicher  Weise  hervorgehoben 
ist.  Emptehlenswerther  aber  dürfte  es  vielleicht  sein,  eine  solche 
stillschweigende  Substitution  zu  vermeiden.  Und  dann  ist  die  Fläche 
9t  eine  ^^^fach  zusammenhängende  zu  nennen,  ihre  Grundzahl  also 
=  2j;  zu  setzen. 
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Die  Untersuchungen  dieses  Capitels  sollen  nur  eine  Vorberei- 
tung zum  näheren  Studium  der  AieV sehen  Integrale  sein,  von  denen 
im  folgenden  Capitel  die  Rede  sein  wird. 

§  1. 

Integrale  auf  einer  ebenen  einblättrigen  Fläche. 

Sind  9>  =  9>(xr)  und  ^  *^  ^{b)  gegebene  Functionen,  so  wird  der 
Werth  des  Integrals 

z 

im  Allgemeinen  nicht  nur  Ton  den  beiden  Endpunkten  e^^  z  der 

Integrationscurve,  sondern  auch  von  dem   Wege  derselben  zwischen 

diesen  beiden  Punkten  abhängen.    Doch  lassen  sich  Fälle  angeben, 

in  denen  das  Integral  yon  dem  genannten  Wege  unabhängig  ist. 

Und  zwar  stützen  sich  die  hierbei  anzuBtellenden  Betrachtungen 
wesentlich  auf  den  früher  [pg.  23]  gefundenen 

HtUfssatz:  Sind  9  ^  9(2)  und  ^  =>  t^(jr)  auf  irgend  einem  endlichen 
Theü  K  der  horizontalen  z- Ebene  eindeuHg  und  stetig,  so  ist  das  über 
sämnUliche  Bandcurven  von  %  in  positiver  Bichtung  erstreckte  Integral 

(la.)  J^^d^ 

stets  «  0. 

Um  zu  zeigen,  dasa  der  Werth  des  Integrals  (1.)  in  gewissen 
Fällen  von  dem  Wege  der  Integrationscurve  unabhängig  ist,  wollen 
wir  uns  in  der  horizontalen  xr-Ebene  irgend  eine  endliche  Fläche  % 
mit  nur  einer  Randcurve  abgegrenzt  denken,  und  annehmen ,  dass 
9>  =  9)(j6f)  und  ^  =  ^(js)  auf  dieser  Fläche  8  eindeutig  und  steHg 
sind,  Markiren  wir  nun  innerhalb  8  irgend  zwei  Punkte  Sq  und  0, 
and  ziehen  wir  sodann,  ebenfalls  innerhalb  %,  irgend  zwei  von  z^ 
nach  s  laufende  Curven  6  und  fs\  so  bilden  6  und  6'  zusammen- 
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genommen  einen  Rückkelir^scbnitt  der  Fläche  21,  durch  welchen  die- 
selbe in  zwei  von  einander  getrennte  Stücke  Slj  und  Sl^  zerfallt. 
Das  über  die  Randcurve  ((?-|-a') 
des  Theiles  2(j  erstreckte  Integral 

(2.)  J[^<p  di' 

kann    offenbar    in    zwei    Tlieile 
zerlejjrt  werden: 


(3.)    r     (pdf=  r  (pdip —  C    cpdi', 
^  %  ^  G  ^  o 

wo  alsdann  in  den  beiden  Inte- 
gralen rechter  Hand  die  Inte- 
grationen über  a  und  <?'  hin- 
erstreckt zu  denken  sind  in  der  Richtung  der  gezeichneten  Pfeile^ 
d.  i.  von  z^^  nach  <c.  Zufolge  des  vorhin  genannten  Ilülfssatzes  ist 
aber  das  Integral  (2.)  gleich  Null'^  denn  (p  =  ^(.c)  und  ^»  =  ^»(r)  sind 
nach  unserer  Voraussetzung  auf  9i,  mithin  auch  auf  Sl^  eindeutig 
und  stetig. 

Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (3.): 

(4.)  /  cpdip^f   cfjdn^. 

Diese  Formel  aber  zeigt,  dass  das  Integral 

(5.)  JV  ^^  ^' 

-0 

ein  und  dmsdhcn  Werth  hat,  mag  man  nun  der  Integrationscurve 
den  Wef?  ö  oder  den  We^  (j'  zuertheilen.  Mit  andern  Worten:  Sie 
zeigt,  dass  das  Integral  (5.)  vom  Wege  der  Integrationscurve  unah- 
liwKjig  ist,  falls  man  nur  diesen  Weg  auf  das  Innere  der  gegebenen 
Fläche  2t  beschränkt.     Also  der  Satz: 

Es  hcxvlclmc  9t  eine  in  der  z- Ebene  (dx/egrenzfe  cndliehe  FlädiC 
mit  nur  einer  Randeurve.  Ferner  seien  (p  =  (p(z)  und  i'  =  ti^)  i^O^^^^^ 
zwei  Functionen,  die  auf  2t  eindeutig  und  stetig  sind,  Vo'steht  mm 
alsdann  unter 

(6.)  f(p(^4^ 

ein  in  seiner  Beweguyig  auf  die  Fläche  2t  heschränldes  Integral,  d.  i- 
ein  Integral y  dessen  Integrationscurve  z^^  ,  ,  ,  z  beständig  innerhalb  81 
bleiben  soll,  so   wird    der    Werth  dieses   Intcgrcds    lediglieh   abhängen 
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(7.) 


von  den  beiden  Endpunkten  0q  und  0  der  Integrationscurvey  hingegen 

unabhängig  sein  von  dem  Wege  der  Curve  zujischen  diesen  beiden  Punkten, 
Bemerkimge  —  Bei  Ableittmg  der  Formel  (4.)  ist  BtilUohweigend  vor- 
ausgesetzt, dass  die  beiden  Gurren  a  und  a'  einander  nicht  darchkrenzen. 
Doch  sieht  man  leicht,  dass  die  Formel  (4.)  von  dieser  Voraussetzung  un- 
abhängig ist. 

Sind  nämlich  <r  und  a'  zwei  einander  in  einem  oder  auch  in  mehreren 
Punkten  durchschneidende  Curven,  so  wird  man  eine  dritte  Curve  q  zu 
Hülfe  nehmen,  welche  ebenfalls  von  z^  nach  z  geht,  ebenfalls  ihrem  ganzen 
Laufe  nach  innerhalb  9(  bleibt,  und  welche  ausserdem  weder  mit  a  noch 
auch  mit  a'  sich  irgendwo  durchkreuzt.  Sodann  wird  sich  sofort  nach- 
weisen lassen,  dass  das  längs  9  hinerstreckte  Integral  mit  dem  längs  6 
hinerstreckten  gleichwerthig  ist,  und  dass  es  ebenso  auch  gleichwerthig  ist 
mit  dem  über  c'  hin  ausgedehnten  Integrale.  Daraus  aber  folgt  sofort, 
dass  die  anf  <r  und  a'  hinlaufenden  Integrale  auch  unter  einander  gleich- 
werthig sind.    Q,  e.  d. 

Zufolge  des  Satzes  (6.)  ist  das  Integral  (6.)  lediglich  abhängig 

Yon  Zq  und  z,  also  eine  eindeutige  Function  von  Zq  und  z,  oder  falls 

man  den  Punkt  Zq  als  fest  betrachtet,  eine  eindeutige  Function  von 

z  allein.    Demgemäss  mag  dasselbe  mit  F(z)  bezeichnet  werden: 


F(z)=ffpdtl;     [«], 


*o 


Dabei  soll  das  in  Klammem  beigefügte  %  andeuten,  dass  das  Inte- 
gral in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläche  %  beschränkt  zu  denken  ist. 
Leicht  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  diese  Function  F(z)  auf  $t  nicht 
nur  eindeutig,  sondern  auch  stetig  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  markire  man  innerhalb  9  einen  beliebigen 
Punkt  Cy  beschreibe  um  c  eine 
Kreisfläche  S,  und  bezeichne 
irgend  einen  variablen  Punkt 
innerhalb  (£  mit  z.  Um  nun 
den  Werth  der  eindeutigen  Func- 
tion F(0),  (7.),  in  diesem  Punkte 
e  ZQ  erhalten,  kann  man  eine 
Integrationscurve  anwenden,  die 
zuerst  von  Zq  nach  c,  und  so- 
dann von  c  nach  z  geht,  da- 
bei aber  stets  innerhalb  91  bleibt. 
In  solcher  Weise  ergiebt  sich: 


(8.) 


F{e)==ftpdi>+f^(lit>, 


190  AohiPs  Capitel. 

oder,  was  dassolbe  ist: 

Nun  sollen  cp  uiul  !/•  auf  91,  uiiiliin  auch  auf  (5  (intlnttHj  uml  stdifj  sein. 
(Jleichos  o-ilt   daluT  [Sair  0;").)  j)^.  23J  /.  B.  auch  von  dcMU  JVodiut 


"f,! 


<l   11} 
(i 


Deuiü'eniiiss   ist   dieses   Product   innerhalb   des    um   c    beschriebenen 


n 


Kreises  C£  darstellbar  durcli  die  Taylor  sehe  Entwicklung  [p.  34J: 

wo  Ä,  Bj  Cj  .  .  .  coustante  Coefficienten  vorstellen.  Hieraus  folixt. 
falls  man  mit  d^  multiplicirt: 

(p  di^  ==[A  +  I^  {^  —  c>  +  ('(^  -  er  +  .  .  .|  d^^ 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  (pdil*  in  die  Formel  (9.),  so  er- 
hält mau: 

(10.)      F  (,)  =  F  (c)  +  Ä  ^'-  -] "' '  +  i>  * '  7  '^'^  +  c ''  ■;  '■^-  +  •  •  • 

Diese  für  alle  Punkte  .:  der  Kreisfläche  (£  rrültio-e  Formel  zeigt  aber, 
dass  i'X^)  innerhalb  dieser  Kreislläche  G  d.  i.  im  Bereich  des  Punk- 
te c  stetig  ist.  Beachtet  man  also,  dass  c  einen  innerhalb  3t  gauz 
ivillkärUchen  Punkt  repräsentirt,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Re- 
sultat: 

Versteht  man  unter  S(  eine  in  der  z- Ebene  abgegrenzte  endliche 
Fläehe  mit  nur  einer  Iiandcinve,  ferner  unter  cp  =  (p{z)  und  ip  =  t{:} 
zwei  Functionen,  die  auf  51  eindeutig  und  stetig  sind,  und  deid't 
man  sich  überdies  innerliatb  91  irgend  einen  festen  FunJä  Zq  marliut 
so  tvird  das  von  z\^  ausgehende  und  in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläek 
91  beschränl'te  Integral 

(11.)  J^H^     [91 1 

eine  Function  von  z  sein,  die  innerhatlt  91  überall  eindeutig  umJ 
stetig  ist. 

Die  hier  abgeleiteten  Sätze  sind  nicht  mehr  gültig  für  eine 
Fläche  9(  mit  zwei  Kandcurven,  z.  B.  nicht  mehr  gültig  für  eine  von 
zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzte  ringförmige  Fläche  91,  Ver- 
sucht nuin  nämlich  in  diesem  Fall  den  analogen  Weg,  wie  vorhin, 
einzuschlagen,  uiarkirt  man  also  innerhalb  dieser  ringförmigen  FIücIK' 
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8  zwei  Punkte  i?o  und  z,  und  zwei  von  Zq  nach  e  gehende  Wege  6 
und  tf\  so  können  e^y  e,  6^  6'  möglicher  Weise  derart  liegen,  dass 
6  und  g'  zusammengenommen  einen  zu  jenen  beiden  Randkreisen 
concentrischen,  intermediären  Kreis  bilden.  Durch  diesen  Kreis 
(tf  +  0')  zerfallt  alsdann  die  Fläche  «  in  zwei  Theile  «,  und  Sl,, 
der  Art,  dass  Äj  von  {ö  +  ^')  und  dem  innem  Randkreise,  anderer- 
seits  Slj  von  (tf  +  ^')  ^^d  d©™  äti^scm  Randkreise  begrenzt  ist. 
Und  demgemäss  ist  z.  B.  die  Formel  (3.),  welche  ein  wesentliches 
Glied  der  früheren  Betrachtung  bildete,  im  gegenwärtigen  Fall  nicht 
mehr  richtig,     ü.  s.  w. 

Trotzdem  aber  sind  jene  früheren  Untersuchungen  auch  auf 
eine  Fläche  %  mit  zwei  Randcurven  anwendbar,  falls  man  nur  eine 
sich  leicht  darbietende  ModificcUion  eintreten  lässt.  Eine  solche  in 
der  jET-Ebene  abgegrenzte  Fläche  Sl  mit  zioei  Randcurven  kann  näm- 
lich, mittelst  eines  von  der  innem  zur  äussern  Randcurve  gehenden 
Querschnitts  q^  in  eine  Fläche  %g  verwandelt  werden,  die  nur  noch 
eine  Randcurve  besitzt  [vgl.  den  ersten  Fall  pg.  161].  Und  dem- 
gemäss sind  auf  diese  neue  Fläche  V,q  die  vorhin  angestellten  Be- 
trachtungen ohne  Weiteres  anwendbar.  Man  gelangt  daher  z.  B., 
was  den  Satz  (11.)  betrifft,  im  gegenwärtigen  Fall  zu  folgendem 
analogen  Satz: 

Versteht  man  unter  S(  eine  in  der  z- Ebene  abgegrenzte  endliche 
Fläche  mit  zwei  Randcurven,  femer  unter  q>  =  fp{z)  und  ^ ««  ^(j?) 
zwei  auf  %  eindeutige  und  stetige  Functionen,  denkt  man  sich  femer 
die  Fläche  5t  mittelst  eines  von  der  innem  zur  äussern  Bandcurve  lau- 
fenden Querschnitts  q  in  eine  Fläche  8^  verwandelt,  die  nur  noch  eine 
Randcurve  besitzt,  und  markirt  man  überdies  innerhalb  Ä^  irgend  einen 
festen  Punkt  Zq,  so  wird  das  von  Zq  ausgehende  und  in  seiner  Be- 
wegung auf  %^  beschränkte  Integral 

z 

«0 

eine  Function  von  z  sein,  die  innerhalb  Ä,  überall  eindeutig  und 
stetig  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  zu  untersuchen,  welche  die 
durch  dieses  Integral  definirte  Function  F{z): 

03.).  F(ji)=Jipdi>    [«,] 

ZU  beiden  Ufern  des  Querschnitts  q  besitzt.    Sind  k  und  V  irgend 
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zwei  Punkte  am  liulcen  Ufer  von  7,  und  q  und  q'  die  gegenüber- 
liegenden Punkte  am  rechten  Ufer  von  7,  so  erhält  man  aus  1 1)1) 
z.  B.  für  den   Werth   F{V)  die  Formel 

/. 

wo  die  Integration.scurve  von  ^,,  nach  V  jeden  beliebigen  innerhalb 
%.j  bleibenden  AN  eg  einschlagen  darf.     Demgemäss  kann  man  dies»^ 
Curve  z.  B.  von  ^,,  zunächst  nach  A,    und    von  hier  aus,   längs  des 
linken   U'fers    von   q,   nach  A' 
gehen   lassen    [vgl.  die  beiste- 
hende Figur J.     Alsdann  erhalt 
man: 

also   mit   Rücksicht    auf  (13.): 

ri4.)     F(i')  =  2m';.)  +  j'<p  dii: 

In  «gleicher  Weise  erjxiebt  sich 
[vgl.  wiederum  die  beistehende 
Figur I  die  analoge  Formel: 


/y 


n;").)        /Y9')  =  I'Yp)  +J'(pdil: 

s 

Da  nun  cp  =  q)(^)  und  i^»  =  i'{^)f  [nach  unserer  Voraussetzung], 
nicht  nur  auf  21,^,  sondern  auch  auf  der  ursprünglichen  Fläche  % 
überall  eindeutig  und  stetig  sind,  so  werden  die  beiden  Integrale 
in  (14.)  und  (IT).)  oÜ'enbar  einander  (/leich  sein.  Demgemäss  ergiebt 
sich  aus  i  14.)   und  (I5.j  durch  Subtraction: 


(k;.) 


(17.) 


Also  der  fSatz:  Ilv.-el'lnift  man  die  Wertlw,  iirlchdas  Int4yral{\.2.): 

Fiz)=  f(pdil-     \%,\ 


in  irf/rnd  zivel  am  lodern  und  rechtin  Ufer  des  Querschnitts  q  einander 
f/tyrniiberlieffcnden  Viudden  l  nnd  q  hesitzt ,  mit  Fik)  und  F(q)j  ««^^ 
die   Differenz  die.scr  heidrn    WerfJte  mit  A* 

(is.j  A  =  FU)-  F^Q), 

so  ivird  A  /änfjs  des  Querschnittes  q  Consta nt  sein. 
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Ebenso  wie  das  Integral 
(19.)  Fiz)^ßpdil,    [«,] 

in  seiner  Bewegung  auf  Sl^  beschränkt  ist,  ebenso  mag  jetzt  unter 

(20.)  gw=/9rf«  m 

ein  in  seiner  Bewegung  nur  auf  S(  selber  beschränktes  Integral  ver- 
standen werden;  wie  solches  in  der  Formel  angedeutet  ist  durch 
das  in  Klammern  beigefügte  St.  Während  also  das  Integral  F(z) 
den  Querschnitt  q  niemals  überschreiten  darf,  sollen  dem  neuen 
Integral  $  (xr)  derartige  Ueber- 
schreitungen  beliebig  oft  und. 
an  beliebigen  Stellen  gestat- 
tet sein. 

Wir  betrachten  das  Inte- 
gral ^  in  einem  Augenblick,  wo 
seine  Integrationscurve 0q.  ..0 
den  Querschnitt  q  erst  einmal, 
und  zwar  an  der  Stelle  Xq, 
vom  linken  zum  rechten  Ufer 
überschritten  hat  [vgl.  die  bei- 
stehende Figur].  Der  augen- 
blickliche Werth  des  Integrals 
^(js)  kann  alsdann^entsprechend 
den  beiden  Theilen  g^X  und 
Q0  der  genannten  Curve,  ebenfalls  in  zwei  Theile  zerlegt  werden: 

z  » 

(21.)  ^{^)=Jg>dtl;+fq>dt. 

eine  Formel,  die  mit  Rücksicht  auf  (19.)  auch  so  geschrieben  wer- 
den darf: 

(22,)  g(^)  =  F(A)  +  /id^. 

Das  hier  auftretende  von  q  nach  z  erstreckte  Integral  kann 
aber  ebenfalls  durch  F  ausgedrückt  werden.  Will  man  nämlich 
den  Werth  von  F  im  Punkte  0  haben  [vgl.  die  vorstehende  Figur], 
so  kann  man  zu  diesem  Zweck  irgend  eine  beliebige  innerhalb  %j 
bleibende  und  von  Bq  nach  0  laufende  Integrationscurve ,  also  z.  B. 

N •  Hin a n n ,  Abel'iolie  Tnt«gra1e.  2.  AafI .  1 3 


—     ..4  •      A  < 


:^.; 


Jf. 


--  ^    -' ■  -   :  ''o:  ai.w.'i:.].-r,.    ;...•   »:-rLaIt  in   solcher  Weise: 

/    ■    =   I  (I  ''i'  —   /gr  <!i'. 

-'".     .:.''■:    :  o    •:!-    <_' .rv»»   :  t' f u    y/\    ver^trheii    ist    fvirl.  die  Fissur 
,''-•—    .^'/'r-    1  •.'r:i,»^l    k.ii.ii    <iah-r    ii>it    liücksiuht    aiif  (li*.)  auch  so 

".    -*.*   .r.   :.,  in   abrr  «icn   hieiMi;>   t'lr  (ia<  liitt^^ral 

V 

jq  UV 

« 

-.  ;.    ^-r j '''•.)>' h'h-n   \Vertli   in     '22. \  so  erliält   mau: 

^(:    =  [Fl  Ä  :  —  /•'  O ']  4-  /'V). 
0 v-r  iiwt    Kürksiclit   auf     1-^.  ; 

5  -- .  =  A  4-  7-- .- .. 

Ijie.-e-  He-iiltat  kann  man  l»^iclit  auf  den  Fall  erweitern,  dass 
d'-r  ^l.fT-rlihht  q  von  der  Bahn  des  Integrals  J  {^-)  heliebig  oft  über- 
-^}irit.r»'ii   wird.      Man   irelaiiüt   so   zu   lolirendeni  Satz: 

Ilfilt  rnan  fest  nn  dvn  in  {\2X  '  IT. i,  (18.;  eingeführten  lie:ekh- 
//>///'^//,    und  i'(:r>trht   nmu    iiherdui>   lOiUr 

f'2:>.  5,^.  =  /Vf/f    191] 

das  i)/  seinrr  BfirKjiDig  auf  die  urspriinglirJn  Fh'iehe  §t  heschrchilie 
Inf/'i/ral^  .so  nird  dicsrs  5  (~J  einf  unotdl  i^Ji  vieldeutige  Function 
ro)i  z  sri)f.  l)nrl/  n'rrdrn  di(  Kncndlir/t  riihn  Werthe,  welche  %{^)  /« 
finnn  gegf'hrnm  Ff  od.  fr  z  hesifzt^  von  drr  dasfJlK^t  eindeutigen  Func- 
tion Fi.:)  i)nrnrr  nur  lun  ganze  Vielfache  drr  Constante  A  verschie- 
den sein. 

Markirt  man  -nündieh  innerhalb  51  ei  not  heliehigen  Punkt  r,  und 
lässt  man  die  Integrationseurre  des  Integrals  %{:i),  während  sie  von 
,r,,  nach  z  läuft ,  dnt  QufrseJmift  7  im  Ganzen  1-mal  vom  linken  :nui 
reeldeUj  und  r-mal  v<mi  reeJdeu  zu)n  linken  Ffer  idurschrcitrn .  so  wird 
der  hei  Anwe)idung  dieser  Integrationseurre  für  %  {z)  sich  ergdniuk 
Werfh  zu  F(z)  in  der  Beziehung  stehen: 

wo  A  di(    in  (18.)  defmirle  (onsta)de  rarst ( II t. 
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Setzt  man  insbesondere  Z  «=»  1  und  r  =^0,  so  erhält  man  den 
in  (24«)  betrachteten  Specialfall. 

Beispiel.  —  Ein  einfaches  Beispiel  für  die  hier  angestellten  Betrach- 
tongen  gewährt  das  Integral: 

Die  hier  auftretenden  Functionen  9  »  —  nnd  ^  »  1^  sind  eindeutig  und 

ß 

stetig  auf  einer  ringförmigen  Fläche  91,  die  von  irgend  zwei  um  den  An- 
fangspunkt i?  ES  0  beschriebenen  Ereisperipherien  begrenzt  ist. 

Ohne  näher  auf  diesen  Gegenstand  einzugehen,  sei  nur  bemerkt,  dass 
die  Constante  A  (18.)  im  gegenwärtigen  Fall  =  —  2ni^  und  ^{e)  iden- 
tisch mit  log  e  wird. 

§2. 

lieber  Integrale  auf  einer  mehrblättrigen  Biemann'sohen 

Kngelfläohe. 

Es  sei  eine  Riemann'sche  Eugelfiäcbe  91  in  ganz  beliebiger 
Weise  gegeben,  mit  beliebig  vielen  Blättern,  Windungspunkten  und 
Uebergangslinien.  Femer  sei  @  irgend  ein  Theil  von  9t.  Endlich 
seien  q>  ='  g){e)  und  if  =^'^{z)  zwei  Functionen,  die  auf  @  eindeutig 
und  stetig  sind.  Alsdann  kann  das  positiv  über  den  Rand  von  @ 
erstreckte  Integral 

falls  man  ©  in  kleine  Stücke  Uj,  U,,  ...  U,  zerlegt,  auch  so  dar- 
gestellt werden: 

oder,  falls  man  diese  Stücke  in  ihre  natürlichen  Zustände  ^^  ^, 
. . .  8lg  versetzt,  auch  so: 

(2.)  S^V(f*  -S^Vd^  +f^^dt  +  '"+f^^  9>d*. 

Da  nun  tp  und  ^  auf  @,  mithin  z.  B.  auch  auf  U»  nnd  S(x  eindeu- 
tig und  stetig  sind,  so  ergiebt  sich  [mittelst  des  Hülfssatzes  pg.  187J 
sofort: 

und  folglich  aus  (2.): 
/3 j  f    tpdiif  ebenfalls  =0. 

13* 


ANo  (h-r  Satz:  Sr„(l  (f  =  g:  ' - 1  }inil  v  =  tl'  .n  rmf  irgend  mnv 
'J htil.  3  f-nm-  ]ujniairn'>r],,;i  Kn'h^j^H'.iif  r'nuhutig  und  sfetifj,  So 
trird  dl  IS  in  po.'^fJirtf'  liirjtf  ii)i[i  'dm'  dm  lUnid  mn  2  erstncJd*' h- 
U  (ji'(d. 


».    .^ 


sfdn.  ]}('sdzf  2  iiiihrtrc  lUnidruri'f n ,  ,>o  ist  Sflbstcerständlich  dus 
Infnjral  in    ]VirJdirId:cif  cik^  Sii)n)))e  von   ioeltreren  hittyrahn. 

Auf  (l(*r  Fläche  3i  <*A  irgr^id  ein  fr.^tt r  Vunli  z„  markirt.  Da> 
von  ,:.,  aus  auf  rlfr  Fläche  3t  län^s  einer  hrlii.hitfrn  Ctirvc  fortschrei- 
tcnih.^  uml  scliliesslich  bis  zu  irgend  einem  l^unkte  z  vordrin^'endH 
Intc;^ral   von   g:</il'  mag  mit 

if>.)  f(fdil'. 

oder,  falls  j<*ne  Curve  irgend  welche  bf^^timmte  (iestalt  ö  besitzen 
soll,  mit 

(fdil'  \o\j  oder  auch  mit   /     cpdil' 

G 

l)czeichnet  werden.  Dabei  ist  unt(^r  jener  Curve  stets  die  Bahn 
eines  Punktes  zu  verstehen,  der  s«*ine  Lage  auf  9t  Schritt  für 
Schritt  in  sfr/iffcr  Weise  ändert.  Es  wird  also  diese  Curve  z.  B. 
ans  eiiuMu  lilatt  der  Fläche  ^}i  in  ein  anderes  immer  nur  beim  Pas- 
siren  einer   r^dj^rgangslinie  gelangen  kJumen.    |Vgl.  (2.)  pg.  G6.J 

IJenl^t  man  sich  auf  9t  irgend  einen  Fldrhcntheil  ®  abgegrenzts 
ferner  rlen  festen  Punkt  ^,3  innerhalb  @  gelegen,  und  soll  das  Inte- 
gral (f).),  was  die  Bewegung  seiner  Integrationscurve  z^^  .  ,  .  z  betrifft, 
auf  den  Flächentheil  3  beschräidvt  werden,  soll  also  die  genannte 
(,'urve  innerhalb  3  sich  beliebiu"  bewegen,  den  Kand  von  @  aber 
niemals  üb(?rschreiten  dürfen,  so  mag  das  Integral,  um  solches  an- 
zudeuten, mit 

})ezeichnet  wcn'den.  Alsdann  ergiebt  sich  leiclit  ein  den  Sätzen  pg.  190 
iiml    1!)1   analoger  Satz,  der  folgendermassen  lautet: 

Vf'/'sff'ld  nnni  loikr  S  injrnd  einen  rinfaeh  zusammenhängen' 
den  Theil  der  ()( (jchenen,  Fläche  ^H,  ferner  unter  qj  =  (p[z)  und  ip  =  i'\i) 
r.u'ei  auf  3  eindf  utif/e  und  stetige  Fnnctinncnj  endlich  unUr  h 
rinen  ijnterJudh  3  innrldrtm  festen  Pu)dd,  so  wird  das  ton  ;?„  ^^""''*' 
(jihrnde  und  in  s( incr  JJfivr/juuf/  auf  3  h.srii rankte  Integral 
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(8.)  ■    J9di>    [<3] 

•    eine  Function  von  0  sein,  wdche  auf  @  aUenfhaXben  eindeutig  und 
stetig  ist. 

Beweis.  —  Zieht  man,  von  z  aus,  nach  einem  ebenfalls  inner- 
hcUb  @  liegenden  Punkte  0  irgend  zwei  innerhalb  @  bleibende  Cur- 
ven  tf  und  0\  so  bilden  6  und  ö'  zusammengenommen  einen  Hüdc- 
kehrscfmitt  der  Fläche  @. 

©  ist  aber  nach  unserer  Voraussetzung  einfach  zusammen- 
hängend, und  zerfallt  daher  [Satz  (7.)  pg.  151]  durch  diesen  Rück- 
kehrschnitt {6  +  (f')  in  zwei  getrennte  Stücke  ©^  und  ©,,  von  denen 
das  eine  ©j  nur  von  (ö  +  ^')  begrenzt  ist,  während  das  andere  ©, 
theils  von  der  Curve  (0  +  a'),  theils  vom  ursprünglichen  Rande  der 
Fläche  ©  begrenzt  sein  wird  Demgemäss  ergiebt  sich  für  das  posi- 
tiv über  den  Rand  von  ©^  erstreckte  Integral 

die  Formel: 
iß')  ±f^^  9>dt  =/^  9^*  ~/^,  9>rf*, 

die  Integrationen  über  6  und  6'  hinerstreckt  gedacht  von  0q  nach  0, 
[VgLdie  analogen  u&d  mehr  anschaulichen  Betrachtungen  auf  pg.  188.] 
Nach  unserer  Voraussetzung  sollen  aber  9?  =  ^  (jp)  und  ^  =  ^  (^r) 
auf  ©,  mithin  auch  auf  ©^  eindeutig  und  stetig  sein.  Zufolge  (4.)  ist 
daher  das  Integral  (a.)  gleich  Null]  sodass  also  die  Formel  (/).)  über- 
geht in: 
(y,)  J    ipdif  =  r  ,  g>dif. 

Hiermit  aber  ist  bewiesen,  dass  der  Werth  des  Integrals  (8.)  in 
irgend  einem  Punkte  0  stets  ein  und  denselben  Werth  annimmt,  wel- 
chen Weg  man  seiner  Integrationscurve  von  0^  nach  0  auch  zuer- 
theÜCTi  niag* 

Der  Werth  des  Integrals  (8.)  ist  also  eine  eindeutige  Function 
von  0.  Dass  derselbe  gleichzeitig  auch  eine  stetige  Function  von  0 
ist,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der 
beiden  Functionen  tp  und  ^. 


Neuntes  Capitel. 
Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Aberschen  Integrale. 

§  1. 

Untersuchung   der  Abersehen  Integrale   in  ihrer  ursprünglichen, 

unbestimmten  Form. 

Ein  Integral  von  der  Form 

(1.;  f(p{S)dz 

wird  bekanntlicli,  falls  die  Function  g^(^)  gewissen  Bedingungen  ent- 
sj)rielit,  ein  Ahd'sches  Inkyral  genannt.  Und  zwar  kann  man  dabei 
jene  von  der  Function  (p(2)  zu  erfüllenden  Bedingungen  in  doppel- 
ter Weise  formuliren. 

Man  kann  entw^eder  sagen:  Die  Function  (p  =  (p{^)  soll  dcfimri 
sein  durch  eine  Gleichung: 

deroi  ('ocfpcienten  Z,^,  Z^^  Z.,,  ...  Z^  rationale  Functionen  von  c 
sind.  Dies  w^ürde  der  ursprünglichen  Abelschen  Anschauungsweise 
ent  sj)reehen. 

Oder  aber  man  kann  sagen:  Die  Function  tp  =  (p(z)  soll  auf 
irgend  einer  liiemann  sehen  Kugel /lache  $R  regulär^  d,  i.  daselbst  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Dole  stetig  sein. 

In  der  That  sind  beide  Bedingungen  unter  einander  äquivaleöt. 
Denn  entspricht  eine  Function  <jp  =  g?(^)  der  ersten  Bedingung,  so 
entspricht  sie  auch  der  zweiten  [vgl.  (1.),  (2.)  pg.  94  und  namentlich 
auch  (10.)  pg.  145].  Und  entspricht  umgekehrt  die  Function  der 
zweiten  Bedingung,  so  wird  sie  notlnvendiger  Weise  auch  der  ersten 
entsprochen  [vgl.  pg.  122]. 

Wir  wollen  nun  bei  den  weiteren  Betrachtungen  den  Bietnw^^' 
sthen  Weg  verfolgen,  also  der  zweiten  Definition  den  Vorzug  geben. 
Und  dem*remä.ss   wollen   wir  uns  irgend   eine  Kiemann'sche  Kug^l' 
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fläche  91  in  ganz  beliebiger  Weise  gegeben  denken,  mit  beliebig 
vielen  Blättern,  Windungspunkten  und  Uebergangslinien,  und  an- 
nehmen, die  Function  9  =  9>(^)  sei  auf  dieser  Fläche  91  regulär, 
d  h.  sie  sei  daselbst  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig. 
Um  zuvorderst  das  sogenannte  unbestimmte  Integral 

(2.)  F  =  fq>dz  =  j9iß)dB 

an  irgend  einer  Stelle  der  Fläche  91  näher  zu  untersuchen,  mar- 
kiren  wir  auf  91  einen  beliebigen  Punkt  c  und  bezeichnen  das  Be- 
reich dieses  Punktes  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zu- 
stande respective  mit  \)i{c,z)  und  31  (y,?).  Auf  der  Fläche  Ä  ist 
alsdann  9  »>  9>(j9)  darstellbar  durch  die  Formel: 

(«.)  9>  =  9>  W  =  (e  -  vY^ii),  [vgl.  (15.)  pg.  108J. 

Einer  analogen  Darstellung  ist  aber  auch  die  Function  ^  =^  z  fähig 

dz 
[vgl.  (26.)  pg.  114],  und  ebenso  auch  die  Function  H'  =  ^  [vgl. 

z.  B.  pg.  122].     Somit  ergiebt  sich: 

Substituirt  man  aber  diese  Werthe  (a.),  (/3.)  in  (2.),  so  folgt: 

(3.)         ,     F^j<pdg^fvf^dt^S{i-YyE{i)di 

Dabei  bezeichnet  1^  '=»  f^  +  f^i  [ebenso  wie  fi  und  fi^  selber]  eine 
positive  oder  negaiive  ganze  Zahl,  und  E(g)  =  J5(g)J5i(5)  eine  Func- 
tion, die  [ebenso  wie  E{^  und  ^i(S)]  eindeutig,  stetig  und  nicht- 
verschwindend  ist. 

Man  kann  jetzt  U  und  S(  nachträglich  noch  weiter  verkleinern, 
und  in  solcher  Art  %  in  eine  um  y  beschriebene  Kreisfläche  ver- 
wandeln. Alsdann  ist  E(^)  innerhalb  %  in  eine  Taylor'sche  Reihe 
entwickelbar: 

E(ö  =  j,  +  ^,(t  -  y)  +  A,{%  -  y)*  + . . . ; 

so  dass  man  erhält: 

(4.)    F  -  /[^(g  -  ry  +  A  (5  -  yy+'  +  Ä,ix  -  yy+»  + . . .]  di. 

Die  Integration  lässt  sich  jetzt  sofort  ausführen,  wobei  der  Fall 
ff  SS  —  1  besonders  zu  behandeln  ist.  Man  übersieht  sofort,  dass  der 
in  solcher  Weise  für  JPresultirende  Werth  auf  Ä  im  Punkte  y,  d.  h.  auf 
U  im  Punkte  c  endlich  oder  unendlich  ist,  jenachdem  v  =  0,  1,  2,  3  etc. 
oder  aber  ««  —  1,  —  2,-3  etc.  ist;  und  gelangt  in  solcher  Weise 
zu  folgenden  Sätzen: 
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llcpräsnüirt  cp  =  cp(z)  chic  anfiR  rajulärc  Function,  so  zerfallen 
mmmUichc  Funkte  der  Fläche  9t  mit  Beziuj  auf  das  tmhestimmte  In- 
tegral: 
(o.)  F  =  Jcpdz 

in  zwei  Kaier/orieUj  nämlich  ensfens  in  die  Endlichlicitspuuktc  von 
F,  u)(il  zweitens  in  die   Uu end Hehle e itsi)U)ihte  von  F, 

Ist  c  ein  Fndf iehL'citspvnJct  von  Fy  so  wird  dieses  F  fiiaeb 
Fixiruii^  der  liitegrati()usooiistuiit</|  im  Bereich  \X{e,z)  oder%\yyl) 
des  runhics  c  darslrllhur  sein  durch  die  Formel: 

((>.)  i'' =  (eiudeut,  stetig.  Funct.  vou  5); 

ivoraus  z.  B.  folgt: 

(7.)  r  dF==  f   dF=  f  wdz  =  0. 

Ist  hingegen  c  ei)t  UnotdHchkeitspunlct  von  F,  so  wird  dieses 
F  [iiaeli  Fixirung  seiner  Integratioiiscoiistaute]  im  Bereich  U  (c,  z) 
oder  ^i[(y^  £)  des  Punlics  c  darstcUhar  sein  durch  die  Formel: 

(  r  B''  B^-^  B^''^    "1  1 

(s.)       F=^  p°°  '^  -  '')  +  Lj  -r  +  ^^r  +  ■■■+  tt^r^J    , 

I  +  (cindeut.,  stetig.  Function  von  5)  ) 

ivij  A,  B^^\  B^-^,  ,  .  .  B^''^  constante  Cocffcientai  vorstellen.  Aus  dieser 
Formel  (S.)  folgt  sofort: 

(0.)  f   dF=  f  dF==  f  wdz  =  2;r/A, 

^    ^  Jsjl  ^u  ^U 

die  Integration  [ebenso  wie  in  (7.)|  positiv  hinlaufend  gedacht  um  das 

Bereich  91  oder  U. 

Bemerkung.  —  Riemann  bezeichnet  die  in  der  Formel  (8.')  auftre- 
tende Function  (^  —  y)  mit  r  [vgl.  Kieniiinn's  Gesammelte  Werke  pg.  97j, 
und  sagt  vou  derselben,  sie  «ci  eine  Function  von  z,  die  in  dem  betrach- 
teten Punkte  c  unendlich  hhin  von  ihr  ersten  Ordnung  wird.  Dies  st«ht 
mit  un{?erer  I>etr.ichtung.swei.se  in  vollem  Einklang.  In  der  That  ist  näm- 
lich (J  -  y)  eiue  Function  von  r,  die  im  Punkte  c  einen  Kidipunkt  erster 
Ordnuntj  hi -sitzt. 

►Sind  hidc  Functionen  9?  =  (p{z)  und  4^  =  z  im  Punkte  c  d.  h. 
auf  U  und  9(  stetig,  und  ist  also  V  =  ^  l  auf  91  ebenfalls  stetig  [vgl. 

O   3 

den  Satz  [)g.  40],  so  wird  das  Integral 

daselbst  gleichfalls  stetig  sein,  wie  sich  solches  z.  B.  leicht  ergiebt 
mittelst  der  in  ()>.),  (4.)  angegel)enen  Fietrachtungen.  Demgemäss 
können   die    IJywmlliehkeitspunhte   von   F   nur   in   solchen   Punkten  c 
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liegen,  in  denen  die  Functionen  tp  =  g)(ß)  und  ^  ^a  ^  entweder  beide^ 
oder  wenigstens  eine  derselben,  unstetig  sind.    Mit  andern  Worten: 

Die  Unendlichkeitspunkte  von  F  sind  entweder  geradem  durch  die 
(10.)  Pete  der  Functionen  g){js)  und  0,  oder  aber  durch  einen  Theil  dieser 
Pole  dargestdlL  Demgemäss  können  also  die  Unendlichkeitspunkte  von 
F  auf  der  Fläche  9i  immer  nur  vereinzelt  vorkommen. 

Ist  JPim  Punkte  c  unendlich,  so  wird  F  im  Bereich  dieses  Punk- 
tes darstellbar  sein  durch  die  Formel  (8.).  Und  für  die  Beschaffen- 
heit dieser  Formel  sind  die  Werthe  der  daselbst  aufh*etenden  con- 
stanten  Coefficienten  A,  B^^^,  B^*^,  .  . .  B<*)  von  charakteristischer  Be- 
deutung. Sind  z.  B.  Bt^>,  BW,  . . .  m  sämmtlich  =  0,  so  geht  die 
Formel  über  in: 

(11.)  ^  F  =  A  log  ({;  —  y)  -f-  (eind.  stetig.  Funct.  von  f). 

In  diesem  Fall  heisst  c  ein  logarithmischer  Unendlichkeitspunkt,  oder 
genauer  ausgedrückt  ein  rein  logarithmischer  Unendlichkeitspunkt. 
Ist,  um  ein  zweites  Beispiel  anzuführen,  A  »»  0,  hingegen  B(^) 
von  0  verschieden,  während  B^,  B^*^ . . .  B<*)  sämmtlich  «=  0  sind, 
so  geht  die  Formel  (8.)  über  in: 

(12.)  jP=  -^— h  (eind.  stetig.  Funct.  von  g). 

In  diesem  Fall  wird  offenbar  der  Punkt  c  als  ein  Pol  von  F,  und 
zwar  als  ein  Pol  erster  Ordnung  zu  bezeichnen  sein. 

In  der  Tbat  kann  man  die  Formel  (12.),  falls  man  die  daeelbst  auf- 
tretende eindeutige  nnd  stetige  Function  mit  0{i)  bezeichnet,  in  die  Ge- 
stalt versetzen: 

■F  -  (J  -  y)-^  [B'"  +  (t  -  y)  .  O«)]. 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  repräsentirt  wieder- 
um eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  (,  die  überdies  im  Punkte  y 
den  nach  unserer  Voraussetzung  von  0  verschiedenen  Werth  B^'^  annimmt. 
Denkt  man  sich  also  das  Bereich  U  oder  SC  hinreichend  klein,  so  repräsen- 
tirt  jener  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  eine  Function  vom 
Charakter  E\  so  dass  man  also  erhält: 

F=.(f  _y)-ij&,  -  Q.  e.  d. 

Ist  ferner,  um  ein  letztes  Beisj^el  anzuführen,  A  =  0,  hingegen 

B^^)  von  0  verschieden,  ebenso  auch  B^*>,  während  B^^^  B<*),  . . .  W^^ 

sämmtlich  =0  sind,  so  geht  die  Formel  (8.)  über  in: 

B(1)  b{2) 

(13.)  2^=  YZ-~  +  /v_   Nt  +  (eind.  stetig.  Funct.  von  5). 

Und  in  diesem  Fall  repräsentirt  c  [wie  man  leicht  übersieht]  einen 
Pol  Bweiter  Ordnung  von  F. 
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>Schliesslich  wird  der  durch  die  allgemeine  Formel  (8.)  cliarak- 
lerisirte  Unendlichkeitspunkt  c  zu  bezeichnen  sein  als  ein  logarifh- 
rmsch-polarer  UncmUlcJikdtsimnkt,  nämlich  als  die  Superposition  eines 
rein  logarithraischen  Uneudlichkeitspuuktes  und  eines  polaren  ün- 
endlichkeitspunktes  li^^^  Ordnung. 

Fortsetzung.     Allgemeine  Sätze  über  die  Unendlichkeitspnnkte 

der  betrachteten  Integrale. 

Bezeichnet  man   sänmitliche   Unendlichkeitspunkte,  welche  da:? 
Integral 
(14.)  F  =  J(pdz 

auf  irgend  einem  Theil  @  der  gegebenen  Fläche  fR  besitzt,  mit  t'u 
Cc,,  ...  c.j,  so  werden  all'  diese  Punkte  [zufolge  des  Satzes  (lO.)J  in 
den  Polen  der  Functionen  cp(z)  und  z  liegen.  Ausser  c^,  c^,  ...0 
können  aber  ip{z)  und  z  auf  ©  möglicher  Weise  noch  andere  Pole 
besitzen,  welche  d^,  d.^j  .  .  .  df,  heissen  mögen.  Bezeichnet  man  mm 
die  ]5ereiclie  der  genannten  Punkte  respective  mit  Uj,  U^,  .-•U'; 
und  Üiiy  i^-.,  .  . .  3.V,,  und  das  nach  Absonderung  all'  dieser  Bereiche 
noch  übrig  bleibende  Stück  der  Fläche  @  mit  %: 

e  =  Z  +  fUi  +  U, . . .  +  U,  +  3?i  +  93.2 ...  +  SSa), 

so  ist  otFenbar: 
(15.)  /,  cl  F  =  /^  dF  +  y  f     dF  +  ^V.   ^  F- 

Nach  (i).)  ist  aber: 

X  t 

WO  Ax  dasjenige  s])ecielle  A  vorstellt,  welches  in  der  Entwicklung 
(8.)  vorkommt,  falls  man  dieselbe  speciell  auf  den  Punkt  Cx  in  ^^' 
Wendung  bringt. 

Das  d^  ist,  nach  seiner  Delinition,  ein  Endlkhkeitspunld  von  F. 
Somit  folgt  aus  (7.): 
m  4^  dF  =  0. 

Nun  ist  ferner  zu  beachten,  dass  q,  c.,,  .  . .  c^  und  t/j,  rf^,,  •  ••  *^* 
zusammengenommen  mmmtlkltß  Pole  der  Functionen  (p{z)  uiid  ^  ^" 
der  Fläche  @  repräsentiren.     Demgemäss    sind  9?(^)  und  B  auf  o^^ 
aus   S   durch    i\bsonderung   jener    Punkte    entstehenden    Fläche 
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ausnahmslos  eindeutig  und  stetig-^  sodass  sich  also  [mittelst  des  Satzes 
pg.  196  (4.)]  die  Formel  ergiebt: 

/^  fpdz  =  0, 
d.  i.  die  Formel: 

Substituirt  man  schliesslich  die  Werthe  («.),  (/J.),  (y.)  in  (15-)* 
so  erhält  man: 
(16.)  /g df '  =  2«i (A.  +  A,  +  . . .  +  A,), 

und  gelangt  also  zu  folgendem  Satz: 

Bezeichnet  ®  irgend  einen  Theil  der  gegd^enen  Fläche  91,  utid 
hat  das  Integral 

F  =  Jq>de 

auf  @  im  Ganzen  g  Unendlichheitspunkte:  c^,  c,,  . . .  Cg,  so  mrd 
das  über  den  Band  von  @  positiv  erstreckte  Integral 

.17.)  /   dF=f   <pdz    stets    =  2Äi(Ai  +  A,  +  . . .  +  A,) 

sein,  tt?ö  Ai,  A,,  .  .  .  Ay  die  Logarithmus-Coefficienten  derjenigen  Eni- 
Wicklungen  (8.)  bezeichnen,  durch  welche  F  in  jenen  Punkten  c^,  c^, 

Cg  der  Beihe  nach  dargestellt  ist 

Hat  also  z.  B.  F  auf  @  gar  keine  Unendlichkeitspunkte  oder 
lediglich  polare  Unendlichkeitspunkte ,  so  ergibt  sich: 

,18.)  J^dF^S^9äz  =  Q. 

Lässt  man  den  Flächentheil  @  sich  mehr  und  mehr  ausdehnen, 
bis  er  schliesslich  mit  91  selber  identisch  wird,  so  verschwindet  in 
diesem  letzten  Augenblick  die  Randcurve  von  @,  mithin  gleichzeitig 
auch  der  Werth  des  Integrals  (17.);  sodass  man  also  zu  folgendem 
Resultat  gelangt: 

Besitzt  das  Integral 

F  =  Jq>dz 

auf  der  gegebenen  Fläche  91  im  Ganzen  q  ünendlichkeitspunkte:  c,,  c,, 
. . .  Cg,  und  bezeichnet  man  die  Logarithmus-Coefficienten  des  Integrals 
für  diese  Punkte  der  Beihe  nach  mit  \,  fii^,  .  .  .  fiiq,  so  ist  stets: 

(\9.)  Ai  +  A,  +  . . .  +  A^  =  0. 

Bezeichnet  man  unter  diesen  A's  diejenigen,  welche  den  loga- 
rithmischen  und   logarithmisch -polaren   Unendlichkeitspunkten   zuge- 
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liijren,    für   den   Augenblick   mit  A'^^^,   andererseits   aber  diejenigen, 

welclie  den  pnJarrn    Unendliclikeitspuukten  zugehören,   mit  A^''',  so 

sind  die  A"^^  sämmtlieli  ^=  0;  so  dass  also  die  Formel  (10.)  sich  re- 

ducirt  aut* 
(10  a.)  vA'^)  =  0. 

Von  diesen  (Jonstanten  A'^^  ist  jedwede  von  0  verschieden.  Zufolge 
(ll>a.)  niuss  daher  die  Ancalil  dieser  Constauten  A^'^  entweder  =  <>, 
oder  aber  >  1    sein.     Mit  andern   Worten: 

Die  GcsantmtzaJd  dar  lofjaritlimi sehen  und  logariihmisch- 
jhdareu  Uuendliehkeihpnnktey  nrlehe  F  auf  9t  besitzt ,  ist  sfds  cnl- 
i reder  =0,  rnler  aher  >  1,  niemals  =  1.  Ist  inshesondere  diese  An- 
(\i)h.]zahl  =  i?,  sind  also  zwei  so/ehe  Unendliehlieitspimkte  vorhanden,  6o 
werdeji  [nach  (10a.)|  die  Lo(/arithmus-Coe/'fieienten  in  diesen  beiden  Punk- 
ten einander  ent(/e(/en(jesetzte    Werthc  Jiahen. 

Beispiel.   —   Die   von   uns   gefundenen   Sätze   gelten  für  alle  der  gt- 
j^adjencn    Fläche   3i   ents]>reclienden    Aberscben    Integrale,   gelten  also  für 
jedwedes  Integral 
(«)  F=-fcpdz, 

falls  nur  (p  ==  cp(z)  eine  auf  d\  reguläre  Function  ist,  und  gelten  daher 
7..  B.  auch  für  jedwedes  Integral  von  der  Form: 

falls  nur  f  =  f(.:)  eine  auf  :){  rerfulnrc  Function  vorstellt.    Denn  entspricht  / 

dieser    Voraussttzung,    so   werden   die  Ausdrücke  —  und    •-  —  derselben 

ci-  z  /     u  t^ 

ebenfalls  ent>]trL*chen  [vgl.  die  Sätze  (II.)  pg.   124  und  (24.)  pg.  11^^]- 

Markirt   nuin    ruiu   auf  di   irgend    einen    hditbir/en  Punkt  c,   und  bc- 

Zfiehnet  das  Bereich  dieses  Punktes  mit  ll(c,  r)  oder  9l(>',  ^),  so  wird  die 

auf  '7t  reguläre  Functiou  /  innerhalb  3(  darstellbar  sein  durch: 

(>')  /■=  it  -  y)"F{t).     [vgl.  (15.1  pg.  108  j. 

Dicö  in  ((i.)  suhstituirt,  ergiebt  sich  innerhalb  21: 

Die  Functionen  E  und  -  ,  sind  auf  %  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwiu- 

deud;  folglicli  bind     ,' '  und    ,,     ,/  auf  5(   eindeutig  und  stetig  [Satz  [V^-j 

dt,  F    dt 

})g.  23 1.  Denkt  niiin  .sich  also  U  und  21  nachträglich  noch  weiter  ver- 
kleinert, und  in  .solcher  Weise  di«'  Fläche  31  in  eine  kleine  um  y  beschrie- 
bene Kreii^tlächc  verwandelt,  80  wird  die  Function 

1    dE 


J  E 


Die  uifterschen  Integrale.  205 

iDnerhalb  %  entwickelbar  sein  in  eine  Taylor^sche  Reihe: 

;J^  -  ^  +  ^.  (t  -  y)  +  ^,  «  -  y)'  + . . . 

Hieraus  folgt: 

Somit  folgt  aas  (ß,): 
(*.)  F  —  fft  log  (J  —  y)  +  (eindeut.  stet  Funct.  von  f). 

Diese  für  das  Bereich  U  oder  H  des  Punktes  e  oder  y  gültigen  For- 
meln (y.),  (^.),  («.)  zeigen,  dass  fi  die  Ordnungszahl  der  regulären  Func- 
tion /  im  Punkte  c  bezeichnet,  und  dass  das  Integral  F  im  Punkte  c, 
jenachdem  fi  »■  0  oder  von  0  verschieden  ist,  entweder  gar  keinen  oder 
aber  einen  rein  logarithmischen  Unendlichkeitspunkt  besitzt.  Hieraus  aber 
folgt,  weil  c  einen  ganz  beliebigen  Punkt  der  Fl&che  91  vorstellt,  dass  F 
auf  der  ganzen  Fl&che  M  nur  rein  logarithmische  Unendlichkeitspunkte  be- 
sitzt, und  dass  diese  ihrer  Lage  nach  identisch  sind  mit  den  Polen  und 
Nullpunkten  der  Function  /*.  Ueberdies  ergiebt  sich  aus  (f.),  dass  die  jenen 
Unendlichkeitspunkten  entsprechenden  Logarithmus- Coefficienten  des  Inte- 
grals F  identisch  sind  mit  den  dortigen  Ordnungszahlen  fi  der  Function  /*. 
Also  der  Satz: 

Versteht  man  unter  f  =»  f{z)  irgend  eine  auf  ffi  reguläre  Function 
[d.  i.  irgend  eine  Function,  die  auf  91  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole 
stetig  ist],  80  besitzt  das  Integral 

(?)  F~f^~.fdlogf 

auf  der  Fläche  91  nur  rein  logarithmisehe  Unendlichkeitspunkte.  Und 
zwar  werden  diese  Punkte  ihrer  Lage  nach  identisch  sein  mit  den  Polen 
und  Ifüllpftnkten  der  Function  f  Auch  werden  die  Logarithmus-Coefficien' 
ten  des  Integrals  F  in  diesen  Unendlichkeitspunkten  nichts  Anderes  sein^  als 
die  dortigen  Ordnungszahlen  der  Function  f. 

Der  Satz  (19.)  pg.  203  behauptet,  dass  die  Summe  der  in  Rede  ste- 
henden Logarithmus- Coefficienten  «»  0  sein  muss.  Er  behauptet  also,  dass 
die  Summe  derjenigen  Ordnungszahlen,  welche  die  Function  f  in  ihren 
Polen  und  Nullpunkten  besitzt,  =^  0  sein  müsse.  Dies  aber  ist  ein  schon 
früher  constatirter  Satz  [vgl.  pg.  107]. 

§3. 

Eintheilung  der  Abel'soheil  Integrale  in  solche  erster,  sweiter 

nnd  dritter  Gattong. 

£r8te  Gattung.  —  Besitzt  das  Abersche  Integral: 

F  =  Jg^cl;s 

auf  der  gegebenen  Riemann'schen  Eugelflliche  9fl  gar  keine  ünend- 
lichkeitspnnkte,  so  heisst  dasselbe  ein  Integral  erster  Gaiiung, 


ZwitiUt  (jattuiig.      -   Hcsitzt  das  Abolsche  Integral: 

F  =  jtpdz 

;iiil  ;)(  nur  p(tlnri  I 'jM'iidlicIikpitspunkte,  so  zählt  dasselbe  zur  £im- 
h'tt  (inlh(n(i.  I  ):is  rinj'ac.lisic  unter  all'  solchen  Integralen  zweiter 
(ijiliim*^,  d;is  sngciniiinte  rlntuntarc  Integral  zweiter  Gattung,  wird 
ollcnhar  diisjcnigp  sein,  weiches  im  (ianzen  nur  einen  ünendlichkeits- 
|midvl.,  lind  /war  einen  polaren  Unendlichkeitspunkt  erster  Ordnmvj 
hrsil/1.  lH"/.('i<litH'l  man  diesen  Punkt  mit  c,  und  sein  Bereich  mit 
r.  .  )  respiMÜv«'  \H  (j',  sj»  ^^  wird  das  Integral  in  diesem  Bereicli 
vv;l.  (ll*.  i|  einen    \\  erth   besitzen  von  der  Form: 

/•'       ^  -{-  (^eindeut.  stetig.  Funct.  von  5), 

>       )' 

wo   [\  «'im*  ('(»nstante  vorstellt.     Diese  Constante  kann,  durch  Mul- 

liplii'alion  i\{*s  gair/<Mi   Integrals  mit   einem  constanten  Factor,  stets 

aul    1    rediu'irt    werdiMi.     Ihul  demi»"emäss  wollen  wir  den  Begriff  des 

t h  nh  ntiin  n    Integrals    /.weiter    (iattumx    in    der    That    in   der   Weise 

«•rnaiier   llxin'n.  dass   wir   t\^>t>et/en,    ilir    sri)ir))f    Fnrudliehl'eifspud't 

Dritto  (lattuni;'.  Hesit/t  das  Abersche  Integral: 

.m!  ^K  Mii^eiul  w  t*K  he  '•  'hiri'/tn  -^ci-r  UnonJliohkeitspunkte,  so  wird 
uas^elb«'  euhn'lei.    ob    gb^ieh/eitiix    auch   no«.h    polare   Unendlich- 

keit ^piinlxte  Nvuluiiuleu  >ind.  odiu*  uielit  —  ein  AbeFsches  Integral 
.;•  ;  '  (..;;•.':;  genannt.  Pa>  eir.t\u'h<to  unter  all'  diesen  Integralen 
Ureter  liattmii:.  da<  <oi:o^i.i!r  tt'  "'  »  ^:»•'  liite.jral  dritter  Gattung, 
'<t  e./v<;v'v.-.5;\\  \\e\:>r<  i'.v.  iK.v.t!!  v.;;r  ::'"-  l  neu<iliohkeitspunkte. 
';*'v',      NN  .r.      N\  v^i  "•    •  ^         l  !>;i;  i':^l:'<e::>p':ukte  besitzt.  — 

\v\":   e::'t.u\uv   n\..ivu^   /'".v.ivii^s   -  :::  l:.:cL;r.ü  :::::  :;ur  ^  tum  solch«'ii 

K.:i  v^:.;::  c  -^  i:;:\^:al    s:  a-'^  r  ;::::i;' :;:lich,  zutoliTt*  des 


>  \ 


einem  elemen- 

;•    ■     ••::•   *  '\:'.'  r  ^    .v  '    '.."       :  \: ':  Uiwiii^i.hkeitspunkten 
.....     •   ,^  .^  ^        ^  .  v-.---         -  •.  •  .  V  x^  ;jv    Wertbe 

^^  ,^.  .  .'.   > .       .   r     .         .-        *^    .  :  --  .    -• xd^}  .illKU 

■       :  .    -^   •  -   ,  :>      ..  :  .   .^    '^.r    r^spei- 


\ 

•^ 
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wo  A  in  beiden  Formeln  dieselbe  Gonstante  ist.  Zur  genaueren 
Fixirnng  eines  solchen  elementaren  Integrals  dritter  Gattung  mag 
festgesetzt  werden,  dass  diese  Constante  A  skts  =  1  sein  soll. 

Beiläufige  Betrachtung  über  die  byperelliptisclien  Integrale.  — 
Die  Function 

(ff.)  5  =  ]/(£f  —  Cj  {£  —  C^)...{z  —  Cin) 

kann  [Satz  (13.)  pg.  83]  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden 
auf  einer  gewissen  eweiblättrigen  Biemann'schen  Eugelfläche  9ft,  welche 
2«  Windungspunkte  Cj,  c^,  .  .  .  C2»  und  n  Uebergangslinien  (c^c^), 
(C3C4), . . .  (c2ji— 1^2«)  besitzt.  Auch  ist  sie  auf  dieser  Fläche  SR  über- 
all stetig  bis  auf  zwei  bei  z  =^  00  übereinander  liegende  Pole. 

Die  Function  s  (cc.)  ist  also  auf  91  eindeutig  und  bis  auf  ein- 
zelne Pole  stetig.     Gleiches  gilt  mithin  [vgl.  pg.  113,  114]   auf  91 

auch  von  den  Functionen 

1        ir« 


^A) 


e^ 


'        S    ^        8 


falls  man  nämlich  unter  q  eine  ganze  Zahl  versteht.  Demgemäss 
sind  die  Ausdrücke  (a.),  (ß.)  als  Functionen  zu  bezeichnen,  die  auf 
9{  regulär  sind.     Setzt  man  also  z.  B. 

(y.)  ^  =  T     ™^     F  =  Jq>dZy 

so  repräsentirt  F  ein  der  Fläche  91  zugehöriges  AbeVsches  Integral 
[vgl.  die  Definition  pg.  198].  Ob  nun  dieses  Integral  F  erster,  zwei- 
ter oder  dritter  Gattung  ist,  hängt  lediglich  ab  von  seinen  Unend- 
lichkeitspunkten. Diese  Punkte  sind  daher  weiter  zu  untersuchen. 
Die  Pole   der   Functionen  tp  und   z   liegen  offenbar   [vgl.   (a.) 

und  (y.)J 

(in  den  Punkten  Cj,  «2;  •  •  •  ^2«; 
und  in  den  beiden  Punkten  z  =  00. 

Alle  Unendlichkeitspunkte,  welche  das  Integral  F  auf  der  Fläche  91 
überhaupt  besitzt,  müssen  daher  nothwendiger  Weise  [Satz  (10.) 
pg.  201]  in  diesen  Punkten  anzutreffen  sein.  Leicht  lässt  sich  aber 
zeigen,  dass,  falls  q  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  (n  —  2)  reprä- 
sentirt, diese  Punkte  (d.)  keine  Unendlichkeitspunkte  von  F  sind, 
und  dass  also  in  diesem  Fall  das  Integral  F  auf  der  ganzen  Fläche 
91  gar  keine  Unendlichkeitspunkte  hat,  mithin  als  ein  Integral  erster 
Gattung  zu  bezeichnen  ist. 

Beweis.  —  Bezeichnet  man  irgend  einen  der  Punkte  c^,  c^,  . ,  ,  e^ 
mit  Cj,  nnd  sein  Bereich  mit  Vij(Cj,  z)  oder  31^ (y^»  f),  so  ist  offenbar: 


m-' 


m 

Ml 


'I! 


f     I 


'f 


. 


y 


*    4 


mithin 


1 


Neuntes  ('ai)itL'l. 


Die  Functionen   *•   und    '    sind   auf  ^K  ret'ulär  und   besitzen  im  Punkte  c 

s  ^ 

oder  (was  dasselbe  ist)  im  Punkte  y.  respective  die  Ordnungszahlen  1  un 


J 


1    [vgl.  pg.  111 1.     Denigemäss   ist  z.  B.  —  auf  der  Fläche  11.  oder  %^ 


darstellbar  durch : 


—  1 


i,?-y,)-'is(J), 


WO  FaX)   ^ioG   eindeutige,    stetige  und  nichtverschwindende  Function  vor- 
stellt.    Aus  diesen  Formeln  folgt  sofort: 


ifdz 


z^d, 


K  +  (^-)^)1^2^(^.^^ 


Hieraus  aber  folgt  weiter,  falls  q  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vor- 
stellt, mittelst  des  Cauchy-Taylor'scheu  Satzes: 

<fäz  =  [A,.  +  .-1,  (J  -  Yj)  +  A,  (S  -  yß--  +  ...]dt, 

WO  die  xl's  Constanten  sind.  Denigemäss  besitzt  also  das  Integral  F  iu 
dem  hier  betrachteten  Punkte  c  oder  y.  (./  =  1 ,  2.  .  .  .  2n)  keinen  Unend- 
lichkeitspunkt. 

JJetrachtet  man  ferner  einen  der  beiden  Punkte  z  =  oo,  und  bezeich- 
net das  H«'reich  desselben  mit  U(cci,  z)  oder  ':?C(y,  ^),  so  ist  offenbar 


]  -  i  -  '^ 


d.  i. 
mithin 


!■)', 


7}-\ 


<l-  -  -(i'-yr'rft 


Die  auf  ')i  regulären  Functionen  s  und  besitzen  in  dem  betrachtet»'!! 
Punkte  .:  =  oo  oder  (was  dasselbe  ist)  im  Punkte  y  respective  die  Ord- 
nungszahlen —  n  und  -f  n  [vgl.  pg.  111 1.     Denigemäss  ist  z.  I».         inuer- 


.s 


halb  U  oder  i?l  darst«'llbar  durch 


^    =  a-y)"J?(J), 

wo  />(s)  eine  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindende  Function  vor- 
stellt.    Aus  diesen  Formeln  folgt  nun  sofort: 

9<?-  =  ''f '  =  G'  -  y~''-(-  u  (i -- rf-- .  E{t)  .  rfj. 

liepräsentirt  nun  q  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  (n —  2),  so  wird  der  Ex- 
ponent [i>i —  2) — (j\  stets  positiv  sein;  sodass  man  also  mittelst  des  Canchv- 
Taylor'schen  Satzes  erhält: 

,f  dz  =  \ß„  +  />',  (J  -  y)  +  IK  (i  -  yY  +  ■■■]  di, 
WO  die   B'a   Coiistanten   sind.     iHMiigemiiss    besitzt   also  das  Integral  F  in 
dem  betrachteten   Funkt  z  ^-  oo   oder   s  =  y   keinen   Unendlichkeitspinikt. 
Q.  e.  d. 
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Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satz:  Bepräsentirt  9t  die  zur 
eindeutigen  Ausbreitung  der  Function 


erforderliche  eweihlättrige  Biemann'sche  Kugelfläche^  und  repräsentirt 
femer  q  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  (n  —  2),  so  wird  das  Integral 


it)  F  =  J 


8 


stets  ein  der  Flädie  91  zugehöriges  ÄheVsches  Integral  erster  Gat- 
tung sein. 

§4. 

Das  Abersohe  Integral  in  seiner  Eratrecknng  über  irgend  welche 

Ourve. 

Auf  der  gegebenen  Fläche  91  mag  irgend  ein  fester  Punkt  Zq 
markirt  sein.  Das^  vom  Punkte  z^  aus,  auf  der  Fläche  91  längs 
einer  beliebigen  Curve  fortschreitende  und  schliesslich  bis  zu  irgend 
welchem  Punkt  z  vordringende  AbeFsche  Integral  mag  kurzweg  mit 

(20.)  /,,  de, 

«0 

oder,  falls  die  gewählte  Curve  irgend  welche  bestimmte  Gestalt  6 
besitzen  soll,  mit 

('21.)  fq>  dz  [a]f  respective  mit  f  g>dz 

bezeichnet  werden.  Dabei  ist  unter  der  auf  91  fortlaufenden  Curve 
stets  die  Bahn  eines  Punktes  zu  verstehen ,  der  seine  Lage  auf  91 
Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise  ändert  Es  wird  also  diese 
Curve  z.  B.  aus  einem  Blatt  der  Fläche  9t  in  ein  anderes  immer  nur 
beim  Passiren  einer  üebergangslinie  gelangen  können.  [Vgl.  (2.) 
pg.  66.] 

Bezeichnet  c  irgend  einen  Punkt  der  Fläche  91,  und  U  das  Be- 
reich desselben,  und  soll  das  Verhalten  des  Integrals  (20.)  innerhalb 
dieses  Bereiches  U  untersucht  werden,  so  markire  man  zuvörderst 
auf  U  zwei  Punkte:  einen  festen  Punkt  Cq  (der  z.  B.  identisch  mit 
c  selber  sein  kann)  und  einen  variablen  Punkt  z.  Zieht  man  sodann 
eine  auf  91  von  Zq  bis  Cq  fortschreitende  Curve  6q,  und  eine  auf  U 

K«ttmftnii,  Abel'iehe  Integrmle.  9.  Aufl.  14 


L>10  Xenutes  CA\niel 

von  c^^  bis  ^  fortsclireiteiule  Curve  (7,  so  hat  das  Integral  (20.)  im 
Punkte  z  den  Werth: 

o  * 

Von  den  beiden  Integralen  rechter  lland  wird  das  erste  coitstanf^ 
=  (\^  bleiben,  so  lange  c?^  ungeändert  bleibt;  willirend  andererseits 
das  zweite 

=  I  n , 

d.  i.  gh'ich  der  Diil'erenz  derjenigen  beiden  Werthe  ist,  welche  das 
dem  Bereich  U  entsprechende  (früher  besprochene)  unhr<:fi)tnnte  Inte- 
gral  F  in  den   beiden  JVmkten  ;Z  und  <;,    besitzt.     Man    erhält  also: 

(-'^•)  fcpd.~  =  (',-\-\F\l. 

'(I  • 

Lüsst  man  diso  ihis  (^Hrvcn-Tntqiral 

mittelst  irffcnd  fcclchrr  Tntifjrationscnrve  in  das  J^ct'cicli  U  eines  grgc- 
hcnrn  Vunldcs  c  lu)iein(/rlan(/rnj  und  denld  man  sich  die  diesem  ]>f- 
reieh  II  ridsprechenden  F-  Wertlie  in  hrstinnnter  ^Yeise  fixirt^  also  da- 
srlhst  durch  eine  der  leiden  Formeln  (G.),  (8.)  pg.  200  austjedrückij 
—  so  werden  die  Werthe ^  welehe  jenes  Curven-Integral  in  den  einzel- 
nen Vnnldcn  z  des  IJereiehes  U  annimmt,  von  diesen  F-Werthen  mir 
durch  eine  additive  Constante  verseliieden  sein.  Diese  Constante  ahr 
hami  möglicher  Weise  selir  verschiedene  Werthe  haben ^  je  nach  dem 
Wege  ö,^,  auf  weleliem  das  Curven- Integral  ursprünglich,  von  £^^  ans, 
in  das  Bereich  U  hineiugelangt  ist. 

In  Folge  dieser  Constanten  ist  also  das  Curven-Integral  (23.) 
eine  vieldeutige  Function  von  z. 

Man  kann  aber  dasselbe,  durch  Beschränkung  seiner  Integra- 
tionscurve,  in  eine  eindeutige  Function  von  z  verwandeln.  Um! 
zwar  gelten  in  dieser  Beziehung,  falls  man  das  sogenannte  m- 
hestimmte  Integral  nach  wie  vor   mit  F  bezeichnet,  folgende  Sätze: 

Erster  Satz.   —    Versteht  man  unter  @  irgend  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden Theil  der  gegebenen  Fläche  $R,  setzt  man  ferner 
(24.)  rorauSj  dass  ©   entweder  gar  keine  oder  doch   nur  polare  Fnend- 
lichlfifspunldc  von  F  enthält,  und  markirt   )uan  endlich  innerhalb  6 
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irgend  einen  festen  Punkt  Zq,  so  wird  das  von  Zq  ausgehende  und  in 
seiner  Bewegung  auf  @  besekränkte  Integral 


z 


f<pdg  [@] 

eine  eindeutige  Function  von  z  sein.  Diese  eindeutige  Function  mag 
hinfort  mit  F{z)  bezeichnet  werden: 

(25.)  '  F{z)=fq>dz     [©]. 

*0 

Zweiter  Satz.  —  Die  in  solcher  Weise  definirte  FuficUon  F{z) 
verhält  sich,  hinsichtlich  ihrer  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit,  in  ganz  ana- 

(2ö.)  loger  Weise  wie  das  früher  besprochene  unbestimmte  Integral  F.  Be- 
sitzt z.  B.  F  auf  @  gar  Iceinen  UnendlicJüceitspunkt,  so  wird  F(z) 
auf  @  allenthalben  stetig  sein. 

Besitzt  hingegen  F  auf  ©  im  Ganzen  j  polare  UnendlichkeitS' 
punkte:  C|,  c^,  -  .  .  Cj,  respective  mit  den  Ordnungszahlen  fi^  f^s  •  •  •  ^i; 

(27.)  so  wird  jene  eindeutige  Function  F{z)  auf  ©  bis  auf  j  in  Cj,  c^,...Cj 
liegende  Pole  stetig,  und  in  diesen  Polen  respective  mit  den  Ordnungs- 
zahlen flu  f<s;  .  .  •  fi^  behaftet  sein. 

Dritter  Satz.  —  Die  Differenz  derjenigen  Werthe,  wdclie  die  ein- 
deutige Function  F(z)  auf  der  Fläche  ©  in  irgend  zu?ei  Punkten  z^ 
und  z^  besitzt f  ist  darstellbar  durch  die  Formel: 

(28.)  F{z,)^F{z,)=fldz    [©J, 

wo  die  Integrationscurve  von  z^  nach  z^  auf  beliebigem  Wege  fort- 
schreiten darff  falls  nur  derselbe  seinem  ganzen  Laufe  nach  inner- 
halb  @  bleibt;  wie  solches  übrigens  audi  in  der  Formel  selber  durdi 
das  in  Klammem  beigefügte  ©  bereits  in  hinreichender  Weise  an- 
gedeutet ist. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  lehnt  sich  an  frühere  Betrachtangen  in  so 
einfacher  Weise  an,  dass  darüber  nur  einige  kurze  Andeutungen  erforder- 
lich sind. 

Beweis  des  ersten  Satzes.  —  Zieht  man,  von  z^  aus,  nach  einem 
ebenfalls  innerhalb  (B  liegenden  Punkt  z  irgend  zwei  innerhalb  S  blei- 
bende Curven  a  und  a\  so  bilden  a  und  a'  zusammengenommen  einen 
Rüekkehrschnitt  der  Fläche  S. 

S  ist  aber  nach  unserer  Voraussetzung  einfach  zusarnfnehhängend,  und 
zerfmit  daher  [Satz  (7.)  pg.  151]  durch  diesen  Rückkehrschnitt  (<r  -\-  a') 
in  zwei  getrennte  Stücke  @|  und  @^,  von  denen  Sj  nur  von  (<r  -f*  a')  be- 

U* 


';^1  >  Xf-untr-h  Ciii»itel. 

•/hiiyA    i-1.  I)<*i()t:<'rri;isrt    Mj^nr*bt    wicli    für   das   positiv  i'il>er  den  Rand  von 

f\\f    l''oriiJ<;l: 
'l's  ,  \    j\  ff.  (I:    -  j'   cp  dz  -  j\cp  (l:r 


^y  I 


K'^' 


I 


(ii( 


Irif<';niif ioiun  liltcr  a  uiul  a'  hiiierstreckt  gedacht  von  r^  nach  z.  Xaeli 
unnrifr  V(»r;iuHs<'l/im<^  soll  aber  3  ßar  h  itw  oder  doch  nur  polare  Unend- 
li(  liK(il,s)iiiiil<h'  von  7''  enthalten,  (ileicbes  <^ilt  daher  auch  von  Sj.  Und 
d;i.'.  Ihti'^Miii  \u.)  ist  daher  |  zufolge  des  Satzes  (18.)]  gleich  Null.  Dem- 
\.\t-u\\'\.*.  ;^'«'lit   die   Formel   (|J.)  ül)er  in 

/   (^i  dz  =    I      (f  dz,  Q.  e.  d. 

I)(»r  Howeis  doa  zweiten  Satzes  evgiebt  sich  sofort  aus  den  zu  An- 
fajig  <li('s«'H  raragra]»liH  anj^estellten  Betrachtungen.  Vgl.  daselbst  nameut- 
lirii    den    S:it/,   (-J.'i.). 

lieweirt  des  dritten  Satzes.  —  Markiit  man  innerhalb  ©,  ausser  r.,, 

ihmIi   irgeml  zwei   amhne   l'nnkte  r,   und  r^, ,  und  zieht  man  irgend  welche 

innerhalb  v5  IdeibtMitb*  und   i'oy}  :,^   ülur  z^  nach  z.,    fortachreiUnde  Curre  ff, 

ii)  rejMiisent iren  «lie  läuLT?^  <>  von  :„  nach  r,  ,  re.'^pective  von  r^^  über  r,  bis 

,    bn  tsiiiveitenden   lnte»rralo: 


i 


(•^^  /V  '/:     und      /V  //: 


die  Werthe  iler  Funoti.Mi  F  :\  *2r>.\  in  dt  n  Tiinkton  -  und  r...  Die  Dif- 
b'ren/  die<er  \h  idtMi  Intoüfrale  d.  i^t  aber  ottenbar  nichts  Anderes,  al?  da« 
lan^s  V   \ou   :,    na^  h   -\.   erstreckte   Inteijral.     ^oniit  ergiebt  sieh: 

/•■  : />        /   .:      -      /a    /:.  Q.  e.  d. 

K>  Moii»t  !u\V.  'Ibriii.  ^üo  NNorthe  uer  eiiuieutiireii  Function 
/'^.•"^  av;  /i\:  .'  noi:  2  .  v.  ;;:Ker>:A  i.ei;.  Eine  aeraniLre  UntersuoliuuJ! 
ist  .\H;  t\ttr.i:>  t'.t;  A  ..^^x  :tu  ::>  :;  •,.:;:u  \:!it^  .  •  w..»'/.!  a'f'rr  uami.  wenn 
vier  t  ''  ;sa'::t:^:  hii':^- 1:;;    FÜlv  ht  tt: ...  :1    3   aus    einem   wyhrfach 

v.*»v»'l....i L,v..>ktii     l»..v..^-...*v..        \.k..'.  ..     .._».^.«,.     ^^^..^.t.^^    v,  '.  /«/<  i .  (<     x-Ui 

^U\\\^v\'.    :>:,     .V^y\..\    r...v:.'.\\\    :-:    lio    i>-    Vl^uiic    /u    untersuchen 
u  >v  •:. :;   v!i'u  U;::.;':-    .:;v  K   :.:     :;  :'  :    .\    1: ::  '•t:.l\::  Utern  eine- 


\         ^  V  ^        '  ,   .1 


/' 


»  V  > 


^       ■•  •  •  ;  >»     '  ,'  ;     N        .     "■v'*^r'  '  fi.    (J.  • 
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<y,,  —  6y  bestehen;  und  jede  solche  unverjsweigte  Schnütstrecke  6^  mag 
als  ein  Strom  von  bestimmter  (willkürlich  festgesetzter)  Hichtutig  an- 
gesehen werden.  Bezeichnet  man  alsdann  die  Werthe  der  eindeutigen 
Function  F{g)  in  ewei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  des  Stromes 
0M  einander  gegenüberliegetukn  Punkten  X  und  q  mit  F{V)  und  F(p); 
so  wird  die  Differenz 
f29.)  F{X)  -  F(p)  =  A. 

einen  Werth  besiteen,  der  längs  öx  constant  ist. 

Fänfter  Satz.  —  ßesitzt  das  in  Bede  stehende  Schnitt-  oder  Strom- 
netz <Si,  <^s;  .  •  6p  irgend  welcJie  Knotenpunkte,  so  finden  zwischen 
den  Constanten  A^,  A^^  .  .  .  A,  gewisse  Belationen  statt.  Betrachtet 
\}\0.)  man  nämlich  die  in  irgend  einem  solchen  Knotenpunkte  zusammenstossen- 
den  Ströme,  und  unterscheidet  man  einerseits  die  daselbst  einfliessen- 
den,  andererseits  die  von  dem-  Punkte  fort  fliessenden  Ströme,  so  ist 
die  Summe  der  in  den  erstem  vorhandenen  A's  stets  ebenso  gross,  wie 
die  Summe  der  in  den  letztem  vorhandenen  A's. 

Beweis  des  yierten  Satzes.  —  Es  sei  a  irgend  einer  jener  nnver- 
Eweigten  Ströme  «j ,  <r,,  .  .  .  0^.  Ferner  seien  X,  V  irgend  zwei  Punkte 
seines  linken,  und  9,  9'  die  gegenüberliegenden  Punkte  des  rechten  Ufers: 


Q' 


Alsdann  ist  nach  (28.) : 


(O  F(0-  F{X)^f^dz    [©], 


(ß) 


FiQ')  ^  F{q)  ^  ß  dz    [S], 


Q 
wobei  die  Integrationscurven  innerhalb  @  ad  libitum  su  w&hlen  sind.  Dem- 
gemäsB  kann  man  z.  B.  die  Curve  1  ...  X'  mit  der  linken,  ebenso  die  Cur?e 
(f  .  .  .  q'  mit  der  rechten  Uferlinie  von  a  zusammenfallen  lassen.  Thut 
man  aber  dies,  so  werden  die  beiden  Integrale  unter  einander  identisch; 
denn  <p  und  ir  sind  nicht  nur  auf  @,  sondern  auch  auf  91  selber  überall 
eindeutig,  und  besitzen  also  in  je  zwei  zu  beiden  Ufern  ?on  a  einander 
gegenüberliegenden  Punkten  einerlei  Werthe.  Demgemäss  ergiebt  sich  aus 
(a.),  (ß.)  sofort: 

(y.)       ■  Fd')  -  F{t)  -  F(f ')  -  Fi9), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(*.)  F(X')  -  F(q')  -  F(X)  -  F(9).  Q.  e.  d. 

Beweis  des  fünften  Satzes.  —  Wir  betrachten  der  Ein^hheit  willen 
zuvörderst  einen  Knotenpunkt  aßy,  in  welchem  nur  drei  der  Ströme  (r,, 
a,,  ...  ü^  zusammenstossen.    Diese  drei  mögen  mit  <r,  <r',  <r"  und  die  zu- 
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< 


3'ehörigen  A's  mit  A,  A\  A"   bezeichnet  sein.    Nehmen  wir  überdies  an, 
(lass  c  nach  der  Stelle  aßy  /t/z^fliebst,  hingegen  a',  a"  von  aßy  /bWflie&aen: 


a 


bo  ergeben  bich   [zufolge  des  schon  bewiesenen  Satzes  ('29.)J  die  Formeln: 

A    =  F{X)     -  F{Q  •)  =  F{a)  -  F{ß), 
(,.)  A'   =  F{V)    -  F{q')  =  Fiy)  -  F{ß), 

A"  =  Fi}/')  -  F(q")  =  F(«)  -  F{y). 

I>enn  die  Ströme  a,  a\  a"  t<ind  unendlich  schmal  zu  denken;  sodass  aUo 
die  drei  Tunkte  a,  (?,  y  einander  unendlich  tudic  liegen,  mithin  z.  11  y 
und  ß  als  zwei  Tunkte  angesehen  werden  dürfen,  die,  ebenso  wie  i'  und  p  , 
zu  beiden  Ufern  des  Stromes  g'  einander  gerade  gegenüber  liegen.  Aus  den 
Formeln  (f.)  folgt  nun  aber  sofort: 

(d.)  A  =  A'  +  A".  Q.  e.  d. 

Uass  man  den  Satz  in  analoger  Weise  auch  für  solche  Knotenpunkte  zu 
beweisen  im  Stande  ist,  in  denen  beliebig  viele  der  Ströme  <?, ,  «J^,  .  ..c^ 
mit  einander  zusammenstossen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 

§  5. 

Das  AbeTsche  Integral  erster  Gattung. 

Ist  (p  =  (p(^)  auf  der  gegebenen  Kieniauu'scheu  Kugelfläche 
nyiilar,  d.  i.  chuhntuj  und  bi6  auf  einzdnc  Pole  stetig,  so  lieisst  das 
Integral 

/''  ==   Icp  dz 

ein  AbeFselies  Integral  [vgl.  die  Definition  pg.  198].  Ist  nun  ins- 
besondere die  Function  (p  von  solcher  Beschaflenheit,  dass  2^' auf  3J 
(jar  keine  Unendlichkeits])unkte  hat,  so  heisst  das  Integral  ein  Abel- 
sclies  Integral  erster  Gattung  [vgl.  pg.  205]. 

Gleichzeitig  aber  wird  alsdann  den  im  vorhergehenden  Para- 
graph an  @  gestellten  Bedingungen  (24.)  Genüge  geschehen  durcii 
jeden  heliehige)(  einfach  zusammenhängenden  Theil  der  Flache  9i. 
also  z.  B.  auch  Genüge  geschehen,  wenn  man  für  9t  diejenige  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  ^uoc  nimmt,  in  welche  9i  durch  äio 
Hiemann'schen  »Schnitte 
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^l>    ^2»    ^}    •   •   •    ^P) 

h>  hi  h}  '  '  '   hf 

sich  verwandelt  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  185].    Man  gelangt  somit, 
auf  Grund  der  im  vorhergehenden  Paragraph  aufgestellten  fünf  Sätze, 
zu  folgendem  Resultat: 
Bepräsentirt 

ein  AbeTsches  Integral  erster  Gattung,  besitzt  mithin  das  unbestimmte 
Integral  F  auf  91  gar  Iceine  ünendlichkeitspunkte,  so  unrd  die  durch 
die  Formel 

definirte  Function  F{g)  auf  der  Fläche  fHatc  überall  eindeutig  und 
stetig  sein.  Ueberdies  unrd  alsdann  diese  Function  F{z)  in  den  Schnitten 

flu    ötjj,    A3,    .  .  .    {Zp, 

^17  b^j  b^f  ...  Op, 

mit  Constanten  Differenzen  behaftet  sein;  was  angedeutet  sein  mag 
durch  die  Formeln: 

längs  a,:  F{X)  —  F(q)  —  A^, 

i31a.)  längs  b^i  F{X)  -  F{q)  =  Ä, 

längs  Cx:  F{k)  -  F{q)  =  Gc  =  0. 

Diese  drei  Formeln  bedürfen  aber  noch  eines  genaueren  Beweises.  Nament- 
lich unrd  dabei  auch  darzuthun  sein,  dass  die  Constante  Cn  in  der  letz- 
ten Formel  stets  =  0  ist. 

Der  Beweis  ergiebt  Bich  sehr  leicht,  falls  man  nur  die  geometrische 
Configaration  der  Schnitte  a,h,  c  sich  vergegenwärtigt  [vgl.  namentlich 
die  Figur  pg.  184].  Der  Schnitt  o,  besitzt  nämlich  [wie  jene  Figur  seigt] 
nur  einen  Knotenpunkt.  Dieser  wird  hervorgebracht  durch  das  Zusammen- 
treffen von  Ol  mit  6|,  und  mag  daher  mit  (o, ,  &|)  bezeichnet  sein.  Der 
Schnitt  a,  repräsentirt  also  eine  einzige  unverzweigte  Schnittstrecke,  die 
von  diesem  Knotenpunkt  (oj ,  (,)  ausgeht  und  schliesslich  wieder  in  den- 
selben zurfickkehrt. 

Der  Schnitt  b^  hingegen  besitzt  zwei  Ejioten  punkte  ((^ ,  o,)  und  (6| ,  c,), 
und  besteht  also  aus  zwei  un verzweigten  Schnittstrecken,  welche  6/  und 
fr,"  heissen  mögen  [vgl.  die  folgende  Figur]. 

Endlich  repräsentirt  der  Schnitt  c,  nur  eine  un  verzweigte  Schnitt- 
strecke^  welche  vom  Knotenpunkt  (e,,  (|)  fortläuft  zumKnotenpnnkt  (e,,  a,). 


'j\r, 
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(o 


Ui) 


[)'■) 


('>) 


«fjt  j/i'oh' nd'ji   1 'itf«'reii/.cn  tl«T  Function   i*' -)  r*'>i»ectiYe   mit: 

•0    -irifl    yl,  ,    /y,',    //,",    C_,    lauter   ('omtantni   'nach  (29.)].      Auch  werden 

/.wi-.c}j«rn    <li«,'scri    CoriHtantcn    [/.utol^'c    de-j    Knoteupunktgesetzes   (30.)]    <he 

l»cla.ti»jiicn  -tatliin'lcn: 

—  -*■  *-         ([•* 

woraus   sofort  l'ol'fl : 


/ 


/  .■* 


(\      -  0. 


I     t 


> 

h 


\ 


\ 


d): 


(ti 


\U'/.('.i(\nn'\.    man    also 

<lcnj^'<*nH'inH(!liaftli(!liun 

Wrrth  (l(!r  ('onstanton 

//,'  nn<l   //, "    kurzweg 

mit  />,  ,  HO  werden  die 

ihllerrnzen     von    7*'(r)  ^--^ 

in  d«'n   Schnitten 

|zntbl|^'»»  {ß.)\   reypcctive  dargestellt  sein  durch 

.1,,    J/,,    0, 

wo  .1,    und   />j    Ctnistioifen  sind. 

Analojxc!^  ersieht  sich  nun,  wenn  man  in  entsprechender  Weise  wcitor- 
j^'clit,  zunik'hst  für  <i.,,  />,,  c^,  sodann  für  a^,  l).^^  e^,  hierauf  für  «i,^»?^: 
u.  s.   w.         (^),  e.  iL 

Da  mm  also  die  Cy.  sämmtlicli  =  0  sind,  iiiitliiu  zu  beiden 
rttTii  (It's  Schnittes  Cy  (x  =  2.  .*>,  ...)))  t/lcichc  Werthe  der  Function 
/•\  .-"i  sich  vortiniK*n,  so  wird  die  Function  F(z)  nieht  nur  auf  Sa^-? 
s<^H(lnfi  (ifd'h  an/'  iK . ',  eindeutig"  und  stetig  sein.  Dabei  ist  unter 
^>\  diejeui^^e  Fläche  zu  verstehen,  in  welelie  9{  bloss  durch  Aus- 
tiihruut;-   iler   Schnitte 

(/j,  f/_ ,  ii .,  ...  (i^ , 

Nicli    verwanihdt    [wie    solche^    schon    früher   festLCesetzt    wurde,  vgl. 
die    luMuerkunLi"   |h^.    IS.'^i. 

Auch   ilber>ieht   num  leicb.t,  da<s   diese  durch  die  Formel 


F  :.=   /Vu.       ^i 


ie^'üirto  Fu'ufo>;i  F  :  ,   weil   >ie  eh»'n   zu   beiden  l'teru  der  Schnitte 
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Cjf  (x  =  2,  3,  .  .  .  j>)  einerlei  Werthe  hat,  völlig  ungeändert  dieselbe 
bleiben  wird,  einerlei,  ob  man  der  in  (32.)  angegebenen  Integra- 
tionscurve  Zq  . , .  0  eine  üeberschreitung  der  Schnitte  Cx  (wie  bisher) 
verbietet,  oder  aber  gestattet.  Mit  andern  Worten:  Die  durch  die 
Formel  (32.)  definirte  Function  F(js)  wird  völlig  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  in  jener  Formel  die  Note  [^abc]  durch  [%ib]  ersetzt. 
Demgemäss  kann  man  den  vorhergehenden  Satz  (31.)  auch  so  aus- 
drücken: 

Theorem.  —  Bepräsentirt 

F  =  Jq>dz 

ein  ÄbeVsches  Integral  erster  Gattung,  so  wird  die  durch  die  Formel 

(33.)  F(z)=fq>dz    [3ia6j 

definirte  Function  F(js)  auf  der  Fläche  9la6  überall  eindeutig  und 
stetig  sein. 

Mit  andern  Worten:  Sie  unrd  auf  der  unversehrten  Fläche  91 
liberM  eindeutig  und  stetig  sein^  mit  alleinige  Ausnahme  der  Curven 
Ojr,  6«  (x  =  1,  2,  .  .  .  j>).  UAerdies  wird  sie  in  diesen  Curven  mit 
Constanten  Differenzen  behaftet  sein: 

längs  a,:  F{X)  -  F(p)  =  A^, 

längs  bni  F{1)  -  F{q)  =  B,. 

Zwischen  diesen  vorläufig  ganz  unbekannten  Constanten  A^  Bx  findet 
übrigens  y  wie  später  gezeigt  werden  soü,  eine  gewisse  gegenseitige  Be- 
ziehung stau. 

Die  in  dem  vorstehenden  Theorem  angegebenen  Eigenschaften 
des  Integrals  erster  Gattung  sind  charakteristiscJier  Natur.  In  der 
That  wird  jedwede  mit  diesen  Eigenschaften  behaftete  Function  ein 
Integ^l  erster  Gattung  reprasentiren.  um  diese  Behauptung  ge- 
nauer zu  formuliren  und  zugleich  zu  beweisen,  stellen  wir  ims  fol- 
gende Aufgabe: 

Auf  der  gegebenen  Fläche  9t  sei  irgend  eine  unbekannte  Func- 
tion f(z)  ausgebreitet,  von  welcher  indessen  vorausgesetzt  werden 
soll,  dass  sie  auf9i,  mit  Ausnahme  der  Curven  a«,  6«  (x  ==»  1,  2, . . .  jp), 
-34.)  eindeutig  und  stetig,  und  in  jenen  Curven  mit  irgend  welchen  con- 
stanten  Differenzen  behaftet  ist.  Auf  Grund  dieser  wenigen  An- 
gaben soll  die  Beschaffenheit  der  Function  f(z)  näher  untersucht 
werden« 
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Nach  unserer  Vorau.s.setzuDg  ist  f{z)  auf  der  Fläclie  %,k  aus- 
iialimslos  eindeutig  und  stetig.  Demgemäss  ist  [Satz  pg.  124]  der 
Differentialquotient: 

'■'■-)- T 

auf  9}^/,  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Diese  Eigen- 
schaften aber  wird  der  Dilferentialquotient  ofiFenbar  nicht  nur  auf 
9i„/,,  sondern  auch  auf  9i  selber  besitzen;  denn  die  constanten  Dif- 
ferenzen, mit  denen  /'(::)  in  den  Curven  «x,  hy  behaftet  ist,  ver- 
schwinden  bei  Ausführung  der  Ditlerentiation.  Der  in  Rede  stehende 
Ditierentialquotient  /"(/)  ist  also  auf  SR  eindeutig  und  bis  auf  ein- 
zelne Pole  stetig.  Oder  kürzer  ausgedrückt:  Er  ist  eine  auf  9i  r(^«- 
lärc  Function.     Demgemäss  wird  /\<e)  selber: 

zu  bezeichnen  sein  als  das  Inte<i:ral  einer  auf  91  recjulären  Function, 
d.  i.  als  ein  AheVscIics  Jnlegral  [vgl.  die   Definition  pg.  198]. 

Nach  unserer  Vorraussetzung  (34.)  ist  nun  aber  die  Function 
/■(.:)  auf  9i,/,  überall  Metiij,  mithin  auf  9t,,^  und  ebenso  auch  auf  91 
selber  überall  nnJlirh.  Das  in  Hede  stehende  Abel'sche  Integral  (34a.) 
ist  daher  als  ein  solches  zu  bezeichnen,  welclies  auf  9i  gar  ieine  Un- 
endlichkeitspunkte besitzt,  mithin  zu  Ijezeichnen  als  ein  Abersches 
Integral  erster  Gatt\in<j,    [Vgl.  die  Definition  pg.  205.] 

Jedivede  den  VoransselzfOff/en  (34.)  entsprechende  Function  /(:) 
ist  also  ein  AhcFscltes  Intryral  erster  Gattung  ^  —  ein  Satz,  der  die 
Undcehrung  des  vorhergehenden  Satzes  (1)3.)  repräsentirt.  Durch  Zu- 
sammenstelhmg  beider  Sätze,  des  directen  und  des  umgekehrten, 
gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Jedwedes  drr  gegebenen  Fläche  9t  entsprechende  Abfi- 
sche Integral  erster  Gattung   repräsentirt,   hei  gehöriger  Einschrän- 

(35.)  JiUng  seiner  Integredionseurve,  ei)H'  Fioiction  von  z,  die  auf  dei' Fläm 
9t,  bis  auf  die  Curren  a^,  by.  ('^=1,2,...  p\  eindeutig  und  ste- 
tig ^  in  jenen  Curven  aber  mit  eonstanten  Differenzen  behaftet  ist. 

(30.)  Und  umgekehrt:  Jedwede  Function  f(z),  rcelche  auf^  diese  Eigen- 

schaften besitzt,  ist  ein  Abel'sehes  IntegrrU  erster  Gattung. 

§  ß. 

Das  elementare  AbePsche  Integral  zweiter  Gattung* 

Wir  wollen  jrtzt  nnnehmeii,  die  auf  91  reguläre  Function  ^=9r' 
sei  von  solcher  Besehallenheit ,  dass  das  Integral 
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ein  elementares  Abel'sches  Integral  zweiter  Gattung  repräsentirt. 
Alsdann  besitzt  das  unbestimmte  Integral  F  auf  der  Flache  91  im 
Ganzen  nur  einen  Unendlichkeitspunkt,  und  zwar  einen  polaren  ün- 
endlichkeitspunkt  erster  Ordnung.  Auch  wird  sich  der  Werth  von 
F  im  Bereich  dieses  Punktes /falls  man  denselben  mit  c,  und  sein 
Bereich  mit  U(c,  e)  respective  Ä(y,  g)  bezeichnet,  folgendermassen 
darstellen  lassen: 

''^'•)  F  «=  j^ — [-  (eind.  stetige  Funct.  von  f); 

[vgl.  die  Definitionen  auf  pg.  206]. 

Die  in  (24.)  pg.  210  an  @  gestellten  Anforderungen  werden 
offenbar  ffir  das  gegenwärtige  F  vollständig  erfüllt  seiu^  falls  man 
fQr  @  einen  gang  beliebigen  einfach  zusammenhängenden  Theil  der 
Fläche  9t  nimmt.  Und  hieraus  folgt;  dass  jene  Anforderungen  auch 
dann  erfüllt  sind,  wenn  man  für  @  die  Fläche  fHatc  nimmt.  Dem- 
gemäss  gelangt  man,  auf  Grund  der  fünf  Sätze  pg.  210—213,  und 
genau  in  derselben  Weise  operirend  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graph, zu  folgendem  Satz: 

Theorem.  —  BepräsenHrt 

F—f(pdg 

ein  elementares  AbeVsches  Integral  zweiter  Gattung  mit  dem  Un- 
endlichkeitspunkt  c,  so  wird  die  durch  die  Formel 

'38.)  F(z)=fg>djs    [maö] 

definirte  Function  F{z)  auf  der  unversehrten  Fläche  9%,  mit  Ausnahme 
eines  in  c  liegenden  Poles  und  mit  Ausnahme  der  Curven  a«,  6« 
(x  =  1,  2,  ...  p),  eindeutig  und  stetig  sein.  Im  Bereich  U(c,  z) 
oder  Ä(y,  g)  jenes  Poles  c  unrd  sie  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(39.)  F(g)  =  T— 1-  (eind.  stetige  Funct.  von  g). 

Und  andererseits  unrd  sie  in  den  Curven  a^,  bn  mit  constanten  Dif- 
ferenzen behaftet  sein: 

,'4(3  X  yings  a«:  F{X)  —  F{af)  =  A^, 

längs  6x:  F{X)  —  F{q)  =  Bn. 

Die  Formel  (39.)  folgt  nämlich  ohne  Weiteres  aus  (37.),  falls 
man  nur  die  einfachen  Betrachtungen  auf  pg.  210  sich  vergegen- 
wärtigt 
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Auch  dieses  Theorem  ist  umkelirhcw  durch  Betracht uugen,  die 
denen  im  vorliergeheiiden  Paragraph  völh'g  aualog  sind.  Man  ge- 
hmgt  in  solcher  Weise,  wenn  mau  beide  Sätze,  den  directen  und 
den  umgekehrten,  zusammenstellt,  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Jedwedes  der  (fenehenen  Fläche  3t  entsprechende  elc- 
(41.)  mentarc  Abel'sehe  Integral  zivcKer  Gattung  rcpräsentirtj  hei  (j( hö- 
riger Einsehränlcung  seiner  Integral ionscurve,  eine  Function  von  ;r, 

ivelehe  aufHH  eindeutig  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  einfs  Pok< 
c  rrster  Ordnung  und  mit  Ausnahme  der  Curven  a^^,  hy  (x  =  1,  2, . .  .pj, 

welche  ferner  im  BereieJi  U  (c,  z)  oder  31  (>',  ?)  des  Poles  c  den 
Werth  hat: 

.  _-   +  (eindeut.  stetige  Funct.  von  J), 

und  welche  endlich  in  den  Curven  a^^  hy,  (k  =  l,  2,  , . , }))  mit 
Constanten  Differenzen  hehaflet  ist. 

Und  umgekehrt:  Jcdtvcdc  Function  f[z),  welche  auf  SR  die  eUi\ 
(42.)  genannten  Kigcnschaften  besitzt^'  ist  ein  elementares  AbcTsch'CS  Integral 
zweiter  Gattung. 

Das  elementare  Abelsche  Integral  dritter  Gattung. 

Die  auf  9i  reguläre  Function  cp  ^=  q){z)  sei  von  solcher  Be- 
schaff eidieit,  dass  das  Integral 

F  =  j(p  dz 

ein  elementares  Abelsches  Integral  dritter  (iattung  repräsentirt. 
Alsdann  besitzt  das  unbestimmte  Integral  F  auf  der  Fläche  91  im 
(Janzen  mir  zwei ,  und  zwar  rein  /o//a>/////^//Nc//e  Unendlichkeitspunkte, 
welche  e^  und  c,  heissen  mögen.  Auch  wird  alsdaim  der  Werth  von 
7'' in  den  Bereichen  ]X^(c^,z),  W.^^c.^^z)  resj)ective  ^liCj^uS);  ^IjjO'jj,*) 
dieser  Punkte  darstellbar  sein  durch  die  Formeln 

F  =  —  log  (S  —  /i )  +  (eindeut.  stet.  Funct.  von  5), 

i^  =  +  l^n  l?  —  7j)  4~  (>'iiideut.  stet.  Funct.  von  J); 

[vgl.  die  Detinitionen  auf  ]).  20()|.  Demgemäss  ergiebt  sich  [zufolge 
des  Satzes  (D.)  pg.  200J: 

/'     dF  =  f     wdz  =  —  27ci, 

(44.) 

/      dF  =  I      w  dz  =  -\-27ti. 


(4:5.) 
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Wollen  wir  nun  das  gegenwärtige  Integral  dritter  Gattung  in 
ähnlicher  Weise  behandeln,  wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  so  müssen  wir  zuvorderst 
die  fünf  Sätze  pg.  210 — 213  auf  das  gegenwärtige  Integral  F 
und  die  Fläche  91  anwendbar  zu  machen  suchen.  Zu  diesem  Zwecke 
aber  wird  es  erforderlich  sein,  die  Fläche  9i  wieder  in  ^abc  zu  ver- 
wandeln, und  überdies  die  beiden  Unendlichkeitspunkte  c^  und  c^ 
durch  geeignete  Schnitte  abzutrennen. 

Dabei  mag  der  Bequemlichkeit  willen  zuvörderst  angenommen 
sein,  dass  c^  und  c^  gewohnliche  Punkte  (keine  Windungspunkte)  sind. 
Wir  construiren  alsdann  auf  der  Fläche  ^abc  einen  von  c^  über  c^ 
bis  zu  irgend  einem  Randpunkte  d  der  Fläche  laufenden  schmalen 
Flächenstreifen,  welcher  bei  c,  und  c^  kleine  kreisförmige  Erwei- 
terungen besitzt,  bezeichnen  die  von  q  nach  c^  und  von  c^  nach  d 
gehenden  Theile  dieses  Streifens  respective  mit  l  und  m,  und  das 
nach  Absonderung  des  Streifens  ({ -}-  m)  noch  übrig  bleibende  Stück 
der  Fläche  81«  6c  mit 

(45.)  9ia6c/m. 

Diese  Fläche  ist  oflTenbar  (ebenso  wie  ^ab^  eine  einfach  zusammen- 
hängende. Auch  besitzt  das  vorgelegte  Integral  F  auf  dieser  Fläche 
gar  keine  Unendlichkeitspunkte. 

Die  früher  in  (24.)  pg.  210  an  @  gestellten  Anforderungen  sind 
daher  vollständig  erfällt,  wenn  man  für  @  diese  neue  Fläche  Daheim 
nimmt.  Auf  Grund  der  dortigen  fünf  Sätze  pg.  210 — 213  gelangt 
man  daher,  wie  leicht  zu  übersehen,  zu  folgendem  Satz: 

Bepräsentirt 

F  =  fq)dz 

ein  elementares  AbeVsches  Integral  dritter  Gattung  mit  den  beiden 
Unendlichkeitspunkten  c^  und  c^,  so  wird  die  durch  die  Formel 

deßnirte  Function  F{z)  auf  der  Fläche  ^ahcim  überall  eindeutig  und 
stetig  sein.  Ueberdies  wird  alsdann  diese  Function  F(e)  in  den 
Schnitten*) 

*)  Es  wird  kein  MissverstandDiss  hervorbringen,  dass  der  Buchstabe  c  hier 
in  Terschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  ist,  nämlich  einerseits  zur  Bezeich- 
nung der  beiden  Unendlichkeitspunkte,  und  andererseits  zur  Bezeichnung  der 
Schnitte  c^,  Cj,  ...  Cp. 
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((i.      (/.>,      ''.»«      •      •      •      ' '  it  n 

h^  .    h., ,    h.,    ...    ffj, , 

und  ehchso  andt   iu  dm   Sclniiffm 

l  /nul  )ff 
mit   voustinifr)^    Difjcroizoi   hdiaffd  srni^    tras   nmifdenfet   snn  mcuj 
d\n'r]t  die  Formt  In: 

UuKjs  a^:  F(k^  —  F[ß)  =  A^. 

Jdn(/s  hyi  F{k)  —  F\Q)  =  By, 

(47.)  h'inqs  ( ,',  Fi?,)  '-  Fio)  =  r^  =  0. 

lÜHffs     l:  Fi/.)  —  F^o)  ==  L, 

läntjs  ni:   J:  \  /.)  —  F  q)  =  31. 

Üass  niiuilich  A^^  By,  (\y  L,  M  wirklich  Constanten,  und  dass 
insbesondere  die  Cy  säinuitlicli  ==  0  sind,  ergiebt  sieh  in  geuau  der- 
selben AVeise,  wie  Anal(»<j;e>  früher  bei  dem  '^atz  pg.  215  bewiesen 
wurde.  IJeberhaupt  ist  der  «^»'^euwärtige  Satz,  seiner  Ableitung  und 
seinem  Inhalt  nach,  mit  jenrm   früheren   Satz  vi'dlig  parallel. 

Um  die  Wertlie  der  Constanten  Z,  .1/  näher  zu  bestimmen,  be 
merken  wir  zuvln'derst,  dass  die  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche 
7''*,:)    in    irgend   zwei   Punkten  :^   und  z.^  der   Fliiehe  9t,i;,r/m  besitzt, 
(hirstellbar  ist  durch  die  Formel 

(4 s.)  F{-./)  —  J^'i ,:, )  =  fcp  dz     I  %, , c i m] . 

|vgl.  (2S.)  pg.  21 IJ,  wo  die  Integrationscurve  ^^  .  .  .  r,  innerhalb  der 
VWirhi'  ^3\„j  rin,  j('d<n  h('li(hir/(n  l^auf  nehmen  darf.  Die  folgende  Figur 
mag   nun    die   beiden    rnendlichkeits{)unkte   c^,   c,j   und    den   Schnitt 

\ 


/>/ 


\(^ 


r 


/  '  ':-'  -  ..  ■  ' .  rf 


/ 


(7  -\-  ni)  mit  seinen  beiden  kreisfin-migen  Erweiterungen  vergegen- 
wärtigen. Dabei  bezeichne  die  Linie  s.s  einen  kleinen  Theil  der 
Handcurve  von  i)v;/,..  Beirachti^t  num  die  um  Cy  beschriebene  kleine 
Kreisiläche   als  das  Hereich   Uj   dieses  Punktes  c^^  so   erhält  mau: 
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(49.) 


**1  a 


die  Integration  von  a  aus  [in  der  Richtung  des  angegebenen  Pfeiles] 
längs  der  Kreisperipherie  fortlaufend  gedacht  bis  zum  Punkte  &.  Diese 
Integrationscurve  a . .  .  &  bleibt  also  ihrem  ganzen  Laufe  nach  inner- 
Juilb  der  Fläche  Daheim,  oder  vielmehr  am  Bernde  derselben.  Zufolge 
(48.)  hat  daher  das  Integral  (49.)  rechter  Hand  den  Werth 

F(P)  -  F{ay, 
sodass  man  erhält: 

(r,0.)  Lvde [F(a)  -  F(6)]. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  was  das  Bereich  U^  des  Punk- 
tes c^  betrifft,  die  Formel: 

(51.)  /   q)d0  =  Jfpdz  +  ffp  dz, 

die  Integrationen  längs  der  KreisperiptietHe  hinerstreckt  gedacht  von 
a  nach  ß  und  von  y  nach  d  [in  der  Richtung  der  in  der  Figur  an- 
gegebenen Pfeile].  Zufolge  (48.)  sind  aber  die  in  (51.)  rechter 
Hand  stehenden  Integrale 

=  F(ß)  —  F{a),  respective  =  F{ä)  —  F(y)] 

sodass  man  erhälti 

/^y  dz  =  F(ß)  -  Fi«)  +  F{d)  -  F{r), 
oder^  was  dasselbe  ist: 

( .-.2.)  /„  9"^*  -  [^  W  -  ^(y)]  - 1^(«)  -  Fm . 

Beachtet  man  jetzt  die  Bedeutungen  der  Coustanten  L,  M  (47.), 
so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Figur  sofort: 

[F{a)  -  F{b)]  =  [Fip)  -  F{y)]  =  L, 

[F(a)  -  F{d)]  =  M, 

sodass  also  die  Formeln  (50.),  (52.)  die  Gestalt  annehmen: 

/   q>dz L. 

fr>3.)  y^' 

I    wdz  ''^  +  L  —  M. 

Hieraus  aber  folgt  weiter,  falls  man  für  die  Integrale  linker  Hand 
ihre  Werthe  (44.)  substituirt: 

-2«/=-L, 
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sodass  man   also  schliesslich  erhält: 

Da  nun  [nach  (47.)  und  (55.)]  sämiutliche  Cy  ix  =  2,  3, . . .  j') 
und  ehenso  auch  ]\f  Xfill  sind,  mithin  die  Werthe  der  Function  fi:' 
zu  beiden  Ufern  der  Schnitte  Cy  (k  =  2,  l\,  .../>)  und  m  einaml^-r 
f/l(irh  siud,  so  wird  diese  Function  F(z)  nicht  nur  auf  5Ra/.c/;/M  ^'"''■ 
(lern  (Hicli  auf  9i,;,/  eindeutig  und  stetig  sein.  Dabei  haben  wir  von 
der  letztgenannten  Fläche 

(5(;.)  %.>, 

eine  deutliche  und  einfache  Vorstellung.  Denn  sie  entsteht  aus  der 
hcicanntvn  Fläche  %,,.  durch  Ausführung  des  von  c^  nach  c^  laufen- 
den Schnittes  l  und  durch  Abscheidung  zweier  kleinen  um  c^  uml 
f.j  beschriebenen  Kreisflächen. 

(Jleichzeitig  lässt  sich   übrigens  die  durch  die  Formel  (^40.): 

(57.)  F(z)  =  fcp  dz     \%,f.cin^ 

gegebeiK^  Ih fruit ion  der  Function  F(z)  ebenfalls  vereinfacheu.  Da 
nämlich  F{::)  zu  beiden  Ufern  der  Schnitte  Cy  (x  =  2,  3, .  . . p)  uu^l 
m  (incrUi  Werthe  hat,  so  wird  diese  Function  F{z)y  wie  man  so- 
fort übersieht,  uiigeäudert  (licsrlJjc  bleiben,  falls  man  in  ihrer  Deü- 
nitionsformel  (57.)  die  Note  [5H,//,,/m|  durch  [9ta/jJ  ersetzt. 

Mit  Rücksicht  auf  all"  diese  Betrachtungen,  namentlich  auch 
mit  Rücksicht  auf  (55.  i,  können  wir  nun  schliesslich  dem  vorher- 
gehenden Satze  i40.j,  (47.)   folgende  einfachere  Gestalt  geben: 

JiCjßn'isoifirt 

F  ==  fcp  dz 

r'ni  rIcnnntarcsAlx'rsilics  Jidcf/ml  dritter  (i attun(f  wif  dm  h'iihv 
Vurudlicld^citspunldn)  f\    inid  r,,  .so   }rird  die  dnreh  die  Farwel 

(5S.)  F(z]  =  fcp  d:     \%,u\ 

drfniirte  Fnnetitm  F(:)  i)Uirrh(ifli  der  Fldehe  ^K,,/./  dhercdl  eindentiil 
nud  strfif/  sein,  üIk rdirs  fdttr  i}i  den  Sdoiittrn  eiy,  hy  (x  =  1,2,.../" 
und  l  nn't  e^mstfoitr))    Difj'm nr.m  helutftet  sein: 

Idnifs  dy'.   Fi/,)  —  F{q)  ==  Ay, 
("5!».)  fd)n/s  fty.    FiX)  —  F[q)  =  J>y, 

idntfs     1:  7''i/.  I  --  F(())  =  2ni, 
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Die  Fläche  ^tabi  besitzt  [vgl.  (56.)]  bei  c^  und  c^  kleine  kreisförmige 
Oeffiiungen.  Lässt  man  die  Radien  dieser  Oeffhungen  kleiner  und 
kleiner  werden,  so  wird  der  vorstehende  Satz  dabei  ungeändert  in 
Kraft  bleiben.  Eine  solche  weiter  und  weiter  fortschreitende  Ver- 
kleinerung der  genannten  Gelungen  wird  den  Effect  haben,  dass 
die  in  der  Definitionsformel  (58.)  auftretende  Integrationscurve 
Zq  . ,  .  z  alsdann  näher  und  näher  an  die  Punkte  c^  und  c^  heran- 
zukommen, also  in  die  Bereiche  Uj  und  Ug  dieser  Punkte  c^  und  c^ 
tiefer  und  tiefer  einzudringen  vermag. 

Die  Werthe  aber,  die  in  solcher  Weise  fär  die  Function  F(z) 
in  jenen  Bereichen  U|  und  U2  sich  ergeben,  können  von  den  dor- 
tigen Werthen  des  unbestimmten  Integrals  F  (43.): 

A.Q  X  jP  =  —  log  (g  —  yi)  +  (eind.  stet  Funct.  von  f) 

F  =  +  log  (S  —  y^)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  g) 

nur  durch  irgend  welche  additiven  Constanten  verschieden  sein;  wie 
solches  aus  einem  früheren  Satz  [(23.)  pg.  210]  sofort  sich  ergiebt. 
Der  letzte  Satz  (58.)  gewinnt  daher,  falls  man  die  in  Rede 
stehenden  kreisförmigen  Oeffnungen  der  Fläche  "SRabi  unendlich  klein 
werden  lässt,  folgende  Gestalt: 

Theorem.  —  Bepräsentirt 

F  =^  Jq>de 

ein  elementares  ÄbeVsches  Integral  dritter  Gattung  mit  den  beiden 
Unendliclikeitspunkten  c^  und  c^y  und  denkt  man  sich  in  der  gegebenen 
Fläche  %t(,  irgend  welchen  von  Cy  nach  c^  laufenden  Schnitt  l  ausge- 
führt,  und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit  SRot/  bezeichnet^  so  wird 

die  durch  die  Formel 

» 

(CA.)  F(0)^fq>de    [%,„] 

deßnirte  Function  F{z)  auf  der  unversehrten  Fläche  91,  mit  Ausnahme 
der  Punkte  c^,  Cg,  femer  mit  Ausnahme  der  Curven  a«,  6x  (x  =  1,  2, . . . p) 
und  der  Curve  ?,   eindeutig  und  stetig  sein.     In  den  Bereichen 

Wi(^i;^);  ^(^;^)  <xi^  8^(^17  0;  5^(^27  0  ^  Punkte  Cj,  Ca  mrd 
diese  Function  darstellbar  sein  respective  durch  die  Formeln: 

F(z)  =  —  log  (g  —  yj  +  (eind.  stet  Funct,  von  f), 
F(z)  «=  -|-  log  {t  —  yg)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  t). 

Andererseits  wird  dieselbe  in  den  Curven  a«,  6<  (x  ^  1,  2, . .  .p)  und 
l  mit  Constanten  Differenzen  behaftet  sein: 

Nttnmanii,  Abel'sche  Integrale.    2.  Aufl.  15 
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/äuf/s  dy'.   /VA'  —  F\o\  =  jly, 

/'///7.S     /  :   F'/.)  —  /''(Ol  =  !?t/. 

J)nJ/('i  sind,  Hds  die  hfifr  Futinrl  Jtrfrifft^  das  linhr  tntd  rechte  ijir 
des  Sclnfifffs  I  i)t  röl/it/  hstntniihr  Wi  i.^r  drj'mirt.  Dnni  mrh  int^^cnr 
Ff'stsctzinKi  soll  (kr  ScJnidf  l  ron  r^    mich  c>  laufen. 


Ergänzung.  -  Der  vcHstelimdc  Sutz  ist  Mshcr  oicrentlich  erst  für 
ilcu  Fall  iM^wirscM  wnrihin  ,  «hiss  f,  njid  r.  qartilniJidie  Punkte  1  keine  Win- 
tbingspunktr;  nifkI. 

Sind  (.\  ,  <\  \Vin(hin^''>[uinkt.'  der  Fliichc  'U  .  etwa  Cj  ein  fünfbUittrigfr. 
und  c,  ein  /«dinbliittriger  Windiui'.,^-j»nnkt  |also  der  eine  von  der  Tierteu, 
dr-r  andcro  von  der  neunten  (hdnunii:|,  so  kaini  man  zunächst  diese  Ix'idfn 
l*unkte  von  drr  Fh'ithr  :)i  ,  nhsoudn'n  durch  zwei  Jiückkehrschnitte,  von 
denen  der  eine  das  Dereicli  U^  d<'.s  i'nnktes  c, ,  der  andere  das  Bereich  U^ 
des  Punktes  (.'..  nniläut't;  soda>s  also  diese  Schnitte  respective  fanf  ^^^ 
zeliu  volle  Uln(,^'in;.,^e  maehen,  Ix; vor  jeder  der.^elben  in  sich  zurücklVinu. 
I)as  naeli  Ahsonderunj^  dicHtn*  Ijereiehe  U,  und  IV,  noch  übrig  bleibeiitlf 
Stfick  :H-  ,  der  Fläche  :){  .  })esit/i  al>dann  im  Ganzen  drei  KauJciirveu. 
Zwei  der.-eliKni  sind  dargestellt  durch  die  genannten  beiden  Rückkebr- 
schnitte;  sie  nuigen  s^  und  ,s'..  heissiMi;  während  die  dritte  Handcurve  idio- 
tisch int  mit  der  ursi)rüngliehen   liandcurve  .s  der  FUiche  i)i  ,  „. 

Man  constrnirc  jetzt  in  der  l'läclie  i)i*, /,,.  zwei  Querschnitte,  von  deuen 
der  cn^lc  I  von  irgen<l  einem  Funkte  der  Uandcurve  s,  zu  irgend  eineni 
Funkte  th'r  liandcurv«,'  8..  hinläuft;  während  der  andere  m  irgend  z^^^ 
Funkte  der  ('urven  .s.,   und  .s  mit  «'inander  verbindet. 

Bezeichnet  man  nun  die  utMic  l"'läche,  in  welche  dl*  ,^  dilrch  Au»- 
lührung  dieser  beiden  Schnitte  /,  w  sich   verwandelt,  mit 

so  kann  man  auf  diese  letztero  Fläche  Schritt  für  Schritt  genau  dieselben 
Hetrachtungcn  anwenden,  welche  vorhin  |als  c,  ,  c.  gewöhnliche  Fun^^^ 
waren  I  aul  die  dtnniditjc  Fläche  'Ii,//- •///,  ^."gewendet  wurden.  In  solcu^'r 
Weise  überzeugt  man  sich  dann  leicht  ilavon,  dasB  der  vorstehende  ^atz 
(()!.),  (02.),  (G.S.)  (j<ui:  idJ(j€imi)\  gültig  ist,  einerlei,  ob  Cj ,  c^,  gewohnW*^' 
Funkte  oder  W'iiulungspunkte  vorstellen. 

Das    gofundiMir   The(»r.'in    (OL),   ((;2.),   ((;3.)    ist   wiederum  «^^'' 

hrhrhar,  und   zwar  durch  Betraclituu^tMi,  die  denen  auf  pg.  2l7; -^'- 

.1*1 
analu«j^  sind.     Man  «^(dani^t   in  solcher  Weise,  falls  man  schliesslH'H 

beid«'    Sät/e,    den    directen    und    unij^ekelirten    zusammenstellt;   ^^ 

fol«j^endeiu  K(\sultat: 

Theorem.    -     Jnln-rdcs  der  (/((/ehe)fen  Fläche  9t  entsprech^d^  ^'^' 
iF)-l.)   }nenlare  Aherseh<    hdei/ral  driller  (idllung   repräscntirt^  bei  (/'^^'' 
riijrr    F.insdiriiuliOKj  seiner   l)d((/i(dio)fseHrrej  ei)ie   Frniction  von  ^j 
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tveUhe  auf  91  eindeutig  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  zweier 
Punkte  c^  und  c^,  einer  von  c^  nach  c^  laufenden  Linie  l  und  der 
Curven  a«,  6«  (x  =  1,  2, . .  .p), 

u^lche  femer  in  den  Bereichen  Ui(Ci,  b),  UgCcg,  e)  oder  Äj(yi,  Ö; 
^2^^}  i)  ^  Funkte  c^,  c^  die  Werthe  besitzt: 

—  log  (t  —  y,)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  f), 
+  log  (5  —  y«)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  5), 

und  welche  endlich  längs  der  Linie  l  mit  der  constanten  Dif- 
ferenz 2ni,  und  längs  der  Curven  a«,  K  (x  =  1,  2, . .  ,p)  d)enfalls 
mit  Constanten  Differenzen  behaftet  ist 

Und  nmgekelirt:    Jedwede  Function  f{z),  welche  auf  91  die  ge- 
l,<')5.)  nannten  drei  Eigenschaften  besitzt y  ist  ein  elementares  AbeVsches  Inte- 
gral dritter  Gattung. 

§  8. 
Das  allgemeine  Abersohe  Integral. 

Das  allgemeim  AbeFsche  Integral 
(1.)  F^fq>d0 

besitzt  auf  der  gegebenen  Fläche  9t  beliebig  viele  Unendlichkeits- 
punkte.    Von  diesen  mögen  die  polaren  mit 

(2.)  c,  c",  c'"  .  .  .  c<^), 

andererseits  aber  die  logarithmischen  oder  logarithmisch-polaren  mit 

bezeichnet  werden.  Alsdann  findet  bekanntlich  zwischen  den  den 
Punkten  c^,  c^,  c^y  .  .  .  Cj  entsprechenden  Logarithmus-Coefficienten 
Ai,  Ag,  A3,  .  .  .  Ay  die  Relation  statt: 

(4.)  Ai+A3  +  A,  +  ...Ay  =  0  [vgl.  (19a.)  pg.  204]. 

Dieses  allgemeine  AbeVsche  Integral  kann  nun  in  analoger  Weise 
behandelt  werden,  wie  das  Integral  erster  Gattung  und  die  elemen- 
taren Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  Wir  können  uns  dem- 
gemäss  hier  beschränken  auf  eine  kurze  Andeutung  der  in  solcher 
Weise  sich  ergebenden  Resultate. 

Man  führe  in  der  Fläche  91« &  einen  von  c^  über  c^,  c^  u.  s.  w. 
bis  Cj  fortlaufenden  Schnitt  {  aus  und  bezeichne  die  in  solcher  Weise 

15* 
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Ntnmtvs  Capitel. 


(i").j 


8icli  eri!;(*])OiKle  neue  MiUlio  uiit  ))\,,j./.     Alsdann  winl  die  durcli  ^^''^ 
Formel 

delinirte  l'unctioii    F(:j)    aiil'  der    iiiivers(^lirten  Fläclie  9i,  mit   A^^^ 
naliDie  der  i'unkte  r,,  r?^,,  r,.,  .  .  .  Cj,  leriier  iiiil  Au.siialiiiie  der     l^^^^^ 
und  der  Curven  r/^,  ^>y.\y.=^  1,2,..  .;>),  e'nuhuf'n)  und  !>tctig    soi^^- 
l]ez<'ielinet  nuin   i/</<f.'(l  chicu   nnior  deii  Punkten  r, ,  r. ,  ^■'-•,  ^   • 
kurzweg  mit  c,  so  winl  diese  Function  F(.:)  im  Bereich  U(c,    '^'  >  ^ 
S((7,  t)  dieses  Punktes  c  darstellbar  sein  durch  eine  Formel     v<3ii 
(Testalt: 


ßd)  ß.-i) 


-tauten 
ch  ist 


,(;.)      2,.(,^  =  JA  1«>S  (?-;')  +  j"  .-.;  +  (."_  ,,y^  +  •  •  •  +  (, 

l  +  (eindeut.  stet.  Function  von  f) 

wo  A  und  B^>',  B-\  .  .  .  B^^'^  Constanten  sind.    ÜJid  zwar  rcrr  j^»''''^^^^ 
lirt  das  A   der   Reihe   nach   die  schon  in  (4.)    erwälinteu    Coi:3- ^ 
A^,  A.,,  Aj,  .  .  .  Ay,   je  nachdem  der  betrachtete  i^unkt  c  iden't^^ 
mit  ('i,  6'.,,  ^3,  .  .  .  Cj. 

Ferner  i^'elten,  wenn  num  die  von  <len  ]\uilvten  (\,  f^^  ^^^^  ^  -"0 
interceptirten  einztdnen  Strecken  der  Curve  /  mit  /j.,,  A,..,  /.jj, .  ^  -  ^J-i^j 
bezeichnet,  die  Formeln: 

längs     /j^:     F{X)  —  l'\<j)  =  —  27tf  kij 
längs     /.,.:     J'\X)  —  F(^)  =  —  2;r/(A,  +  A_.), 
(7.)       längs     l,^:     7\A)  —  7''(^;  --=  -     2;r/(A,  +  A.  +  Aj, 


\ 


( 


s 


'I 


r.'.) 


längs  /,_,,,:  FU)  —  y-'^o)  ^-  ~  2.T/\Ai  +  A,  +  A,  +  .  .  .  /^^ 

wo  wiederum  die  As  dieselben  Constanten  sind,  wie  iu  (4.). 

Eiullicb   wird  die  Functiou  /'(,::)  mit  constnnloi  DitVerenze?^'"- 
in  den   (airven  (ly,^  hy_  (z  ==■  \ ,  "2 j  .  .  .  ]>)  behaltet  sein: 

längs        Oyl        /'(A)     i'V^j     =     Ay.y 

längs  hyi  I'\l)  —  ^'\q)  =  J^y 

Pemüht  num  sich,  all'  diese  Figenschalten  des  Integrals  /'i  s 
in  möglichst  einfacher  \\  eistj  zusammenzulassen,  so  gelangt  man  y^u 
iohj;endeui 

Tlieorem.  —  Jcibnihs  der  (liythimn  Fh'icI/r,  9?  rwA*?2>rec/<(7/</^ 
^Ihcl'scht  Iniaji'id,  n])nis(id(tiy  h( i  (fch'oritjd'  ]\i}U('iniinluo}{f  seiner  Iutc> 
(jrf/((on8eiircVj  eine  Ff(.){cli(f)i   Cdi  <c', 


mich 
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toelche  auf^i  eindeutig  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  eineeiner 
^   Punkte  und  Linien, 

welche  femer  in  jedem  solcJien  Ausnahmepunkt  entweder  eine  po- 
lare, oder  eine  logarithmische,  oder  eine  logarithmisch-polare 
Unstetigkeit  besitzt, 

und  welche  endlich  in  jeder  Ausnahmelinie  mit  einer  constanten 
Differenz  'behaftet  ist 

Und  mngekelirt:  Jedwede  Function  f(z),  welche  auf  91  die  ge- 
KO  nannten  drei  Eigenschaften  besitzt,  ist  ein  AbeVsches  Integral.  —  Die 
Betrachtungen  y  welche  vom  directen  Satze  aus  zu  diesem  umge- 
kehrten Satze  hinleiten  y  sind  analog  mit  den  früheren  Betrachtungen 
pg.  217,  218. 

Beispiel.  —  Repraaentirt  f  =»  f(z)  eine  auf  91  reguläre  Function,  und 
bezeichnet  man  die  Pole  und  Nullpunkte  dieser  Function  f  promiscue  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  mit  c^ ,  c^j ,  Cy,  .  .  .  Cy,  femer  die  dortigen  Ord- 
nungszahlen von  f  mit  firj ,  fi, ,  fAj, ,  .  .  .  (ij,  so  besitzt  bekanntlich  [Satz  (£.) 
pg.  205]  das  Integral 

F~f^^fdlogf 

auf  der  Fläche  9i  nur  rein  logarithmische  Unendlichkeitspunkte.  Auch  sind 
diese  Punkte  [zufolge  jenes  Satzes]  identisch  mit  Cj ,  c, ,  Cg ,  •  .  .  Cy,  und 
die  diesen  Punkten  entsprechenden  Logarithmus  -  Coefficienten  des  Inte- 
gp-als  F  identisch  mit  ft^ ,  |», ,  ft, ,  ...  fty . 

Will  man  also  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  Paragraphs  auf 
dieses  Integral  F  (a.)  in  Anwendung  bringen ,  so  hat  man  zuvörderst  in 
der  Fläche  91^^  einen  von  c,  über  c^,  c,  etc.  bis  Cj  laufenden  Schnitt  l 
auszuführen,  und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit  91^^^  zu  bezeichnen. 
Alsdann  wird  die  durch  die  Formel 


(a.) 


(b.) 


M  Z 

'tX')  -  fj  -  fd  \og  f   [»„J 


definirte  Function  F(e)  auf  der  unversehrten  Fläche  ffi  eindetiHg  und  stetig 
sein,  mit  Ausnahme  der  Punkte  c^,  c^,  Cg,  ...  Cy,  femer  mit  Ausnahme 
der  Cnrve  I,  endlich  mit  Ausnahme  der  Curven  a^,  ^^^(x  =i  i,  2, .  .  .  j>). 

Femer  wird  diese  Function  im  Bereich  U(Cy,  z)  oder  S[(yy,  t)  eines 
jeden  Punktes  c.  (j  <»  1,  2,  8^  .  .  .  J)  darsteUbar  sein  durch  die  Formel 

[c.)  F  {z)  ™  f*^  log  (f  -—  yj)  +  (eindeut.  stet.  Funct.  von  f). 

Bezeichnet  man  ferner  die  von  den  Punkten  C| ,  c, ,  c, , .  .  .  Cy  inter- 
ceptirten  einzelnen  Strecken  der  Cnrve  l  mit  ^^  ^s»  ^4t  •  •  •  '/— i,/»  ^ 
werden  die  Formeln  gelten: 


längs    2i, 

längs    2,, 

(d.)  längs    ?84 


Fi}.)  -  F(p) 2«»  (,*i  +  ^), 

F{X)  -  F(rt 2ni  (ft  +  fS  +  f»B), 


lang«  ^/-.i,y:  F(X)  -  F(9) ^2ni  (f*x  +  ji*,  +  f^u  •  •  •  +  f*y-i)- 


li. 
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l>a  f^^rb'vr  die  ruii-.tion  F{:     i  ?ufol£re  (b./l  im  go^'CDwartigen  Fall  di«; 
Form   li^^-itzt: 

loLT  /   :'•  —  loL""  /  ,:  \ 

al.-o  z.  ]'.  in  zwei  zu  beidt-n  Ufern  des  Sclmittes  a^  einander  gofienülter 
lieL^ehden  I'unkt-jn  :  W^rtlit'  liabrn  niuss,  die  sich  mir  um  ein  <;auzt'.s  Viel- 
bicli--.-  vcn  -2  Tri  iiiiterscbeidt-n  können,  .so  werden  die  in  (8.)  aufgcfülirtdi 
l'oiistauien  A.^  im  ^eLr»'nw;'rtiiren  Fall  gmize  Vulfuchc  von  2ni  sein.  Ana- 
loj'-'S  L'iit  von  den  H^.  Und  wir  t'rhalten  aleo  luv  die  Schnitte  a^,,  b, 
'•/.  =  1.  '1.  ...  //_   die  Formeln: 

binir.   a.^:   F[l)  -  F  o)  =  ^IttI  M^, 

\ih]'2->  }).-.  F  \      Fio^  =^  'j  T '•  y, , 

wo  die   -V^.  -N'    iranze  Zahlen  vorstellen. 

i^twa-  einlVicher  ;,^estalten  sich  diese  durch  (b.),  (c),  (d,),  (e.)  darge 
irtel.'.'.n   Sätze,    wenn   die    Polo    und    Nullpunkte    der   gegebenen  Functiou 
/  =  /   :;    -iinuntlich    €r^tcr    fJnhuo}'/    s^ind.      Alt-dann    ist    [Satz   pg.   l^*^ 
die   Anzahl    d<;r  J'olr^  ebenso  gro^s  wie  die  der  Nullpunkte,  mithin  J  eine 
Ifrrii'b:  Zahl;  .-oda.<s  man  also  die  Pole  mit 

C         C         ('  f 

aLdererb''i^-  di»-  Nullj^unkte  mit 

Cj  ,   d  j  ,    f,. ,    .  .  .    c^  ^^ 

bczeiehn-n  kann.     Und  gleichzeitig  ist  alsdann: 

.1  ...  .   .>  >    2  A  —  1  ' 

und 

(h  =  ."     =  '^.    -^  .  .  .  =  11.^  j^  ^  -}-  1. 

Ueingt-niilss  verwandeln  sicli  die  rechten  Seiten  der  Formeln  (d.)  ii^ltemirenu 
in  2ni  und  0;  .^odass  aUo  F ,^:)  längs  der  Strecken  l^^,  /^n  ^5c  ^^c.  liie 
Diflerenz  'Ini,  und  längs  der  Strecken  ?._,.,,  7^. ,  /,.-  etc.  gar  ÄTme?  Differenz 
besitzt.     Ahm  gelangt  dcdier  zu  Folgendem  Resultat: 

Fs  Sil  /"  =  f(z)  chtr  auf  M  reguläre  Function,  deren  Pole  tind  ^i'"' 
inoilUr  sdunnfUch  erster  Ordniuig  sind.     Die  Pole  seien  hezeidinct  vnt 

iüulerersrits  die  NullpiDdite  mit 

Consfniirt  nia)i   nun   in    der   FJäclie   1R  .    einen   von  c,    nach   c.»    2aMA'»''-" 
Schnitt  /,.^,   Kodaiüi    rincn    ro)'    Cg    nacl/   c,    laufenden  Schnitt  ].^^   etc.,  <""' 
lieh    iincn    ron  c..^-_i    )iach   c,^^  laufnden  Schnitt  h/^'_^  ^A'»  «n^^  ^^-^^ 
nd  man  die  FJäeJiC  d\  ,   nach  Ausfidirunq  dieser  K  Seh)nttc  mit 

>o  leird  die  dnrch  dt«    Fcn/nt^ 

.'       /  ,/  •      '  "^•''12  '.'1  •  ■  •    -JA-  1,  -JA  ' 

ihfniirti    Funtliot»    F  {:)   aaj   d'-r   unet  rsehrfi  n    Fläche  di  cindeu  ^^'J  ^" 
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stetig  sein  mit  Ausnahme  der  Punkte  c^^  c^,  c^^  ,  ,  .  c^j^,  der  Linien  ?i,, 
^41  •  •  •  W-i,2Ä^  **^  ^^  Curven  a^,  fc^  (x  «=  1,  2,  .  .  .  p). 

Ferner  wird  diese  Function  F{z)  im  Bereich  Vl{Cj,  z)  oder  %(y.,  f) 
eines  jeden  Punktes  c^  C/  =  1,  2,  3,  .  .  .  2Ä^)  darstellbar  sein  durch  die 
Formel: 
(C.)  F{z)  =-  fij  log  (f  —  y^  +  (eindeut.  stet  Fu^ct,  von  f), 

wo  ^^  =  —  1  oder  ^  +  1  ist,  jenachdem  Cj  zu  den  Polen  oder  Nullpunk- 
ten von  f  gehört.  Endlich  wird  diese  Function  in  den  Curven  Zj,,  l^^  etc. 
und  a^,  h^  mit  constanten  Differenzen  behaftet  sein: 

(längs      2,,:        F(l)  —  F(p)  =  2Ät, 
längs       /g, :        F(X)  -  F{q)  =^  2n  i , 


m 


iE.) 


längs  l,jr-i,  2Jr-  -^W  -  ^(9)  =  2«t, 

fZänijfs  ay.  F(l)  —  ^(9)  =  2ni  M^, 
[längs  b^ :  F{X)  —  JF(9)  =  2«t  N^, 

wo  die  M^,  N^  (x  =  1,  2,  .  .  .  p)  nicht  näher  bekannte  ganze  Zahlen 
vorstellen. 

Zweites  Beispiel.  —  In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  andere,  zam 
Theil  noch  einfachere  Sätze,  so  z.  B.  folgender: 

Es  sei  @  irgend  ein  einfach  zusammenhängender  Theü  der  ge- 
gebenen Fläche  9t.  Femer  sei  f(z)  eine  auf  ^  reguläre  Function^  die  auf 
@  nur  einen  Pol:  C|,  und  n'wr  einen  NuXlpu/nkt:  c,  besitzt.  Auch  seien 
der  Pol  Cj  %tnd  der  Nullpu/nkt  c,  beide  elementarer  Natur  d.  i.  erster 
Ordnung. 

Zieht  man  nun  innerhalb  @  irgend  einen  von  c,  nach  c^  laufenden 
Schnitt  l,  und  bezeichnet  die  Fläche  @  nach  Ausführung  dieses  S<^nittes 
mit  Sp  so  unrd  die  durch  die  Formel 


» 


definirte  Function  F{z)  auf  @  eindeutig  und  stetig  sein,  mit  Ausnahme 
der  Pttnkt^  c^,  c,  und  der  Linie  l. 

Und  zwar  wird  dieselbe  im  Bereich  yX(c.;  z)  oder  ^yj,  S)  des  PwtiA;- 
*e«  c,  C/  =»  1 ,  2)  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(G.)  F(z)  =  (—  1/  log  (t  —  yp  +  (eind.  stet.  Funct.  von  f), 

und  längs  der  von  q  nach  c,   laufenden  Linie  l  mit  der  constanten  Diffe- 
renz 2ni  behaftet  sein: 
[E.)  längs  h  F{X)  —  F(q)  =  2«t. 

Sehinssbemerknng.  —  In  diesem  ganzen  Gapitel  ist  zwischen  F  und 
F(z)  unterschieden  worden.  Denn  während  F  das  unbestimmte  Integral 
vorstellt,  repräsentirt  andererseits  F{z)  diejenige  eindeutige  Function,  in 
welche  das  Curven- Integral  dnrch  geeignete  Beschränkung  seiner  Integra- 
tionscurve  sich  verwaudelt. 


\ii\vriMliiii::  i\\'V   lliriiiiiini'x'lh'ii  FAiNtfUz-Tliroiviiie 
zur  I  iiTri-Niirliuii«^  iUt  Al>el'>i.lifii  liitr:j:raU\ 

S  1. 

Aufstellung  einiger  Hülfssätze. 
f)i'*  }•  •...'!:..!,  ;  =  I  _:     *oi   LI  .t  irufini   t-inriii  Tlicil  ®  (miht  Kit'- 

flu-  ^m-vTliIt.  w.'lriir  /  aiiiiiiKiiit  «liiT'-li  ><»ij«l»-ri.iiii:  <I<*^>  lifolleii  uihI 
IiiniL^iüitrt'ij.  Si.irli«  -  tV.-*Lr"-'"t/.t,  wir.]  iImn  i>"^>tir  über  tloii  Iiuinl 
vojj    3   ♦•r.-trrcktr  liit'-'jral 

I.ill>  nuin  3  in  kl''in»*  Miuk«'  II,,  IL,  .  .  U^  zerlei^t,  tulgemler- 
ma-><'ii   (lar-t«'irn;ir   >L'iii: 

•^3  -'U.  ^U,  ^^2 

(>(1<T^  lall>  man  j»'n»'  ^tüc-k«'  in  ihru  /(fif'i/h'ch>  n  Zustände  31^,  %^,  .  .  .31/ 
v«*r.-<'tzt,   an  li    l'<jl'j:end«*riiia-;>t'n: 

ii\)  f  i;dv=.-f  rdVA-  /■  r dv  +  .,.  +  f   Vdv, 

die  IntL'LTnitiont'n  jiosdir  erstreckt  ^'eclaclit  über  den  luiud  einer  jeileu 
l''lä(ln*   U/   re^ix'clive   "ii^. 

N[i('b   iin-crer  \^jraii^>t't'/uiiu'   i^t   nun   dir*   Funetiou  f  =  U -\r  ^^ 
auf   3.    niilliin    aueli    auf   IL,    und    also    auch    auf  5lx  ciudtnfig  und 
^tcfni.     Hieraus  aber  folirt   |Sat/.   nu'.  27  ],  da>s  das  Intej]fral 

/'      l'ilV 

-tet>  iKisitir  (»der  SidJ   i.si .    und  libei'dies.  (his>  ein  Xullsehi  des  Iiito- 
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grals  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  f  auf  8(x;  mithin  auch  auf 
Ux  constant  ist  Demgemäss  führt  die  Formel  (C.)  zu  folgendem  Satz : 
Ist  die  Function  f{z)  =  TJ  +  iV  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer 
Riemann'sdwn  Kugelfläche  9t  eindeutig  und  stetig,  so  toird  das  in 
positiver  Richtung  Ober  den  Band  von  ©  erstreckte  Integral 

(D.)  f^UdV 

stets  positiv  oder  Null  sein.  Und  zuxir  wird  ein  Nullsein  dieses 
Integrals  nur  dann  eintreten  können,  wenn  jene  Function  f(0)  auf  @ 
allenthalben  constant  ist. 

Entspricht  nun  die  Function  f(0)  den  Voraussetzungen  der  Ein- 
deutigkeit und  Stetigkeit  auf  der  ganzen  Riemann'schen  Kugelfläche  9i; 
so  kann  man,  bei  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes,  den  Theil  @ 
grösser  und  grösser  werden  lassen,  bis  er  schliesslich  in  9i  übergeht  In 
diesem  Augenblick  verschwindet  alsdann  die  Randcurve  von  ®  und 
mit  ihr  zugleich  auch  der  Werth  des  Integrals  (D.).  Und  aus  diesem 
Verschwinden  oder  Nullsein  des  Integrals  ergiebt  sich  alsdann,  auf 
Gmnd  des  vorstehenden  Satzes,  sofort,  dass  f(/)  auf  9i  allcfUhatben 
constant  sein  muss.  Also  der  Zusatz: 
(E.)  Ist  die  Function  f(z)  auf  einer  Biemann' sehen  Kugdfläche  91  über- 

all eindeutig  und  stetig,  so  unrd  sie  eine  Constante  sein. 

Dies  ist  der  schon  früher  [pg.  118]  gefundene  Satz,  Wir  haben 
jetzt  aber  die  Mittel  in  Händen,  um  denselben  bedeutend  zu  ver- 
allgemeinem. 

Es  sei  91  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  Eugelfläche. 
Wir  führen  in  derselben  irgend  welchen  Rückkehrschnitt  6  aus, 
and  denken  uns  eine  auf  9t  ausgebreitete  Function 

(F.)  f=f(g)=u+ir 

gegeben,  welche  auf  dem  linken  Ufer  von  a  um  eine  gegebene  Con- 
stante C  =  (^  4'  '^^)  gi^össer  als  auf  dem  recfiten  ist.  Sind  also 
A  und  Q  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  einander 
gegenüberliegende  Punkte,  so  soll  sein: 

m  -  /•(?)  ■=  c, 

id.)  ü{k)  —  Uiif)  =  Ä, 

7(A)  -  Vio)  =  B. 

Verschiebt  man  die  beiden  einander  gegenüberliegenden  Punkte  X, 
Q  unendlich  wenig  in  der  Richtung  des  Schnittes  6,  bis  sie  nach 
V,  q'  gelangen,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise: 
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an  -  /■(p')  =  <'. 


A' 


(H.)  VU')  —  U{^')  =  A,  ; -..  >a 

Wl')  —  l'fp')  =  n,  ?      ?' 

also,  falls  Diaa  die  Formolu  ((.J.),  (if.)  von  einander  subtraliirt: 

WO  die  Dill'erentiale  der  Verschiebung  AA'  respective  p(>'  entsprechen. 
Wir  nehmen  jetzt  an,  die  Function  f{/)  =  JJ  '\-  iV  sei,  abire- 
sehen  von  ihrer  in  a  vorliandenen  constanten  Differenz  C,  im  Ucbrigen 
auf  der  Fläche  SR  überall  eindeutig  und  stetig.  Oder  mit  auJern 
Worten:  Wir  nehmen  an,  dass  die  Function  diese  Eigenschafteu 
der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  ohne  irgend  welche  Ausnahme  auf 
derjenigen  FKiche  9to  besitzt,  welche  aus  SR  selber  durch  Ausfüh- 
rung des  Schnittes  0  entstanden  ist.  Zufolge  des  Satzes  (D.)  ^vird 
alsdann  das  positiv  über  den  Rand  von  9i/   erstreckte  Integral 

nv.)  4  f'äv 

stets  positiv  oder  NhU  sein,  und  den  Werth  Null  nur  dann  habeu 
kijunen,  wenn  f\z)  auf  %\a  überall  consfant  ist. 

Will  man  aber  den  Rand  von  SR^  positiv  umlaufen,  so  hat  mnu 
die  beiden  Ufer  von  (?,  und  zwar  das  linle  Ufer  stromabwärts,  tlas 
rechte  stromaufwärts  zu  durchwandern  [vgl.  pg.  173J.  Demgeinäss 
nimmt  das  Integral  (K.)  die  Gestalt  an: 

/^^    V  dV=fm)dV{X)-fj'(Q)dV(Q), 

wo  rechter  Iland  beide  Integrationen  stromabwärts ^  d.  i.  in  der  Ri^'b- 
tung  von  ö  zu  erstrecken  sind,  üemgemäss  sind  die  beiden  Di^^' 
rentiale  dV{k^  und  dV[Q)  als  Abbreviaturen  für  [F(A')  —  ^'v'-l 
und  [F(()'j  —  V(q)\  anzusehen,  mithin  nach  (I.)  einander  gteicfi- 
Man  erhält  also: 

/;    UdV==J'  \U{^-  U{9)\dVW, 

*^^  dl  ^   6 

oder  mit  Rücksicht  auf  ((t,): 
(L.)  f     rUV^AfdViX), 

oder  sclillessjich,  weil  ö  eine  (/cschlossvnc  Curve  ist: 

(M.)  /■   rdv=i). 
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Aus  dem  Nullsein  dieses  Integrals  ergiebt  sich  [zufolge  des 
Satzes  (D.)]  sofort,  dass  f(0)  auf  ?Ra  constant  ist.  Möglicherweise 
indessen  kann  91  durch  den  Schnitt  0  in  zwei  getrennte  Stücke  9t' 
und  fH"  zerfallen;  sodass  alsdann  unter  9la  das  System  dieser  bei- 
den Flächen  SR',  SR"  zu  verstehen  sein  würde.  In  diesem  Fall  würde 
aus  dem  Nnllsein  des  Integrals  (M.)  der  Schluss  zu  ziehen  sein^  dass 
die  Function  f(z)  auf  9t'  einen  constanten^  und  auf  91"  ebenfalls, 
aber  vielleicht  einen  andern  constanten  Werth  hai    Also  der  Satz: 

Es  sei  91  eine  beliebig  gegd>ene  Ricmann'sche  Kugelfläche^  und  ö 
irgend  eine  auf  91  gezeichnete^  in  sich  zurücklaufende  Ourve.  Ist  nun 
von  einer  Function  f(z)  bekannt,  dass  sie,  mit  Ausnahme  der  Curve  6, 
'^•)  auf  dl  überall  eindeutig  und  stetig,  längs  jener  Curve  aber  mit  irgend 
welcher  constanten  Werthdifferenz  behaftet  ist;  —  so  folgt  hieraus, 
dass  die  Function  eine  Constante,  respective  ein  System  von  zwei 
Constanten  ist. 

Man  kann  diesen  Satz  [zufolge  seiner  Ableitung]  sofort  auf  be- 
liebig viele  Curven  ausdehnen,  falls  nur  dieselben  einander  nicht 
schneiden;  und  erhält  so  den  allgemeinern  Satz: 

Sind  auf  91  beliebig  vide,  einander  nicht  schneidende  geschlossene 
Curven  ö,  0',  0",  . . .  gegAen,  und  ist  von  einer  Function  f{z)  bekcmnt, 
(0.)  dctös  sie,  abgesehen  von  diesen  Curven,  auf  91  eindeutig  und  stetig, 
und  dass  sie  längs  jeder  solchen  Curve  mit  irgend  welcher  constanten 
Werlhdifferenz  behaftet  ist;  —  so  folgt  hieraus^  dass  die  Function  eine 
Constante,  respective  ein  System  von  Constanten  ist. 

Unter  Umständen  gilt  übrigens  dieser  Satz  auch  dann  noch, 
wenn  die  Curven  0,  0',  0",  .  .  .  eitwmder  schneiden.  Bezeichnet  man 
nämlich  die  durch  Ausführung  dieser  Curven  oder  Schnitte  entste- 
hende Fläche  mit  ^aa'a'\.,y  so  erhält  man  analog  mit  (L.): 

^p.)         /         udv^Afdr(x)  +  A'fdrix)  +  ..,, 

falls  man  nämlich  unter  C={A  +  iE),  C  —  (A'  +  iE'), ...  die 
den  einzelnen  Curven  0,  0', ,  ,  .  entsprechenden  constanten  Differen- 
zen versteht. 

In  dieser  Formel  (P.)  sind  jetzt  die  Integrale  rechter  Hand 
nicht  mehr  Null.  So  wird  z.  B,  das  erste  dieser  Integrale,  falls  0 
nur  von  der  Curve  0'  und  auch  von  dieser  nur  einmal  geschnitten 
wird,  den  Werth  +  B'  haben.  U.  s.  w.  Wie  dem  auch  sei,  —  jeden- 
falls wird  die  Formel  (P.),  falls  man  annimmt,  dass  A,  A',  A",  . . . 
sämmtlich  «=  0,  mithin  0,  C,  C"  . . .  sämmtlich  rein  imaginär  seien, 
die  Gestalt  annehmen: 
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(Q.)  r  UdV^O- 


;«„„  „ 


woraus   alsdaiiii   wiedoriiiu    M*^t,   dass  /"(/)    auf  9io„'a"...  coustaut. 
respective  ein  System  von  C^oiistauton  ist. 

Seil )i(i den  also  die  (^unx'u  ö,  0\  ö'\  .  ..  cinmidcr,  so  wird  (kr 
(Ii.)  vorlienjelmide  Satz  (0.)  trofulrm  noeli  (jelU)},  falls  nur  feststeht ^  (fc 
die  diesen  Cnrcen  eufspreclie)idr)h  co)islcüüe)t  DilJ'erenzen  sämmtlich  rein 
irnaginär  sind. 

Und  hieraus  l'olü,!  weiter,  dass  der  Satz  für  einander  scJincidetnh 
(S.)  Cnrven   aueh  dann  (jilt,   wenn  je)ie  Differenzen  sämmtlicli  reell  sind. 
Demi  hat  z.  13.  f{z)  lauter  reelle  DiÜerenzL'U,  so  wird  die  Functiou 
//"(/)  lauter  rein  inui<^*inrire  Dill'erenzeu  besitzen.    U.  s.  av. 

Der  Satz  (0.)  gilt  für  jedwedes  auf  ^)i  gezogene  Curveiisystem 
(J,  <>',  ö",  .  .  .  ,  falls  nur  die  einzelnen  C^irven  einander  nicht  scliuei- 
den,  und  ist  daher  z.  J],  olnie  Weiteres  anwendbar  auf  die  Kie- 
maun'schen  Curven  a^,  a,,,  .  .  .  a^,.  Er  lautet  alsdann  folgender- 
massen : 

Eine  Funetian   f(z),   ivvlelte  auf  der  (/ei/chencn  Fläche  9i,  alxje- 
(1.)  sehe)i  von  den   Curven    a^,  do,  .  .  .  r(^,,  eindcntif/   und  stetig^   in  diesru 
Cnrreji  aher  mit   conslanicn    Di/jerenzen  behaftet  istj    tvird  nothucn- 
di(jer   Weise  eine  Von  st  ante  sein. 

Desgleichen  kann  man  jenen  Satz  (O.j  auf  die  Kiemann'schen 
Curven  Z>j,  h.^^  -  ^  .  hj,  anwenden,  mithin  sagen: 

Fi)/e  Funeti(ni  f{z)j  die  auf'üx,  ahtfe^ehen  von  den  Curven  6,,  &,m 
(2.)  ...hj,^  ei)uleuti(i   und  slrfitj^   in  diesen   Curven  aher  mit  constanfen 
J)i/ferenze)i.  behaftet  istj  muss  notin re)uli(i  eine  Constante  sein. 

Andererseits  aber  wird  der  Satz  {II.) ,  (»S.)  anwendbar  sein  auf 
alle  2])  Curven  «j,  r^,  .  . .  «/.,^,  ,b.,,  .  .  .  bjj  zusammengenommen;  und 
alsdann  foltceiulerniassen  lauten: 

Fine  Futietion  f{z),  die  auf'dx,  ab(/esehen  von  den  Curven  a^^  a^- 

...Up,  /;, ,  />j,  .../>/;,   eindeufifi  uiul  sleti(f^   in   diesen.  Curveii  aher  mit 

(;>.)  eonstanfe)f  Differenzen  behaftet  ist,  wird  eine  Constante  sein,  falls 

jene  Differenzen  e)du:eder  sännnflieh  rcelf  oder  aber  sämmtlich  rein 

imatji'när  sind. 

>   -• 

Vorläufige  Bemerkungen  über  das  Dii'ichlet'sche  Minimtun-Princip 
und  die  Riemann'^schen  Existenz-Theoreme. 

Soll  irgend  eine  Kieuiauu'selu^  Kuo'eltläche  construirt  werdeu. 
so  kann  nuin  über  die  Anzahl  iiirer  Blätter,  sowie  über  die  Anzahl, 
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Lage  und  Beschaffenheit  ihrer  Uebergangslinien  und  Windungspunkte 
in  unUkürlicher  Weise  disponiren. 

Eine  solche  toillhürlich  constniirte  Riemann'sche  Kugelflädie  mag 
gegeben  sein;  sie  soll  die  feste  und  unveränderliche  Basis  bilden 
(4.)  ßr  unsere  weiteren  Betrachtungen.  Die  Fläche  selber  mag  mit  SR,  und 
der  Grad  ihres  Ztisammenhanges  mit  2p  bemchnet  sein.  Auch  mögen 
auf  ihr  die  Biemann'schen  Ourven  oder  Schnitte  a^,  o», . . .  «p,  b^,  b^, 
,..bp  construirt  gedadit  werden. 

Will  man  nun  von  Functionen  q>(i),  die  auf  dieser  Fläche  91 
regulär  sind,  respective  von  den  Integralen  solcher  Functionen  spre- 
chen, so  erhebt  sich  zuvörderst  die  Frage,  ob  derartige  Functionen 
und  Integrale  wirklich  existiren.  Diese  Frage  ist  bejahend  zu  be- 
antworten, wie  solches  im  gegenwärtigen  Capitel,  auf  Grund  des 
Dirichleifschen  Minimum-Princips,  oder  (besser  ausgedrückt)  auf  Grund 
der  von  Biemann  aus  jenem  Minimum-Princip  abstrahirten  Existenz- 
Theoreme,  gezeigt  werden  soll*). 

Und  zwar  wird  sich  in  dieser  Weise  ergeben,  dass  unendlicli 
viele  auf  91  reguläre  Functionen  q)(js)  existiren.  Solches  constatirt, 
entsteht  alsdann  der  Wunsch,  diese  unendlich  vielen  Functionen 
q>{z),  sowie  die  zugehörigen  Integrale 

F  =  fq>(/)dz 

durch  irgend  welche  Mittel  zu  individualisiren.  Mit  andern  Worten: 
Es  entsteht  die  Aufgabe,  jedwedes  individuelle  q>  oder  F  kenntlich 
zu  machen,  also  Bedingungen  zu  entdecken,  die  zur  Bestimmung 
eines  solchen  individuellen  q>  oder  F  ausreichend  sind.  —  Auch  zur 
Absolvirung  dieser  Aufgabe  werden  jene  Biemann' sehen  Existenz- 
Theoreme  die  erforderlichen  Mittel  darbieten. 

Jene  Theoreme  sind,  wie  schon  bemerkt  wurde,  von  Riemann 
aus  einem  gewissen  Minimum -Princip  abgeleitet  worden**).  Und 
wenn  auch  diese  Methode  der  Ableitung,  bei  dem  heutigen  Stand- 
punkte der  Wissenschaft,  nur  als  eine  mangeUiafte,  höchstens  als 


*)  Jenes  Minimom-Princip,  welches  Dirichlet  in  seinen  Vorlesungen  über 
die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung  proportionalen  Kräfte  anzu- 
wenden pflegte,  verdankt  übrigens  seinen  Ursprung  wahrscheinlich  einem  ähn- 
lichen Gedanken  von  Gauss  [vgl.  Gauss  Ges.  Werke  Bd.  6,  pg.  232  —  35  und 
überdies  auch  Biemann'B  Ges.  Werke  pg.  90]. 

^  Die  Art  und  Weise  dieser  Ableitung  ist  von  mir  näher  exponirt  wor- 
den in  meiner  kleinen  Schrift:  Das  DiricMet^sche  Frincip,  in  seiner  Anwen- 
dung auf  die  Biemann'schen  Flächen.    Leipzig,  bei  Teubner,  1866. 


/.    c 
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/S ./    .  /-  - .  -  -^     . 

',.'.--  0';>Y,/jt/,, ,  ff.^;  M-*j.  .  .-  ;:./.-"..-:.  >r.  S',»  wird  man  trotzdem 
/',  r  \:jv:''/  vr  1  :.»•  .r^r:.,-  »-..■•r  :;...!:'  z'i  f.-- zw  vi  fein  wai^en.  In 
r  1  f.'j"  n.n  i' r.  'iv-r  A::-.:/.  <;  i--  i^  iii  j-Lie  Tii^-oreme  in  vülli(r 
*f'r.'/'T  .\rt  -/ .  r;^;v.  f:i--ij  In.  '"' ;ix',':-  i-t  niiiteis  «Ihf  von  mir  eiit- 
'.<'fr. *^'r,  M^'Jhoflt  //V ,  fjr'ifh)n*'>-ö"t'  JL^^^h,  iin-i  untt^r  Zuliülfeiiahme 
'/'•7/j  -'.^T  <'h^'fj};i  il-  von  ri;ir  ;iiiL^»u^'/t;"jiHr  *  <')i>hnintr,)'(St Jitji  ^IdJuKh  n^\. 
W  \i'  <\*']i\  ■,\\i(\\  '->-i.  -  j<'dt-iit;iils  w^-rtie  icii  die  in  Rede  stehen- 
d'-n  \\\c]]\',\\\)\  -<\\c\\  I  }j('or»'ii;»'  iiu  Fol'jfenden  als  corncf  voraussetzen. 
|rli  vji'V^V'.  dic-'-l  1*^11,  oliu^'  mit  ilir<n  Ii»-\veis  einziitxelieii,  reiu  Vi<^'y 
1 1  ,rlf  niittlicih'Fi  und  di^-.-^dlx'ii  sod;uiij  zur  LJa^^is  meiner  weitern  Be- 
tTJuddiinj^ffi    n^diriM'M. 

§*) 

IfiMtorJHf'ho  Mittlioilung  clor  Riemann'schen  Existenz-Theoreme. 

|)«'nl\l  tiian  sicli  aut"  dr-r  ;^ei^el)enen  Fläcdie  tR  (4.)  eine  Fiiuc- 
lion  I  (r.)  a(iH;j^rl)rr'il.<d,  die  in  den  Ciirven  (ly^  by.  [ti  =  1,  2,  . .  .j))  luit 
njM'rid  vv<d(  Immi  I )ill'<'i-rnz<'n  Ixdiaitet  i.st,  so  soll  unter  einer  solchen 
|)jir<T<'n/  !tlrl:<  di«*j('ni;4'<'  (Quantität  verstanden  werden,  um  welclie 
du«  Function  am  linL(u  Hier  o*röss(»r  als  am  rechten  ist.  Nimmt 
niiin  nun  an,  jrnr  Curvrn  (ly,  hy  {x  =^  1,2,..  . p)  seien  auf  der  Flilche 
;l|  in  Ih' ijinirnh'r  \\  risr  festoesetzt,  so  gilt  nach  Kiemann  folgen- 
d«T   !  'iitz: 

MphIoh  Mxlstt^n/Thooreni.     -    As  r.visfirf  stets  eine  Fundm 

li»)  I.  /(.)  .sc//  <o//  ^)i,   (ih(iiS(h(ii   von  (im   2p  Curvcn  a^j  6x,  ^'^i' 

i/f  /< //</  n  u (/  sh  f  t (f  s<  in. 

II  /  i  '^  so//  /;/   /V;/o/  ('Krr(}i  (iy,  by  mit  C(nistauten  Differc)i:(n 

h,/hi/(<f  Nr//;.  (Irni;  idUr    Tb<  Ht    r  > rof  St  h r i (  boir  ^V(rtJlr  hr^itzen. 

Aus    «hrsi'tu    rhi'orciu    (Mi:ii>l>t   suh.    mit   Kücksicbt  auf  (30.)  pg.  *218, 
.olo\l   »lir    /.!»>■.'.»;.    il«M-   Abilsilion   lutoijrale  erster  Gattung. 

Wir   n\arkir(Mi   it^t.t    aut   r.or    Fiäiho  ^K    einen    beliebigen   Punkt 

,  .    un«l    lu\(Milineu    ilas    Ivmou  li    liiesos    Funktes   mit    U(c,  ^)   oder 

Vi  i    .  :.V      luutMh.ilb  liii'so^   F>erouiio5   wird  alsdann  die  F^imction 

^         .      V-=  1    *':>..  .") 
V "  .  .  \  •  ^  *  - ' 

N   ;^  ,   .•    V      /• ",   .».  <    •>','••,    .V  ■    '.    .*.'    r.  ^,   >vw:e  die  in  Rede  stehenden 

X.    .        ^'      ..).  .    VV..1    \  .^.-    ■•  •'.    V..::    .v.-.ce  >,  :::et  worden   in  den  Be- 

\\.'    ,      ...    :\>'    ^.^•.,^    k\<    ,',    \N   >-    •/:•.    \-.  :.    ur.A  ol    <,  »ct.  ISTO),  sowie  auch 

u\  ,,,  ..   V>..       V- "  >  .  V  ^S/.     ;:.   '<    >/*-       -   .;..::    .»V-r   .i-,:?fr.hrlicher  pnblicirt 

XU  u\,^.   .  i\  \\  .    V,       ,-/•.    .    V    .  .  .V."      w    "   > . .  r  *.  <:.'^,e   Potmtial,  Lei|>- 

X«  ^ ^  'V 
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eindeutig  und  stetig  sein^  bis  auf  einen  in  Cy  respective  y  liegenden 
Pol  N^  Ordnung.  Denkt  man  sich  nun  die  Curven  a^,  K  (x  =  1^ 
2,,.,p)f  femer  den  Punkt  c  und  die  Zahl  ^in  bestimmter  Weise 
festgesetzt;  so  gilt  nach  Biemann  folgender  Satz: 

Zweites  Existenz -Theorem.  —  Es  existirt  stets  eine  Function 

f{ß)y  die  den  beiden  Bedingungen  genügt: 

(6,)  I.    f{z)  soll,  abgesehen  vom  Punkte  c  und  den  Curven  a»,  bx 

(x  =  1,  2, . . .  jp),  auf  yt  eindeutig  und  stetig  sein, 

11.    f{s)  soll  im  Punkte  e  in  solcher  Weise  unstetig  sein,  dass  die 

Differenz  f{z)  —  f^{ß)  im  Bereich  des  Punktes  stetig  bleibt     Ueber- 

dies  soll  f(z)  in  den  Curven  a^j  bx  mit  constanten  Differenzen  be- 

tiaftet  sein,  deren  reelle  Theüe  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Ans  diesem  Theorem  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (42.)  pg.  220,  sofort  die 
Existenz  der  elementaren  AbeKschen  Integrale  zweiter  (jattung. 

Sind  auf  der  Fläche  91  die  Riemann'schen  Curven  Ox,  bx  ge- 
zeichnet, und  überdies  irgend  zwei  Punkte  c^,  c^  festgesetzt^  so  wird 
man  stets  auf  91  eine  von  c^  nach  c^  gehende  und  die  Curven  ax, 
bx  vermeidende  Linie  l  ziehen  können.  Denkt  man  sich  für  jed- 
weden Punkt  der  Linie  l  das  Bereich  markirt,  so  werden  all'  diese 
Bereiche  zusammengenommen  ein  gewisses  Flächenstück  bilden.  Und 
dieses  Flächenstück  mag  kurzweg  das  Bereidi  der  Linie  l  heissen. 
Vgl.  die  Erläuterung  auf  pg.  240. 

Es  sei  nun  f*{z)  irgend  eine  Function^  die  im  Bereich  der 
Linie  l  eindeutig  und  stetig  ist,  bis  auf  irgend  welche  in  der  Linie 
l  selbst  vorhandene  Unstetigkeiten.  Denkt  man  sich  die  Curven  ax, 
bx,  femer  die  Linie  l  und  die  derselben  zugehörige  Function  f*{z) 
in  bestimmter  Weise  festgesetzt^  so  gilt  nach  Riemann  folgender  Satz: 

Drittes  Existenz -Theorem.  —  Es  existirt  stets  eine  Function 
f{z),  welche  die  beiden  Bedingungen  erftillt: 
(7.j  L    f{z)  soll,  abgesehen  von  der  Linie  l  und  den  Curven  ax,  bx 

(x  =  1,2,..  ,p),  auf  91  eindeutig  und  stetig  sein; 

IL   f(z)  soll  in  der  Linie  l  in  solcher  Weise  unstetig  sein,  dass 

die  Differenz  f(z)  —  f*{is)  im  Bereich  der  Linie  l  stetig  bleibt.   Ueber- 

dies  soll  f{z)  in  den  Curven  ax,  bx  mit  constanten  Differenzen  be- 

liaßet  sein,  derefh  reelle  Theile  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Aus  diesem  Theorem  ergiebt  sich,  mit  Bücksicht  auf  (66.)  pg.  227, 
die  Existenz  der  elementaren  Integrale  dritter  Gattung;  wie  solches  später 
näher  dargelegt  werden  wird. 

Die  im  dritten  Theorem  auftretende  Linie  l  kann  beliebig  kurz 
sein,  also  z.  B.  auch  zu  einem  einzelnen  Punkte  zusammenschrumpfen. 


240  Zehntes  Capitel. 

Und   mit    Uiicksicht    hierauf  erkennt   man    vSofort,   dass  das  frühere 
zweite  Theorem  nur  ein  specieller  Fall  des  dritten  ist. 

Uebrigens  hat  Riemann  selber  die  genannten  Theoreme  in  einer 
viel  complicirteren  inul  den  Ueberblick  sehr  erschwerenden  Wei>e 
ausgesprochen  [hMemann's  (ics.  Werke  pg.  97,  98J.  Ein  wenig  ein- 
facher dürfte  bereits  die  Form  gewesen  sein,  in  welclier  ich  diese 
Theoreme  in  der  schon  citirten  Schrift  |l)as  Dirichlet'sche  Prin- 
cip  etc.,  bei  IVubner,  ISO;")!  ausgesprochen  habe.  Ganz  beson- 
ders aber  dürfte  durch  ihre  Einfachheit  diejenige  Fassung  sich  em- 
pfehlen, in  welcher  ich  hier,  im  gegenwartigen  Paragraph,  diese 
Theoreme  dargelegt  luibe.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  das  gegenwär- 
tige crsk  Thron  ))i  unmittelbar  aus  dem  »Satz  pg.  53  der  citirten 
Schrift  [von  IHiiöl  folgt;  und  dass  andererseits  das  gegenwärtiire 
ziveitc  und  dvitk:  Theorem  aus  deii  Sätzen  pg.  ö3  und  70  jener  Schritt 

sich  ergeben. 

Erläuterung.  —  Ik^stebt  die  Linie  /  (pijf.  239)  aus  lauter  fjcidihnlvJnn 
Punkten  (keinen  Winduiii^si »unkten),  so  wird  das  Bereich  der  Link  l  durcli 
einen  schmalen  Flilcbeubtreifeu  darjj^estellt  sein,  der  die  Linie  l  in  sich 
enthält,  und  denken  Uandeurvc  nirgends  hart  an  /  heranreicht.  Doch  wird 
man  von  dem  Bereich  der  Linie  /  auch  donn  sich  eine  deutliche  Vorstel- 
lung bilden  können,  wenn  die  Linie  /  M'indunifSjninl'te  enthält.  Ist  z.  !>• 
der  Auv^gangspunkt  c,  der  Linie  l  ein  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ord- 
nung, während  alle  übrig«'n  Punkte  von  /  gewöhnliche  Punkte  sind,  so  be- 
steht das  Bereich  drr  Linie  /  aus  einer  kleinen  um  c,  beschriebenen  w-bUitt- 
rigeu  Windungsfläche,  der  sieh,  an  einer  bestimmten  Stelle  ihrer  Peri- 
pherie, ein  gewöhnlicher  einblättriger  Fläcbenstreifen  anschliesst. 

S  4. 
Die  der  gegebenen  Riemann'schen  Kugelfläche  9i  zugehörigen 

AbePsehen  Integrale  erster  Gattung. 

Auf  der  gegebenen  Fläche  9i  mögen  die  Ourven  öt^,  bx{^==^' 
2,  .  .  .  2^  in  bestimmter  Weise  festgesetzt  und  in  irgend  welclier 
Ueihenfolge  mit  a^,  (?..,  a.,  ...  öo^,  bezeichnet  sein.  Nach  dem  Kie- 
nmnn^schen  Theorem  ( 5.j  exisfhi  alsdann  stets  eine  Function  /(.:). 
die  folgenden  Bedingungen  entspricht: 

1.  /"(.:)  soll  auf  9i,  abgesehen  von  den  Curven  0^,  ö^i  •  •  •  ^-r 
eindeutig  und  stetig  sein. 

Jl.  /'(^')  soll  in  jenen  Ourven  constante  Differenzen  besitzen: 
A'i)_|«  Mii)^  A'-'  ;+  iW\  .  .  .  A^->^+  iM^^p\  deren  reelle  Theile 
A"^,  A'"^  .  .  .  A^^'^'^  vorgcschrichene  Werthe  haben. 

Auch  ist  die  lumetion  f[.:)  dureli  die  Ihulimpmgcn  I.,  II.  ev>//- 
.sfä)idifj   hesfi)H)H/,    Ins   auf  eine  additive   Constante.     Denn  existirtcn 
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zwei  diesen  Bedingungen  entsprechende  Functionen  f(e)  und  /^(^), 
so  würde  ihre  Differenz 

xiz)  -  m  -  f'iz) 

auf  81,  abgesehen  von  den  Curven  6^,  6^,  .  .  .  ö^p,  eindeutig  und 
stetig,  in  diesen  Curyen  aber  mit  constanten,  und  zwar  rein  imagi- 
nären Differenzen  behaftet  sein.  Folglich  würde  sie  [Satz  (3.)  pg.  236] 
eine  Qmstante  sein.     Q.  e.  d. 

Die  durch  die  Bedingungen  I.,  II.  charakterisirte  Function  f{g) 
ist  aber  nach  (36.)  pg.  218  ein  Abd'sches  Integral  erster  Gattung]  so 
dass  man  also  sagen  kann: 

Für  die  gegebene  Fläche  81  existirt  ein,  und,  abgesehen  von  einer 
(8.)  unbestimmten  additiven  Constanten,  nur  ein  einziges  Integral  erster  Gat- 
tung W(z),  dessen  canstante  Differenzen  in  den  Curven  6^,  o^, . . .  6%p 
vorgeschriebene  reelle  Theile  A^'^  A^*^,  .  .  .  A^*^^  besitzen*). 

Jeder  neuen  Wahl  der  A^*^  entspricht  also  ein  neues  Integral 
W{ss),  Es  fragt  sich,  wie  viele  unter  diesen  von  einander  linear 
unabhängig,  nämlich  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  zwischen 
ihnen  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  möglich 
ist.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  denken  wir  uns  irgend  welche 
Anzahl  solcher  Integrale:  W^{z),  W^{z)y , . .  Wq{z),  deren  constante 
Differenzen  in  den  Curven  6^  mit  A/'')  +  iMi<'),  Ag^''^  +  iM^^''), 
.  .  .  1^*^  +  ^M^^*^  bezeichnet  sein  mögen,  und  bilden  sodann,  unter 
Zuhülfenahme  beliebiger  Constanten  K^,  K^,  K^  . . .  Kq  das  Aggregat: 

w  =  K^  +  K,W,+  K^W^ . . .  +  K,W,.  ^ 

Diese  neue  Function  w  ist  offenbar  wiederum  ein  Integral  erster  Gat- 
tung, Denn  sie  ist  (ebenso  wie  W^,  W^,..,W^  auf  81,  abgesehen 
von  den  Curven  <^x;  eindeutig  und  stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit 
constanten  Differenzen  behaftet.  Letztere  lassen  sich  sofort  angeben. 
Bildet  man  nämlich  das  w  für  zwei  auf  dem  linken  und  rechten 
Ufer  von  6x  einander  gegenüberliegende  Punkte  l  und  r,  und  suh- 
trahirt  man  die  so  entstehenden  beiden  Formeln  von  einander,  so 
erhält  man: 


*)  Während  im  vorhergehenden  Capitel  die  AbeFschen  Integrale  erster, 
zweiter  nnd  dritter  Gattung  promiscue  mit  F  bezeichnet  worden,  wird  es  zweck- 
mässig sein,  fortan  eine  Sonderung  eintreten  zu  lassen.  In  der  That  werde  ich 
fortan  die  Integrale  er^er  Gattnng  mit  ir,  tr,  w,  femer  die  elementaren  Inte- 
grale siceiUr  Gattnng  mit  T^  t  oder  genauer  mit  7"^,  t^,  endlich  die  elementaren 
Integrale  dritter  Gattung  mit  TT,  0  oder  genauer  mit  TT^  c. «  ®c  c  bezeichnen. 
Dabei  sollen  durch  die  beigefügten  Indices  die  Unendlichkeitspunkte  der  in 
Rede  stehenden  Integrale  angedeutet  sein. 

N  •  tt  m  a  n  n ,  AbeVaehe «Integrale,    i.  Aufl.  16 
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iv(l)  -  iv(r)  =  7iJ  ][;(/)-  \V,(r)\  +  7C[li;(/)  -  W,{r)\+'-' 

(1.  i. 

wo  alsdann   A^^^  -)--  if'^^'^^   die   eoiistante    Ditfcrenz  der  Function  w  i^^ 
der  Curve  öy  vorstellt. 

Setzt  man  zur  Sonderun^  dos  Reellen  und  Imaerinaren: 

K^  =  Li  —  ij\lxj    iC  =  A,  —  /iVo,  .  .  .    K,i  =  L,j  —  iM,j,  ^) 
so  ergiebt  sich  aus  der  letzten  Formel  für  A^''^  der  Ausdruck: 

und  ebenso  ein  entsj>rechender  Ausdruck  für  /t^''^ 

Bildet  man  die  Formel  (D.)  der  Reihe  nach  für  siimmtliclie  Kur- 
ven öyr^  d.  i.  für  X  =  1,2,  l>,  .  .  .  2jf>,  so  erhält  man  im  Ganzen  -V 
(ileichungen,  aus  den(*u  die  Constanten  L,  M  clinüuirhar  sciu  wer- 
den, falls  ihre  Anzahl  2r/  <  2p  ist.  Durch  eine  solche  Eliminaiion 
ergeben  sich  also  dann  eine  oder  mehrere  llelationcHy  durch  tveuM 
die  A""^   dircH  an  einander  mid  an  die  l\y\  [Ay^  geletiet  sind. 

Ist  also  q  <^^  und  denkt  man  sich  die  Functionen  TF,,  IF^,  -•-"•? 
und  die  denselben  zugehörigen  Constanten  A/''',  M/^^  in  bestitt»^" 
ter  Weise  festtresetzt,  so  wird  die  Formel 

(10.)  w  =  a;  +  K,  \\\  + 1\\  iF, . . .  +  K, n;, 

wie  man  die  A"s  auch  wählen  mag,  immer  nur  solche  w  lief^r^' 
deren  A""^  an  einander  und  an  diese  t\y\  M/""^  durch  jene  Relati^^^*^° 
gefesselt  sind.  Nimmt  man  daher  für  die  A^''^  irgend  welcho  j^^^" 
Relationen  nieJd  entsprochende  (konstanten,  so  ist  man  sicher,  ^  "^^ 
das  diesen  A^*^^  auf  (irund  dos  Satzes  (S.)  zugeh(*>rige  Integral  tV  ^^^^ 
Formel  (10.)  m/c//^  subsumirbar,  also  mit  W^,  ]\\j  .,  .W,j  nicht  cl*^^^ 
eine   lineare  (jUeichunf;   mit    constanten  ('Oofticienten  verbundei^     ^ 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Sind  irgend  weleh^ 
tegrale  erster  Gattung:     Uj,    \V.,,  .  ,  .   IF;,   deren  Anzahl  q<if>    ^^^ 
soll,  in  bestimmter  Weise  festgesetzt,   so  wird  stets  ein  {q  -}-    ^^ 
Integral  erster  Gattung  existiren,  irclrlics  von    11',,  TF^,  .  .  .  W,j  H^^^^ 
nnahhümiiii  ist.     Bringt  mau  aber  diesen  Satz  der  Reilie  nach    ^^ 

q=  1,2,  r>,  ...  i}!  —  1) 
in  Anwendung,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

*)  Eb  sollen  also  die  />,  M,  ebenso  wie  die  A,  M,  reelle  Constanten    ^ 

stellen. 


:.e.s 
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Zur  gegebenen  Riemann'sdien  Ktufelflüdie  91  gehören  stets  p  Inte- 
(11.)  grcUe  erster  Gattung:  TVj,  W^, . . .  Wpy  die  von  einander  linear  un- 
abhängig sind,  rf.  Ä.  zwischen  denen  keine  lineare  Gleichung  mit  con- 
stanten  Coefficienten  stattfindet. 

Denkt  man  sich  jetzt  diese  W^,  W^, . . .  IVpin  bestimmter  Weise 
fixirt,  so  kann  man  aus  denselben  durch  Multiplication  mit  constan- 
ten  Coefficienten  und  Addition  unendlich  viele  andere  Integrale 
erster  Gattung  ableiten.     Versteht  man  nämlich  unter 

jKJ,  =  io  —  HHq,    Ki^=>  Li  —  iMi,  ...    Kp^=^  Lp  —  iMp 

irgend    welche    wülMirlich    zu    wählende  Constanten,    so    wird  das 

Aggregat 

(12.)  u)=^K^  +  K,W^-\-  Ä^Tr^ . . .  +  ü:^  Wp, 

oder,  ausfuhrlicher  geschrieben: 

{\i)w=^{L^^iM^)  +  {L,^iM,)W,  +  {^--iM;)W^,..  +  {Lp^iMp)Wp 

stets  wiederum  ein  Integral  erster  Gattung  sein;  wie  solches  aus 
unsern  früheren  Betrachtungen  pg.  241  unmittelbar  folgt  Auch  sind 
die  constanten  Differenzen  A^*^  +  *f*^"^  welche  dieses  neue  Integral 
IT  in  den  Curven  fix  besitzt,  sofort  angebbar.    So  ist  z.  B.  [vgl.  (9.)J: 

(14.)  A<*) = (Z A^'^ +L^I^^^\ . .  +  i^ A^^'O  +  W  Mi^*)  +  Jf«  Mg«'). . .+Mp M,«'')), 

X  =  1 ,  2,  3, ...  2p, 

falls  man  nämlich  unter  A/'>  + « M/''),  Aa««)  +  iMg«*),  . . .  A^^')  +  iMp<'> 
die  constanten  Differenzen  jener  p  Grundintegrale  }]\,  IFg, . . .  Wp 
versteht 

Hieran  knQpft  sich  die  wichtige  Bemerkung,  dass  die  Deter- 
minante: 

■  A/i)  Agt»)  . . .  Ap<i)  M/i)  Mj(*)  . . .  Mp^i) 

Ai<*)  Aj<«)  . . .  Ap(«)  Mi'2>  M,W  . . .  Mp««) 


(15.) 


Aj(«p)  AjW . . .  Ap««*»  M/«'»)  M2<*^) . . .  MpW ' 

nothwendiger  Weise  von  Null  verschieden  ist.  Wäre  nämlich  die- 
selbe SS  0,  so  konnte  man  die  Constanten  L,  M  in  (14.)  so  wühlen, 
dass  sämmtliche  X^''^  verschwinden  [man  braucht  zu  diesem  Zweck 
für  die  L,  M  nur  gewisse  Subdeterminanten  von  A  zu  nehmen]. 
Das  diesen  L,  M  entsprechende  w  (13.)  würde  alsdann  in  den  Cur- 
ven öx  mit  lauter  rein  imaginären  Differenzen  behaftet,  also  [nach 
Satz  (3.)]  eine  Constante  sein.  Es  würde  also  dann  die  Formel  (13.) 
eine  zwischen  den  Wi,  H^^, . . .  Wp  stattfindende  Gleichung  mit  con- 
stanten Coefficienten  vorstellen;  —  was  der  Natur  der  Functionen 

16* 
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\V\,   llo,  .  .  .    IT;,  widerspricht  \\<f\,  (ll.)l-    Folglich  wird  jene  Deter- 
minante A  (IT).)  notliwendit^er  Weise  ron  Xtdl  vcrschicäen  sein. 

Bemerkung.  -  Ih'cse  von  ln'iemaiin  gej:^ebeno  und  von  andern  Auto- 
ren oline  Weiteres  wieilerholte  Schlusstül^erunj]^  bedarf,  falls  sie  streng 
sein  80II,  einer  tjewissen  Modifiration,  bei  welcher  nicht  nur  die  Determi- 
nante A  selber,  vsondern  auch  ihre  sünnntlicJirn  Subdeterminantcn  eine  Rolle 
sjiielen.  Dabei  ma^  jedwede  aus  ./  Horizontal-  und  ./  Vertikalreihen  be- 
stehende Subdeterniinante  mit  A  l)ez(iclinet  werden:  so  dass  also  z.  B.  A^, 
nichts  Anderes  sein  wird  aU  A  selber,  uml  A,  nichts  Anderes  als  eine  Col 
lectivbezeichnung  sihnmtlicher  Kiemente  A,  M. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  die  Dett-rrainante  A  oder  A.,,,  aei  =  0, 
die  hii'rans  sich  erj^ebenden  Cons<»quenzen  entwick^dn,  und  zeigen,  das^s 
diese  ('on^equenzen  zu  einem  Absurdum  führen. 

Verüchwiiidet  A  d.  i.  A..  ,  so  kr>nnen  sämmtliche  i^'^^  (l-l  )  dadurch 
zu  Null  fj^miacht  werden,  das  mau  die  (quadratförmi^e)  Tafel  der  4^-  Sub- 
determinanten  A.,  j  hinschreibt  und  die  *J|)  Constanten  X,  M  mit  ircrentl 
einer  beliebi^^'^en  Horizoutalreihe  dieser  Tafel  identiticirt.  Hieraus  folgt  als- 
dann I  wie  vorhin  ausführlich  er^irtert  ist],  dass  zwischen  den  )(', ,  ll'., 
...  \V  eine  lineare  (Ileichung  mit  constanten  ('oefficifnten  stattfindet; 
—  e.H  Sri  (h  im,  dass  dirsr  ('(tef/küntr)!  säminilic/i   =  0  sind. 

Dieser  Ausnahmefall  ist  aber,  weil  die  in  Rede  stehenden  Coelti- 
cienten  durch  eine  hflirhine  Horizontalreiht;  aus  der  Tafel  der  A.,  ,  dar- 
gestellt  sind,  nur  dann  von  (Gewicht,  wenn  die  4p-  SubdetermiDantcn 
A.,      ,   siimmtliclt   verschwintlen. 

Vers<'bwindet  also  A  d.  i.  A..  ,  so  werden  odirrder  sänimtliche  A.,  ^^ 
ebenfalls  verschwinden,  oder  <dtei  es  wird  zwischen  11',,  U'.^,  ...  W  eine 
lineare  Gleichung  mit  constanten  Coeflicienten  stattlinden.  Und  die^^en  Satz 
kann  man,  weil  d«M'  htUcre  F.ill  (zufolge  (11.  1  unniii(flic]t  ist,  einfacher  i^o 
aussprechen:  ]'<'rsiI(U'indrt  A  d.  i.  A.,  .  so  werden  f^ämmtUche  A^  j  (btu- 
ffdls  verschirinden. 

Verschwinden    nun    al>er   silmmtlieht'  A.^^_j,   so  folgt  hieraus  weiter, 

durcii  Wiederholung  der  niiudichen  Schlussfolge,  dass  auch  sämmtliclie 
A.,  __.,  verschwinden,  sodann  weiter,  dass  sänimtliche  A,  _.j  verschwinden, 
u.  s,  f.  Und  man  gelangt  also,  in  dieser  Weise  weiter  und  weiter  gehend, 
schliesslich  zu  dem  Resultat,  ilass  auch  sämmtliclie  A,  ,  d.  i.  sämmtliche 
A,  M  verseil  winden.  Um  die  Haujdsacbe  hervorzuheben:  Verschwindtt  A, 
so  fohjl  hieraus,  dass  sdmntthchr  A,  M  eJnnifalh  verselutindcn. 

Die  (A  -\-  iM)  repräsentiren  aber  die  constanten  Diöerenzen  der  Func- 
tionen W,  ,  ir., ,  .  .  .  \V  in  den  Curven  c.  Aus  dem  Verschwinden  sämnit- 
licber  A,  M  würde  daher  |na<'h  Satz  (:;.)|  sich  ergeben,  dass  die  Functio- 
nen ir, ,  II'.,  .  .  .  \V  lauter  Camiaiden  sind;  —  was  der  in  (11)  ge- 
gebenen  Delinition  dieser  Functiiun-n   iridt  rsprield. 

Knsere  Annahme,  dass  A  rrrsrhoindct,  führt  also  zu  einem  absurden 
Resultat.     Folglich   wird  A  stets  r(ni  Au II  rerscliicdtn  seiu.     Q.  e.  d. 

Dil  nun  A  stets  von  iViill   versdiieden  ist,  so  kann  man  in  den 
Gleichungen  (14.J   die   Cun^tunten  L,  M   der  Art  wählen,   dass  die 


(16.) 
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Jl<'>  hdiäng  vorgeschriebene  Werthe  erhalten.  Mit  andern  Worten: 
Man  kann  jene  Ly  M  der  Art  wählen,  dass  die  reellen  Theile  der- 
jenigen Differenzen;  welche  das  Integral  erster  Gattung  w  (13.)  in 
den  Schnitten  <^i;  <^2;  •  •  •  ^sp  besitzt ,  belidng  vorgeschriebene  Werthe 
erhalten.  Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (8.),  dass 
das  durch  die  Formel  (13.)  dargestellte  Integral  w  durch  geeignete 
Wahl  der  Gonstanten  L,  M  identisch  gemacht  werden  kann  mit 
jedwedem  der  Fläche  9i  zugehörigen  Integral  erster  Gattung.  Also 
der  Satz: 

Versteht  man  [ebenso  wie  in  (11.)]  wwfer  Tf^,,  TTj, . . .  Wp  solche 
p  IntegrcUe  erster  Gattung^  die  von  einander  linear  unabhängig 
sind  [d.  i.  zwischen  denen  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten 
Coefficieuten  stattfindet] ,  so  wird  jedwedes  der  Fläche  91  eugehörige 
Integral  erster  Gattung  durch  die  Formel  darstellbar  sein: 

«;  =  Ifo  +  ifi  T^  +  Ä,  TT,  +  . . .  +2Ep  Wp, 
tco  die  Ks  Cons  tanten  sind. 


§5. 

Die  der  gegebenen  Fläohe  91  zugehörigen  Normalintegrale 

erster  Gkittnng. 

Es  sei  wiederum: 
^17.)  w~K,  +  K,W,  +  K,W,  +  ...Kp  Wp, 

wo  ITj,  TTj,  ...  Wp  die  in  (11.)  und  (16.)  genannten  Bedeutungen 
haben  sollen.  Wir  wollen  jetzt  aber  zu  unserer  ursprünglichen  Be- 
zeichnungsweise zurückkehren,  nämlich  die  2p  Gurven  61,62,.* .  a^p 
wieder,  nach  Riemann,  mit  a^,  o,,  . . .  Op,  by,  b^,  .  > .  bp  benennen. 
Sind  a^"^  und  Aj^*^^,  A^^'^,  .  .  .  A^^'^  die  (im  Allgemeinen  complezen) 
constanten  DiflFerenzen  der  Functionen  w  und  Wi,  W2,  ...  Wp  in 
der  Curve  Ox,  so  ist  nach  (17.): 

(18.)  «<«>  =  i^A/-)  +  i:,A,<«>  +  . . .  +  Kpfiip^'),    X  =  1,  2, . .  .p. 

Wäre  die  Determinante  der  p*  Grössen  A/''^  gleich  Null,  so 
würde  man  in  diesen  Gleichungen  (18.)  die  Constanten  K  so  wäh- 
len können,  dass  sämmtliche  a^^^  verschwinden  [man  brauchte  zu 
diesem  Behuf  für  die  K  nur  gewisse  Subdeterminanten  der  genann- 
ten Determinante  zu  nehmen].  Das  diesen  K  entsprechende  w  (17.) 
würde  alsdann  in  den  Curyen  a«  gar  Iceine  Differenzen  haben,  also 
[nach  Satz  (2.)]  eine  Constante  sein.  Demgemäss  würde  also  die 
Formel  (17.)  in  eine  zwischen  den  Fi,  W^,  .  .  .  Wp  stattfindende 
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(ilcicliuii^  mit  eonstallten  Coetlicienten  sieh  verwandeln;  —  was  nach 

(11.)  ftfUifiif/Uck  ist.    Jene  Determinante  der  A^^"^^  ist  daher  stets  von 

Nf  i  U  txrscli  iedcn. 

Will  man  diese  lieliauptimg  mit  wirklicLer  Strenge  beweisen,  so  hat 
iiiuu  wieder  ein  aualogch;  Verfahren  einzuschlagen,  wie  in  der  Bemerkuug 
1»-   'J14. 

Dil  nun  die  Determinante  der  A/""^  von  Null  verschieden  ist,  so 
kann  man  in  den  (ileiehun^^en  (IS.)  die  K's  so  wählen,  dass  die  a^'-- 
brUcb'Kj  Vin'ijcschrichoic  Wcrtlie  annehmen,  z.  11  so  wählen,  dass  alle  a^''' 
den  VVertli  0  annehmen,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  a^^\  letzteres 
aher  =^  iti  wird.  Dass  diesen  s})ceiellen  7i's  zugehörige  w  (17.) 
mag  mit  w,  bezeiehnet  w(»rden.  Desgleieheu  kann  man  z.  B.  die 
Yv's  aueh  so  wählen,  dass  alle  «^^^,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  ß'"\ 
versehwinden,  c6'^^  aber  =  iti  wird.  Das  in  solcher  Weise  eut- 
stehende  w  mag  w^  heissen.     U.  s.  1*. 

Hezeiehnet  man  irt^end  eine  beliebige  unter  diesen  neuen  Fuiic- 
tionen  w,,  w.^,  w.j,  .  .  .  w^,  mit  Wj,  und  die  eonstanteu  Differenzen 
dieser  Function  w,  in  den  Curven 

(i^j  a.jy  .  .  .  üj,     und     ?>, ,  h.^  ...  h^ 
respeetive  mit 

^^1,  ai>,  .  .  ,  (f,f,     und     ^,1,  hrjj  .  .  .  b,j,y 
so  erhält  num  fblirende  Tabelle: 


<'i. 


a,, 


(i 


^,     b.. 


.  .    h. 


[VJ.) 


w., 


■=  0  j  ((.,.,  =  7ci j  .  .  .  a-_>j.  =  0  h.^ ,  b.j.^y  .  .  .  hip 


^'n 


W. 


Uj.\  =  t)  ,  (if^^z  =  0  ,  ...  a^,^,  =  TT  i         bjji,  bpjj  .  .  .  hpp 


Dabei  sind  die  l'onstanten  b^/.  einstweilen  noch  völlig  nnbekannt.  So 
/..  r>.  ist  l'ragiich,  ob  ^,>r  und  byt  einander  gleich  sind  oder  nicht. 
Dict^c  FiDKlioiffii  w^,  w^, ,  .  .  .  w^,  ?>/ogY'/^  hinfort  die  p  Normal- 
CJO.)  inti<jrah'  erster  Gattinaj  (jetiauiü  nvrden.  Jrdcs  derselben  ist  voll- 
sh'hidi(j  bistiunnty  bis  auf  eitle  additive  Consfaufe.  Existirten  nämlich 
:je(i  Integrale  erster  Gattung  Wj  und  w/,  welche  in  a^J  a^y  a.^j . .  »(fy 
<Iie  Dillerenzen  n:/,  n^  (),...  ()  besitzen,  so  würde  die  Function 


0) 


w 


w 


in  jenen  Curven  a^J  r/..,  a..  .  .  .  (fj,  (jar  hinv  Dillerenzen  haben.    Es 
würde  mithin  dieses  co  auf  der  Fläche  5K,  abgesehen  von  den  Cur- 
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ven  bi,  b^,  ...  bp,  eindeutig  und  stetig,  in  jeder  dieser  Curven  aber 
mit  einer  constanten  Differenz  behaftet  sein.  Demgemäss  würde  die- 
ses CO  [nach  Satz  (2.)]  eine  Constante  sein.     Q,  e,  d. 

Die  p  Normalintegrale  Wj,  Wg,  .  .  .  Wj,  sind  von  einander  linear 
(21.)  unabhängig.    D,  h,  es  kann  zunschen  Urnen  keine  lineare  Gleichung 
mit  constanten  Coefficienteifi  stattfinden.    Denn  existirte  eine  derartige 
Gleichung: 

0  =  ÄJ,  +  K^yfi  +  K^^^  •  •  •  +  Kp^P9 

so  konnte  man  dieselbe  z.  B.  bilden  für  zwei  zu  beiden  Ufern  der 
Curve  «1  einander  gegenüberliegende  Punkte^  und  würde  so  zwei 
Formeln  erhalten,  durch  deren  Subtraction  sich  ergiebt: 

0^0  +  K,^i  -}-  0  +  . . .  +  0,      d.  i.  Zi  =  0. 

Existirte  also  eine  Gleichung  von  der  genannten  Form,  so  müssten 
die  in  derselben  enthaltenen  Coefficienten  K^y  K^,  ,  .  ^  Kp  sämmt- 
lich  <=s  0  sein,  wodurch  die  Gleichung  aufhören  Würde,  die  w^,  Wg, 
. . .  Wp  zu  enthalten.     Q.  e.  d. 

Da  nun  W|,  w^,  . . .  Wp  von  einander  linear  unabMngig  sind,  so 
ergibt  sich  hieraus  [mittelst  des  Satzes  (16.)],  dass  jedwedes  der 
Fläche  8fi  zugehörige  Integral  erster  Gattung  W  durch  diese  w^,  w,, 
. . .  w,  folgendermassen  ausdriUMar  ist: 

(22.)  W^K^  +  K,w,  +  K^w^...  +  KpWp, 

wo  die  K's  Constanten  sind. 

In  Betreff  der  Constanten  bix  (19.)   gelten  vier  Sätze,  die  wir 
'hier  sogleich  angeben,  aber  erst  im  folgenden  Paragraph  beweisen 
werden. 

I.  Es  ist  stets: 

(23.)  6*x=6x*. 

II.  Bezeichnet  man  den  Werth  von  6ix,  wie  er  bei  Sonderung  des 
.  Reellen  und  Imaginären  sich  gestaltet,  mit 

(24.)  *««  =  ^*«  +  *'<^««> 

und  versteht  man  überdies  unter  n^ ,  n2, . . .  n^  willkürliche  reelle  Grössen, 
so  ist  der  Ausdruck 

(2b.)  Qi^Uj^  +  2^12  nj  ng  +  . . .  +  Qppnp^  stets  <  0, 

es  sei  denn^  dass  die  n^,  n^,  .  .  .  np  sämmtlich  =  0  sind.  In  diesem 
besondem  Faü  hört  der  Ausdruck  auf  <0  zu  sein,  indem  er  alsdann 
=  0  wird. 
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111.    Die  Ddcnninante 


(2G.) 


Qu  ^12 

921  Q22 


Qii>\ 

^^^' ,   ist  stets  von  Xtill  verschieden. 


Qpi  Qr2  •  •  •  9pp  \ 
IV.  Soltoi  irgend  ivdchc  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  il/j, 
J/o,  . . .  Mpj  N^j  N^, . . .  Np  so  eincjeriehtet  iverdcn,  dass  die  p  Ausdrücke: 

Zi  =  3fi7ti  +  NJji^  +  iY.t.i  .  . .  +  Nj,hpi, 
(27.)  Z,  =  ]\L7ti  +  N,  h,.  +  X6,, . . .  +  N,,hj,2y 

sd nun t lieh    un endlich   Idein    werden^   so   ist    man   gezwungen ^  jene 
Zahlen  Mj  N  sümmtlieh  =  0  zu  machen. 

Nachträglicher  Beweis  der  vier  letzten  Sätze. 

Es  erselieint   zweckniäs.si^,   dem   Beweise   dieser   Sätze  die  -46- 
leitnng  zweier  tlidfssätze,  die  aueli  weiterhin  vielfach  von  Nutzen  sein 

werden ,  voranziischicken. 

Erster  Htilfssatz.  -  Ihnlt  man  .sich  auf  der  gegebenen  Fläche  ^ 
irgend  eine  Function  F  ausgehreitet,  die  in  den  Curven  r/^,  b^  mit  Con- 
sta nten  Differenzen  A^^\  7^'^^  behafttt  ist,  t^o  gehen  die  F^ormcln: 

f    d  F  -  B^'\ 


(«.) 


X 


•' ''. 

(//('    fntegratiomn    st  roin  abwärts    tiincr  st  reckt   gt  dacht  längs   a^,    respcc- 
tirc  längs  b^.     Dabei    ist    es  ghichgidtig,    d)   man   diese   J ntcgratioficn  <'"' 

Unken  oder  am  rechten   Ufer  jener  Curren  forttaufen  h'isst- 

Thireis.  hite<,'rirt   iiiau    das  Ditleren- 

[\ti\  d  F  stromabwärts  Kings   dea   Unken  Ufers  '^ 

vou  a,^^   also   [vgl.   die   Figur]    von   «   bis  (J,  «l 
so  erhält  man: 


/*    dF  ^-    /''(ß)  -  F{a). 
•    «^ 
Führt  man   andcrerseita   die   Integration   aus 
üher   das  recJde  Ufer  von  «^,   also   von  rV  bis 
y,  HO  ergiebt  bicli: 

/■    dF  ^   /••(,■)   -    FW. 


et 


(U 


y 


Nun  ist  aber  die   constante   Differenz   von  F^  längs  der  andern  Curve  t'x 
mit  Ii~^^  bezeichnet,  folglich: 


^ß-) 
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F(f)  -  F(«)  -  F(y)  -  F(S)  -  B^'^K 
DemgemäBB  sieht  man  also,  dass  jenes  Integral 


«X 


stets  «=  £(')  ist,  einerlei,  ob  die  Integration  Aber  das  linke  oder  rechte 
Ufer  von  a^  fortl&uft. 

Hiermit  ist  die  erste  der  Formeln  (a.)  constatirt  In  analoger  Weise 
ergiebt  sich  der  Beweis  der  zweiten. 

Zweiter  Httlfssatz.  —  Detdct  man  sich  auf  der  Fläche  9t  zwei  Func- 
tionen F  und  0  ausgebreitet,  von  denen  die  erstere  in  den  Curven  a^,  b^ 

wiederum  die  constanten  Differenzen  A^*'^  B^"^  besitzt y  während  die  letz- 
tere ganz  beliebig  sein  darf,  so  gut  die  Formet: 

f      ^dF  «  VI/    10W  -  0(9)]  dF  +f    [0(X)  -  0(9)]  dF\. 

Dabei  ist  das  Integral  linker  Hand  positiv  erstreckt  über  den  Band  der- 
jenigen Fläche  ^^,  in  welche  9t  durch  Ausführung  der  2  p  Schnitte  a^,  b^ 
übergeht.  Andererseits  sind  die  Integrale  rechter  Hand  stromabwärts  er- 
streckt zu  denken  über  die  Curven  a^  und  b^ .  Und  zwar  ist  in  jedem  sol- 
chem Integral  unter  [0(A)  —  0(9)]  die  Differenz  derjenigen  Werthe  zu  ver- 
stehen, welche  0  am  linken  und  rechten  Ufer  der  Integrationscurve  besitzt. 
Setzt  man  insbesondere  voraus,  dass  nicht  nur  F,  sondern  ebenso  auch  0 
in  den  Curven  a^,  b^  constante  Differetizen  hat,  und  bezeichnet  man  diese 

Differenzen  für  F,  wie  schon  festgesetzt  wurde,  mit  A^''^  Bf'*\  andererseits 

für  0  mit  A^''^  B^''\  so  nimmt  die  Formel  (ß.)  die  Gestalt  an: 

(y.)  f     0  £i  F  =  'vV''^  B^''^  -  B^''^  A^% 

Beweis.  —  Will  man  den  Rand  der  Fläche  M^  positiv  durchwandern, 
so  hat  man  dabei  die  linken  Ufer  der  Schnitte  a^,  b^  stromabwärts,  die 
rechten  stromaufwärts  zn  durch lanfen.  Will  man  also  z.  B.  diejenigen 
Theile  des  Randintegrals 

/«    ^^^  ^«> 

haben,  welche  den  beiden  Ufern  von  a^  entsprechen,  so  hat  man  [vgl.  die 
Figur]  das  Integral 

fip[X)dF(X)  stromabwärts, 
und  andererseits  das  Integral 

J  ^  (q)  ^^(q)  stromaufwärts 

zu  bilden.  Statt  dessen  kann  man  beide  Integrale  stromotearto  nehmen, 
falls  man  nur  dabei  dem  letztern  den  Factor  ( —  1)  zufügt.  Demgemäss 
lautet  also  der  den  beiden  Ufern  von  a^  entsprechende  Theil  des  vorge- 
legten Integrals  folgendermassen: 
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f    \0(X)(IF{V)  -     iX>{Q)dF{q^] 


''y. 


Nach  unserer  Voraui^.setzuutj:  ist  aber  liingB  a/. 

mitbin: 

(Uul)  -     ilF{(>)  =  0,     d.  i.     (IFd)  =  (IFig), 

Bezeicbnet  man  jetzt  den  «^emeiriscbaftlicben  Wertb  von  d  F(l)  und  iIFq) 
kurzwe<^  mit  dF^  so  gelit  der  in  Kedc  btebendo  Integraltbeil  über  iu: 

/'     [0(A)  -  (\>{q)]  dF. 

Analoges   gilt  für   den  den   beiden   Ulern  von  h^    entsprechenden  Intt'gial- 
tbeil.     Man  gelaugt  also  in  dieser  Weise  zur  Formel  iß.). 

Dass  schliesslich  aus  dem  »Satze  ((?.)  sofort  auch   der  spcciellere  Satz 
{)'.)  folgt,  bedarf,  falls  nuin  nur  die  Formeln  («.)  beachtet,   keiner  weite 
reu  Erläuterung. 

Zufolge  des  llültssaizes  (y,)  ergiebt   sich   für  die  beiden  Func- 
tionen Wj   und  w.>  die  Formel: 


f.  —  II 

wo  die  iiy  b  die  in  (li^)  genannten  Bedeutungen  haben,  und  wo 
also  ^/j,  =  a.,^,  =  7t Ij  alle  übrigen  a  aber  ==  0  sind.     Somit  folgt: 

/       w,  chv,  =  7t  ib.,.  —  Ttib,.». 

Das  Integral  linker  Hand  ist  aber  =  0  [8atz  (4.)  pg.  196].  So- 
mit folgt  /^,  =  b^.,^  und  ebenso  allgemein: 

(.2S.)  b,,  =  b,,. 

Somit  Id  also  die  Formel  (2o.)  eondatirL 

Um  ferner  den  Satz  (25.)  zu  beweisen,  bilde  mau  unter  ZuhüUe- 
nahme  willkürlicher  reeller  Constanten  n^  n.,,  .  .  .  Uj,  das  Aggregat 

und  bezeichne  die  constanten  Dillercnzen  dieser  Function  W  in 
den  Curven  a;.,  by,  mit  A''^  B'^\  Ueberdies  bezeichne  mau  di(* 
Wertlie  W,  A^''\  B^""^,  wie  sie  bei  Sonderuiig  des  Ileellen  und  Imii- 
i;*iniiren  sich  gestalten,  in  folgender  VV^eise: 

W  =  U  +  iV,     A^'^  =  A^^^  +  iW\     B^'^  =  P^')  +  il^'\ 

AIsdaiHi  ist  nach  (liK): 

W  =  U     -\-  iV     =--^  n^^^\   +  ^'-^^-j  •  •  •  +  ''/'W,>> 
A'^^  ^  /\(x)  _j_  /fv\(^)  ^  ff^(f^.^  _|_  n.a.y  . .  .  +  nj,apy.y 

B'"»  ^  P  ^)  +  /r^)  =  n,bu  +  7h,  b,,  . . .  +  %  V> 
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also  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (19.) 

At')  =  0    und     M^*>  =  nx3r, 

ferner  mit  Rücksicht  auf  (23.),  (24.): 

P^*'=«i(>u  +  n2(>2«  ...  +^pQpx)  und  I^*)=ni<fjx  +  na<f2x  ...  +  np6p^. 

Bringt  man  jetzt  den  Hülfssatz  (y.)  auf  die  Functionen  F  ^^  U 
und  0  =  F  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

J      UdV  =  jf  i(A(*) r*)  -  M(*)  P(*)), 

oder,  falls  man  die  soeben  für  die  A,  M,  P^  Z  gefundenen  Werthe 
substituirt: 

x=p 

^  /     UdV  =  —  sr  JS'  n«  (n,  (>ix  +  ^iQ^x  •  •  •  +  Wpp^x). 

• 

Das  Integral  linker  Hand  ist  [Satz  (D.)  pg.  233]  stets  >  0,  nie- 
mals =  0;  es  sei  denn,  dass  die  Function  >K=  i7+  »Feine  Can- 
stanie  wäre.     Ein  solches  Gonstantsein  des  Ausdrucks 

}F  =  iti  W|  -[-  »ij  Wj . . .  -j-  WpWp 

kann  aber  [zufolge  (21)J  nur  dann  eintreten^  wenn  die  fi|,  »ig .  • .  np 
sämmtlich  =  0  sind. 

Abstrahirt  man  also  von  diesem  singulären  Fall^  dass  die  n^^ 

n^j fip  sämmtlich  verschwinden ,  so  wird  das  Integral  in  (29.) 

stets  >  Oy  mithin  der  in  (29.)  befindliche  Ausdruck 


V 

Xss  1 


2^nx{n^Qin  +  n^Qt»  . .  •  +  ^p9p») 


stets  <  0  sein.    Hiermit  aber  ist  der  Satz  (25.)  bewiesen. 

Um  ferner  den  Satz  (26.)  zu  begründen,  bilden  wir  von  Neuem 

den  Ausdruck 
(30.)  H^==5  n|Wi  -j-  WjW,  . . .  +  npWpf 

und  bezeichnen  wiederum  die  constanten  Differenzen  dieser  Function 
W  in  den  Curven  a*,  K  mit  A^'),  B^*).  Die  redien  Theik  A^'^,  P<'') 
dieser  Constanten  A^^^,  B^'')  haben,  wie  vorhin  gefunden  wurde,  die 

Werthe: 

A(*)  =  0, 

Wäre  nun  die  Determinante  der  (»«x  gleich  0,  so  könnte  man  in  den 
Gleichungen  (31.)  die  reellen  Constanten  n^  n^,  . . .  np  der  Art  wäh- 
len, dass  die  A^^^  und  P^'')  sämmtlich  verschwinden.  Das  diesen  spe- 
ciellen  it^,  it^,  ...  Hp  zugehörige   W  (30.)   würde  alsdann  in  den 
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Curveu  Uy^  by  lauter  rciii  'otKujindrc  coustaiite  Dift'erenzen  haben,  also 
liiacli  Satz  (o.Yj  eine  Conslantc  sein.  Hierdurch  würde  die  Formel 
(oO.)  sich  verwaudelu  in  eine  lineare  lielation  mit  constanteu  Coef- 
ficienten  zwischen  Wj,  w.,, .  . .  w^,.  Eine  derartige  Relation  aber  ist 
nach  (21.)  uumiifjlich, 

Demgemäss  kann  die  Determinante  der  ()<^  niemals  ~  0  sein; 
so  (la.ss  diso  (kr  Beweis  des  Satzes  (26.)  (/e/iilut  ist. 

Will  man  übrigens  «licson  Satz  (26. )  mit  rollcr  Strc)i(/c  beweisen,  b») 
hat  man  wieder  analoge  Betiaclitungcn  anzustellen,  wie  früher  in  der  Be- 
nierkunjj  pg.  244. 

Was  schliesslich  den   Heweis  des  Satzes  (27.)  betrifft,  so  ist 

(32.)         Zy  =  Myjri  -\-  XJjiy  -{-  SJ^^ .,.-{-  Xphpy,     x  =  1 ,  2, . . .  j). 

Bezeichnet  man  also  den  Werih  dieses  Ausdruckes  Z^,  wie  er  bei 
Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  sich  gestaltet,  mit 

C'VO.)  Zy    =     Z.y    -\-     iHyj 

SO  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (24.): 

(*>4.)  Z.y     =     A,    Qly     -}-      Aw()_V    ,     .     .     -\-      Nj^Qp^y  X     =      1,     2,     .     .    .  j), 

und  andererseits: 
(ob.)         Hy  =^  ]\ly:T  -(-  X^Oiy  "f-  X j <) 2 y  ...  +  Xj.^j^yy     X  =  1,2,.,.]). 

Aus  diesen  (ileiclmngen  (^U.),  (•^•">.)  lassen  sich  die  ü/,  A^  be- 
rechnen, falls  die  Z,  E,  H  (/e(/eheH  sind.  Denkt  num  sich  nun  die 
Uei^ebenen  Werthe  der  Z,  mithin  auch  die  der  Z  und  H  uumUich 
hlein,  SO  erhält  man  aus  ())4.)  Tür  die  N  ebeulalls  lauter  unendUd 
hleiue  Werthe;  denn  es  isi  zu  beachten,  dass  die  Determinante  der 
Qiy  von  0  verschieden  ist  [zufolge  (2().)|.  Substituirt  man  ^\^^^ 
Werthe  der  N  in  (of).),  so  ergeben  sich  für  die  M  wiederum  ««- 
nn/lirh  lileine  Werthe. 

Solh'u  also  die  Z  unendlich  kleine  Werthe  erhalten,  so  hat  mau 
sämmtlichen  (iri'jssen  J/,  N  ebenfalls  unendlich  kleine  Wertlie  bei- 
zulegen.  Letzteres  aber  kann,  weil  die  1/,  X  ganze  Zahlen  ^^^"^ 
soMen,  mir  dadurch  geschehen,  dass  man  die  J/,  A^  säramtlich  =' 
nuiclit.     Uiermii  ist  der  Satz  (27.)  Ijeiviesen, 

§  '<■ 

Uober  dio  den  Normalintegralen  erster  Gattung  zugehörig® 

Determinante  I). 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
(1.)  w„'(^)   für    -  7.-  ,     (>  =  1,  2,  .  .  .  j>, 
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so  sind  offenbar  [ygl.  die  Definitionen  pg.  198]  diese  Wa'(js)  lauter 
auf  9i  reguläre  Functionen,  also  Functionen,  die  auf  91  nur  einzelne 
Pole,  und  ebenso  auch  nur  einzelne  Nullpunkte  haben.  Markirt  man 
nun  auf  91  im  Ganzen  p  Funkte  g^,  g^,  •  • .  iSp,  und  bildet  man  die 
Determinante: 

(2.)  D{e,,  ^„  . . .  Zp)  =    <(^i)  <  W  •  •  •  ^8'(^^) 

•    ••••••••• 

so  fragt  es  sich,  ob  diese  Determinante  vielleicht  identisch  ver- 
schwinden könne,  d.h.  ob  sie  verschwinden  könne  Mr  jedwede  Lage 
der  p  Punkte  g^^  z^,  .  .  .  Zp.  Diese  Frage  ist  mit  Nein/  zu  beant- 
worten.    Es  gilt  nämlich  folgender,  leicht  zu  beweisender  Satz: 

Versteht  man  unter  @  einen  beliebig  gegebenen  Flächentheil 
(3.)  von  91  {z.  B.  einen  belidng  kleinen  Flächentheil  von  9i),  50  werden 
auf  ©  stets  p  Punkte  z^,  z^^..,  Zp  eocistireny  ßr  welche  D{Zi,  ^g, ...  Zp) 
nicht  verschwindet 

Erlänternng.  —  Um  den  Satz  zu  beweisen,  werden  wir  einen  apa- 
gogiflchen  Weg  einschlagen,  nämlich  zuvörderst  annehmen^  die  Determi- 
(a.)  nante  D(z^^  z^^ .  .  ,  z  )  verschtoände  stets,  welche  Lage  die  Punkte  z^^  r^, 
.  .  .  r    auf  der  Fläche  @  auch  annehmen  mögen; 

und  sodann  zeigen,  dass  diese  Annahme  zu  absurden  Resultaten  hin- 
leitet, mithin  unzulässig  ist. 

Ordnet  man  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Ver- 
tikalreihe,  so  erhält  man: 

wo  die  A^'s  nur  noch  von  r, ,  r^ ,  .  .  .  £^  abhängen.  Nimmt  man  nun  für 
;r,  einen  auf  6  variablen  Punkt,  und  für  ir,,  5«, . .  .  z^  irgend  welche  auf 
@  festliegende  Punkte,  so  folgt  ans  der  Annahme  (a.),  dass  für  jedwede 
Lage  des  auf  @  yariirenden  Punktes  z^  die  Formel  stattfindet : 

O^K,  w,'(^,)  +  K,  w;(r,)  .  .  .  +  Ä;,w/(r,), 

daas  mithin  die  von  z,  abhängende  Function 

-'»^'i  w,(xr,)  +  Z,w,(r,)  .  .  .  +  Kj^^p{Zx) 

eonstant  ist,  so  lange  z^  innerhalb  @  bleibt. 

Diese  Function  ist  aber,  ebenso  wie  w,  (^r^),  W2(^,),  .  .  .  w  (/,),  auf 
der  Fläche  91^^  eindeutig  und  stetig.  Aus  ihrer  Constanz  auf  6  folgt 
daher  [mittelst  des  Satzes  (1.)  pg.  101]  sofort,  dass  sie  auf  der  ganzen 
Fläche  91^^,  mithin  auch  auf  91  selber  eonstant  ist.  Dies  aber  ist  unmög- 
lich. Denn  zwischen  w^(r|),  Wj,(xr,),  .  .  .  w  (jTi)  kann  keine  lineare  Glei- 
chung mit  Constanten  Coefficienten  stattfinden  [Sati  (21.)  pg.  247]. 

Die  Annahme  (a.)  fClhrt  also  zu  einem  absurden  Resultat;  —  es  sei 
denn^  dttss  jene  constanten   Coefficienten  K  sämmüieh  a>  0  toören.     Mit 
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iiiiiloni  Worten:  Ans  jener  Aniuihnie  (a.)  fohjt  mit  Aothirtnih gleit,  d(i<s  die 
hs  siinunthch  0  ,s/////,-  wobei  von  Nenem  tlai*an  zu  erinnern  ist,  (3as> 
«lies«'  Constunten  K  leilipHdi  dcpendiren  von  der  Laj^e  der  festen  Pinikte 
r., ,  r.. ,  ...  ,r  .  Diese  letztern  aber  waren  innerhalb  3  willkürlich  pp- 
wiililt.     Ans  (ler   Ai)nahun'  («.)  /hlfft   daher ,   dass  die  J\"s  stets  =  0  sivd, 

{{i)  welche  JjUfje   man    den   Vu)d:ieii    .r. ,  z..^...2     innerhafh    3   auch   zuerihn- 

teil   hkhi. 

Die  A''.^  reprii.sentiren  die  der  ersteit  Vertikalreihe  entsprechenden  Par- 
tialdeterniinanten.  Zn  penan  (b'mselben  Resnltat  wird  man  gelangen  mit 
\\(V/A\<r  anf  diejeni*^en  l'artialdeternjinanten,  welche  der  zireitcn  Vertik;il 
reihe  entsin-echen,  n.  s.  f.  IJe/eichnet  man  also  die  Determinante  D  selWr 
[weil  sie  von  der  ;/•'"  Ordnun«,'  ist]  mit  />  ,,  nnd  jedwede  SnbdetemiiuanU" 
j^*"^  Ordnunj^  mit  /)  ,  so  kann  man  dem  Satz  iß.)  folgende  allgemeinere 
Fassnng   geben:    Aus   der    Au)}(diine    {ct.'),   dass  I)   oder  J)     für  sämmtluh 

(y.)  l*unkte  r, ,  ;:^,  .:.,,  .  .  .  c,   der  Fh'ieJie  3  rerschtrindet^  folgt  mit  KothicnuH<i 

keit,  dass  alle  Determimuden  J^  ,__^  die  nämliche  Kige'nschaft  besitzen. 

Hieraus  aber  folgt  nun  in  jinabjger  Weise,  dass  dieselbe  Eigenschalt 
anoh  den  -/>  .»  anhafte!^  sodann,  dass  sie  auch  den  ^^,>_;{  zukommt^  u.h.  f. 
Man  gelangt  so  schliesslich  zn  den  />, ,  d.  i.  zn  den  Functionen  w^,  :,'• 
Aus  der  Annahme  («.)  folgt  daher,  dass  diese  w^^' (r )  für  sammtliche  Punkte 
~,  ,  r.^ ,  ...  .r  der  Fläche  3  verschwinden,  oder  (einfacher  anegedruikt , 
daas  die  Functionen 

w,/i-:),     ö  -=  l,  -2,  .  .  .i) 

auf  der  Fläche  3  allenthalljcu        0  sind,  nnd  dass  mithin  die  Functionen 

w,  (c),      (7  1,    2,    ...   j) 

anf  3  allenthalben  constant  sind.  Diese  Functionen  w^^  (c)  sind  aber  auf 
^H^,  eindeutig  und  stetig.  Aus  ihrer  Constauz  auf  3  folgt  daher  [Satz  \\.) 
pg.  101 1,  da.^s  sie  unf  d(M-  ganzen  Fläche  ^K^^,,  mithin  auch  auf  9i  con- 
stant sind.  Die  Annahme  (or.)  fidirt  also  S(h1iesshch  zu  dem  Besidtat,  r/«.<^ 
{().)  dir  Functionen  w,  (r),  w,^(r),  .  .  .  w  (:)  hinter  Constanten  siiidy-  —  was  ab- 

surd ist. 

Folglich  ist  jene  Annahme  unzulässig,  also  die  Richtigkeit  des  Satzes 
(3.)  constatirt.     f/  e.  d. 

Um  den  Satz  (.'>.)  uuserii  .^piltern  Zwecken  dienstbar  zu  machen, 
denken  wir  uns  auf  9i  iim'ud  einen  Fläelientlieil  ®  ab<re<rrenzt,  wel- 
clier  frei  ist  von  don  Polen  der  rcüfnlären  Functionen 

Av,/(^),       a  =  1 ,  2,  . .  .  j), 

und  f«'rner  frei  ist  von  den  Windun<^spunkten  der  Flüche  91,  sowie 
auch  von  den  daselbst  an  der  Stelle  ^  ==  oo  übereinander  liegendoii 
Punkten.  Alsdann  ist  w,/(.e')  im  Ik^eich  eines  jedweden  innerhalb 
®  ^elecrenen  ]\inktes  c  entwickelbar  in  eine  Reihe  von  der  Form: 

(4.)  w„'(r)  =  y.'.:(r)  +  B..(p  -  c)  +  r..(2  -  c'f  +  .  .  . ,      [vgl.  pg-  H-'l, 

wo  B„,  r„, . . .  coustaiite  Coefficieiitcn  vorstellen.    Markirt  man  also 
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innerhalb  ©  irgend  welche  Punkte  c^,  c^,  . . .  Cp,  beschreibt  um  die- 
selben (als  Centra)  auf  der  Fläche  @  kleine  Kreise  und  bezeichnet 
irgend  welche  innerhalb  dieser  p  Kreise  beliebig  variirende  Punkte 
respective  mit  z^^  B^,  .  ,  ,  Zp^  so  werden  die  Elemente  yra(Cj)  und 
Wa'(^>)  der  beiden  Determinanten 

(5.)  C  =  -D(cj,  Cg, . . .  Cp\    und     Z  =  D^z^,  z^y*-*  Zp) 

mit  einander  verbunden  sein  durch  die  in  (4.)  angedeuteten  Rela- 
tionen: 

Man  kann  daher,  wie  aus  diesen  Relationen  folgt^  die  genannten 
Kreise  so  klein  machen,  dass  die  Elemente  der  einen  Determinante 
von  denen  der  andern  beliebig  wenig  abweichen,  und  dass  mithin 
auch  die  Werthe  der  Determinanten  selber  beliebig  wenig  von  ein- 
ander di£fdriren. 

Denkt  man  sich  also  z.  B.,  was  zufolge  des  Satzes  (3.)  stets 
ausführbar  ist,  die  festen  Punkte  c^^  c^^ . . .  Cp  auf  dem  Flächentheil 
@  in  solcher  Weise  markirt,  dass  die  Determinante  C  von  0  ver- 
schieden  ist,  so  wird  man  jene  Kreise  so  klein  machen  können,  dass 
die  Determinante  Z  ebenfalls  von  0  verschieden  bleibt,  welche  Be- 
wegung man  den  Punkten  z^,  z^^  . .  >  Zp  innerhalb  jener  Kreise  auch 
zuertheilen  mag.     Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Es  sei  ©  irgend  ein  Theil  der  gegehetien  FBche  SR,  und  zwar  sei 
dieser  TheU  @  frei  von  den  Polen  der  regtdären  Functionen 

femer  sei  ©  frei  von  den  Windungspunkten  der  Fläche  SR,  sowie  auch 
von  den  bei  z  =>  <x>  Hellenden  Punkten. 

Denkt  man  sich  alsdann  [was  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes 

(3.)  stets   möglich  ist]  auf  ©  p  Punkte  c^^  r^,  .  .  .  Cp  fnarkirt,  für 

welche 
(7.)  2)(Ci,Cj,  ...Cp) 

von  0  verschieden  ist,  so  lassen  sid^  um  diese  Punkte  c,,  c^, . . .  Cp 
(als  Centra)  Kreise  von  solcher  Kleinheit  beschreiben,  dass  die  Deter- 
minante 

(8.)  D{z^,  z^, . . .  Zp) 

beständig  von  0  verschieden  bleibt,  welche  Bewegung  man  den  Punkr 
ten  Zi,  z^,  . . .  Zp  innerhalb  jener  p  Kreise  auch  zuertheilen  mag. 


250  Zehntos  Ciipitel. 

Die  der  gegebenen  Fläche  91  zugehörigen  Integrale  zweiter 
Gattung.    Definition  der  betreffenden  Normal-Integrale. 

Denkt  man  sich  auf  der  Fläche  SR  ausser  tlen  Rieniann'sclieu 
(/urven  (lyyhy  noch  irgend  einen  Funkt  c  markirt,  so  wird  nach  dem 
Uienumn  sehen  Theoreui  ((».)  })g.  2i^9  stets  eine  Function  f{p)  ex'i- 
stiroij  <lie  folgenden  Bedingungen  entspricht: 

I.  f(z)  soll  auf  9?,  bis  auf  den  Punkt  c  und  die  Linien  n,_jh,, 
eindeutig  und  stetijx  sein. 

II.  /'{;:)  soll  im  Ikreich  U(r,  ^)  oder  9l(;',  J)  des  Punktes  c  in 
solcher  Weise  unstetig  sein,  dass  die  Differenz 


^-7 

daselbst  stetig  bleibt.  Ferner  soll  /'(;:)  in  den  Linien  a^,  hx  ^^on- 
staute  DitVerenzen  besitzen,  deren  reelle  Theile  Iniiebig  rorgcschriehmr 
Werthe  haben. 

Anrli  ist  dir  FKtic/ion  /\,:)  ihtrcli  die  Bednuiungcyi  L,  II.  roUsfiin- 
diii  Itrsiinnift,  his  auf  riuc  additirr  Ctnisündr.  Denn  existirten  :icn 
diesen  Bedingungen  ents[>rechende  Fumtionen  /"(r)  und  /"(*),  ^o 
würde  ihre  Ditferenz 

x(^)  =lV)  -  f'\^) 

auf  iK,  abgesehen  von  den  Curven  r/x ,  ?v .  eindeutig  und  stetig,  iu 
diesen  Curven  aber  mit  nin  imaiymiinu  constanten  Ditferenzen  be- 
haftet, also   |Satz  (?k)  \)\i,  1^*>^>|   eine  Constank  sein.    Q.  e.  ch 

Dies»*  durch  die  Bedingungen  l.,  IL  charakterisirte  Function 
f\:)  ist  aber  nach  (42.)  pg.  1^20  nichts  Anderes  als  ein  chviculof'^^ 
hitnind  zutiUr  iiatfunif"^):    '1\.:)\  so  dass  man  also  sajjen  kann: 

Für  dif  (jtfuhrm-  Fläihc  ^K  rristirf  sft  fs  ein,  ««</,  alHjcschni 
rcN  rinrr  udditivrn  Constinitrti,  )nir  (in  ri)i::i(ns(UnieNfarcsIfitfOyi^^ 
(1.)  ^f'i'itn'  (iidtji)i(i  7'.  z\  dfS>ni  V)it  ndlahhitspiodd  v  eine  r  org  f  seh  rie- 
hen t  La<h  ,  fU'd  dosni  <<>nsfn)if>  Ih/jn'rn:en  in  dm  Cnnen  ih,  Ih 
rnrift  S(  li r i(  ht  nt    retV»:   J/teilr  h'xfytL 

Ist  nun  y'i^r^  ein  >olches  eh  mcnfares  Intfujral  zweiter  GalUini), 
<o   wird  ot!enbar 

wiederum  ein  i huft ufart  <  LdKirtd  :ir*  ift y  (iattumi  sein:  vorausi^esetzt. 
*•  Vgl.  die  Note  iir.   -241 
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dass  man  unter  den  K's  Constanten^  andererseits  nnter  den  w(jer) 
die  Normalintegrale  erster  Gattung  versteht.  Man  kann  aber  die 
K  so  einrichten,  dass  die  Function  (2.)  in  den  Curven  a«  gar  keine 
Differenzen  hat.  Sind  nämlich  A^'^),  B^")  die  constanten  Differenzen 
von  Tc(/s)  in  den  Curven  a^,  b^^  so  braucht  man  zu  diesem  Zweck 
den  K'8  nur  die  Werthe  beizulegen: 

^ fiS'2  TT   _         ^  JT   -         ^''^ 

[vgl.  (19.)  pg.  246].     Also  der  Satz: 

Es  giebt  unendlich  viele  elementare  Integrale  ztoeiter  Gattung  mit 
ein  und  demselben  Unstetigkeitspunkt  c.  Unter  diesen  existirt  eines, 
tcdches  in  den  Curven  a«  gar  keine  Differenzen  hat,  welches  also  auf 
9ly  abgesehen  vom  Punkte  c  und  den  Curven  bx,  überall  eindeutig  und 
stetig  ist.    Dieses  besondere  Integral  mag  mit 

(3.)  Ue) 

bejseichnet  und  das  Normalintegral  zweiter  Gattung  genannt  werden. 

(4.)  Dieses  Normalintegral  tc{z)  ist  durch  Angabe  seines  Unstetigkeits- 

punktes  c  vollständig  bestimmt ,  bis  auf  eine  additive  Constante.    Exi- 

stirten  nämlich  zwei  solche  Integrale  tc(z)  und  tc'(z)f  so  würde  ihre 

Differenz 

X(z)  =  tcie)  -  t:{z) 

auf  91,  abgesehen  von  den  Curven  &«,  überall  eindeutig  und  stetig, 
in  diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet,  also 
[Satz  (2.)  pg.  236]  eine  Constante  sein.     Q.  e.  d. 

Repräsentirt  Tc{z)  ein  beliebiges  elementares  Integral  zweiter 
Gattung,  ferner  tc(z)  das  demselben  Unstetigkeitspunkt  c  entsprechende 
Normalintegral,  so  wird  die  Function 

Tc{z)  -  tc{z) 

auf  {R,  abgesehen  von  den  Curven  a«,  b^,  eindeutig  und  stetig;  in 
diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet  sein.  Dem- 
gemäss  ist  diese  Function  [Satz  (8.)  pg.  241]  nichts  Anderes  als 
ein  Integral  erster  Gattung   W(z).     Also: 

Tciz)  -  tc{z)  =  W(z). 
Also  der  Satz: 

Jedwedes  elementare  Integral  zweiter  Gattung  Tc{z)  ist  darstell' 
bar  in  der  Form: 

(r>.)  Z{z)  =  tc(z)+  W(z), 

wo  W{z)  irgend  ein  Integral  erster  Gattung  vorstellt. 

N  cn  m  ft  n  n  f  AbeViche  Inteffrftle.    2.  Aufl.  1 7 


Diesen  Satz  kann  man  übrigens  [mit.  Rücksicht  auf  (22.)  pg.  241] 
auch  80  aii8S})rechen:  Jcdiredcs  ehmetilarc  Integral  ewciier  GaiUw] 
T.-(z)  ist  darstdlhar  in  der  Fonn : 
{[],)  T,(j:)  =  /.Cr)  +  7v;  +  K,  w,  (.-)  +  7C w,(^)  .  .  .  +  A>\>(rj, 

iva  die  wfVj  die  j\or)nali)itc(jrale  rrslcr  Gatlung,  und  die  K's  comMf 
C  'nefjlciodoi  vorstellen. 

%  !'.■*) 
Darstellung  der  auf  9i  regulären  Functionen  mittelst  der  Integrale 

zweiter  Gattung. 

Es  sei  /'  =  /'(.:)  irgend  eine  auf  3{  reguL'lre  Function  (f^  Ord- 
nung, (leren  elementare  l-^ole  e^.  r,,  .  .  .  c,^  vereinzelt  liegen,  so  dass 
also  niemals  zwei  oder  mehrere  derselben  mit  einander  zusammen- 
fallen. Bezeichnet  man  irgend  einen  dieser  elementaren  Pole  kurz 
weg  mit  e^  so  ist  /'(.-')  im  Bereich  U(c,  r)  oder  §((7,  J)  desselben 
darstellbar  durch  ^.  ,  ,  x    ,  -r^  .x 

Und  diese  Formel  kann,   falls  man  Ei^)   in  eine  Taylor'sche  Reilie 
entwickelt^  auch  so  geschrieben  werden: 

/  '> )  =  j-^  ^.-\-K'  +  K"{t-Y)  +  K '"  (g  _  yjä  +  . . . 
oder  auch  so: 

7  r 

(1.)  /"(.:)  =  ^_ — \-  (cind.  stet.  Funct.  von  5), 

wo  K  eine  von  0  verschiedene  Constantc  vorstellt. 

]>il(let  man  nun  das  diesem  Punkte  e  entsprechende  Normal- 
integral  zweit(n'  Gattung  tr{z'),  so  wird  dasselbe  [ebenso  Avie  das  all- 
«^o'ineineve  Integral  Tr{z)j  vgl.  pg.  250]  im  Bereich  U^^-^", -)  oder 
^i[(y.  S)  des  Punktes  c  darstellbar  sein  durch: 

(><.)  t:{z)  =     ^^   -\-  (eind.  stet.  Funct.  von  l). 

Aus  (7.J  und  (8.)  folgt  nun  sofort,  dass  die  Function 
!..,  _  /(z)  -  A7,(,-) 

im   Bereich  des   l^unktes  r  eindetdig  und  stetig  ist. 

In  solcher  Weise  kann  also  die  gegebene  Function  f{z)  ibr^r 
jiolareii  Unstetigkeit  im  Punkte  c  h rauht  werden  durch  Subtraction 
eiiif's  Ausdrucks  von  der  Form  Ktdß).  Dieses  Verfahren  kann  nun 
successiv  auf  sämmtUchc  Pole  Cj ,  (\^,  .  .  .  C;  in  Anwendung  gebracht 
werden.     Und  demgemäss   wird  also  das  Aggregat 

')  Die  in  §  i)  und  §  K»  aur«;L'ätellton  Sätze  siud  nur  heiläufiger  Katnr. 
Wcnii^stens  wird  in  den  weiter  ibl<:t'nden  Para«^raphen  und  Capiteln  diesei= 
Werks  von  jenen   Sätzen  Irin  (i}«'brauch  i:i:emacht  werden. 


■u 
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(10.) 


(11.) 


(12.) 


bei  passender  Bestimmung  der  K^s,  eine  Function  repräsentiren,  die 
auf  9t,  abgesehen  von  den  Curven  bxy  überall  einaktig  und  stetig, 
in  diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet  ist.  Eine 
derartige  Function  ist  aber  [Satz  (2.)  pg.  236]  eine  Constante,  Also 
der  Satz: 

Bezeichnet  f{z)  irgend  eine  auf  Sft  reguläre  Function  j**'  Ordnung 
mit  den  Polen  Cj,  c^,  .  .  .  Cg,  so  wird  dieselbe  stets  in  der  Form  dar- 
stellbar  sein: 

f(z)  ^K+  KM")  +  ^k(")  +  . . .  +  JS;4,W, 
wo  die  K's  Constanten  sind.    Hieraus  ergiebt  sich  von  selber^   dass 
diese  K's  folgenden  Gleichungen  Genüge  leisten  werden: 

0  =  K,  Bi(i)  +  K,  Bg^i)  ...  +  K,  B,(i), 

0  =  K, B,w  +  K^ B^^^)  ...  +  K, Bj(«), 


(13.j 


wo  B/'^,  Bg^*^,  .  .  .  B,^*)   die  constanten  Differenzen  der  Functionen 
teX^)f  tcjji),  ...  te^iz)  in  den  Curven  6*  vorstellen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  umkehren.  In  der  That  Obersieht  man 
sofort j  dass  jedwedes  Aggregat  von  der  Form: 

K  +  K, K(0)  +  KM'^)  •  • .  +  S,ic,(e) 
eine  auf  9t  regtdäre  Function  g*®'  Ordnung  sein  tvird,  falls  nur  die 
Constanten  K  den  Bedingungen  (11.)  Genüge  leisten. 

Für  den  Specialfall:  g  =  jp  +  1  £Ührt  der  Satz  (10.),  (H.),  (12.), 
falls  man  die  aus  (11.)  für  die  K  sich  ergebenden  Werthe  in  (10.) 
substituirty  zu  folgendem  besonders  einfachen  Resultat:  ' 

Bezeichnet  f(z)  irgend  eine  auf  91  reguläre  Function  (p  +  1)**' 
Ordnung  mit  den  Polen  c^,  c^,  . . .  Cp+i,  so  wird  dieselbe  stets  in  fol- 
gender Form  darstellbar  sein: 

tcX") 

B,(i) 


f(e)==K+U 


tc{e)  . . . 

U2  •  •  . 


t^iW 


B,(«) 


BjCp) 


BjW 


tm>  K  und  H  Constanten  sind.    Zur  Abkiireung  mag  übrigens  diese 
Formel  (13.)  so  geschrieben  werden: 
(13a.)  /■(«)  =  Ä-  +  if  <l>c  c.  ..c^i  (4 


17 


* 
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Und  umgekelirt:  Bmld  man  sich  auf  5R  irgend  welche  Punlck 
e^j  c.j.  .  .  .  C;,_|,i  (/anz  ad  llhifum  markirt j  so  wird  jede  Function  fv»? 
der  (irstcdt  (L*>.)  oder  (l.*ia.)  eine  auf  ^l  reguläre  Function  (p -\- ^Y' 
Ordnung  sein. 

Wir  haben  in  (P>.)  nachgewiesen,  dass  für  jedwede  Lage  des 
Punktes  e  eine  zuge]ir)rige  Function  tc{z)  existirt.  Nehmen  wir  an, 
wir  hätten  irgend  welclie  Mittel  in  Händen,  um  für  jede  Lage  von 
('  diese  Function  tAz)  nebst  den  ihr  zugehörigen  Constanten  B^'^iWr/r 
lich  zu  bilden,  so  werden  wir  auch  für  jedwede  Lage  der  Punkte 
r-j.  r;,,,  .  ,  .  Cpj^i  die  zugehörige   Function 

zu  bihlen  im  Stande  sein.  Und  jedwede  reguläre  Function  {-p-^-lf^^ 
Ordnung  mit  den  Polen  c^,  c.,,  .  .  .  Cj,j^i  wird  alsdann,  nach  (13.1 
res])ective  (13a.),  darstellbar  sein  durch: 

H'o  11  und  K  willh'iirliche  (onstaidrn  sind. 

Die  {])  +  1)  Nullpunkte  .r^,  z.,j  .  .  .  ^'^^.i  dieser  Function  bestim- 
men sich  durch  die  Gleichung 

()  =  7i:+//o,,,,..,.,^,(^), 

und  kimnen  also  lediglich  abhängen  von  (?, ,  c'.,,  .  .  .  Cj^i  und  von 
dem  Werth  des  Quotienten  ..:  M'as  angedeutet  sein  mag  durch  die 
Formeln: 

—  (  ^A 

'•/-T-J   —  ^/-^-l  l  f'n  ^n  '  '  '  O'-fij   i^\  ' 

Denkt   man    sieli  aber    ,.   ans  diesen  (;>  +  1)  Formeln  eliminirt.  so 

•'rhält  mau  i^  Kelationen.  in  denen  nur  noch  r^,  c.,,  .  .  .  C;>-f.i  nnd 
^1 ,  z.,  ...  z^,^\  enthalten   sind.     Also  der  8atz: 

St>lkn  (-;)  +  -'  awf  der  gegihniu  Fläche  9t  wdlhiirlich  mcirl'irtc 

Ftiidde  Tj,  r,,  ..  .  (V_i   u}id  z^,  :,j ;^,_|_i   die  Pole  und  IsuUjyiuM^ 

(14.)  irg'ud  riiur  (n(f '^  rxjtdärru  FiDirfio))  (p  -\-  IV'"^  Ordnung  dnrzH^tdlcn 
i))f  Sfandr  sc/n,  sa  nn'l>sr)i  flitsr  PHulfe  (jeicissen  p  liclat ioncn  ent- 
spn'Jir)i^  denn  Ih sriinff  idi( if  hdiglirJi  ahldingt  von  der  Gestalt  der 
nrin'lHurn    FläiJK    9i.     Näh»'r    sind    wir   diese  p  Kelationen    voririufig 
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noch  niclit  anzugeben  im  Stande.  Doch  werden  wir  später  (im  fol- 
genden Capitel)  sehen,  dass  dieselben  in  einfacher  Weise  ausdrück- 
bar sind  mittelst  der  der  Fläche  9t  zugehörigen  Normalintegrale 
erster  Gattung  Wi(jgi),  Wg(jef), . . .  yrp(js). 

Sollen  also  c^,  c,,  .,.  .  Cp^i  und  is^,  0^,  ...  0pj^i  die  Pole-  und 

Nullpunlcte  einer  auf  91  regulären  Function  (p  +  l)**'  Ordnung  seinj 

(15.)  $0  darf  man  nur  (p  +  2)  dieser  Punkte  willkürlich  wählen.    Die 

übrigen  p  ergfi)en  sich  alsdann  von  selber  auf  Grund  jener  p  Bda- 

tionen. 

Ist  f{z)  eine  auf  91  reguläre  Function  (p  +  1)**^'  Ordnung,  ao 
gilt  Gleiches,  falls  man  unter  C,  D  irgend  zwei  Confttautcu  versteht, 
auch  von 


F{0) 


/W  -  C 


Und  zwar  werden  die  Pole  und  Nullpunkte  von  F{z)  zwei  Niveau- 
punktsysteme von  f{z),  nämlich  Punkte  vorstellen,  in  denen  f(z) 
respective  :«»  C  und  =»  D  wird.  Demgemäss  kann  man  den  Sätzen 
(14.),  (15.)  folgende  allgemeinere  Fassung  geben: 

Sollen  {2p  +  2)  auf  91  markirte  Punkte  Ci,  Cg,  .  .  .  Cp+i  und  z^, 
z^,  ...  Vhi  ^^^^  Niveaupunktsysteme  irgend  einer  auf  9t  regulären 
[  1().)  Function  (p  +  1)**'  Ordnung  darzustellen  im  Stande  sein,  so  müssen 
diese  Punkte  gewissen  p  Relationen  Genüge  leisten,  deren  Beschaffen- 
heit lediglicli>  abhängt  von  der  Gestalt  der  gegebenen  Fläche  9t. 

Sind  also  (p  +  2)  von  jenen  Punkten  markirt,  so  ergd)en  sich 
die  übrigen  p  bereits  von  selber  auf  Grund  dieser  p  Belatiotien, 

Weitere  Ausdehnung  der  gefundenen  Sätze.  —  Die  soeben  an- 
gestellten Betrachtungen  sind  durchweg  ausdehnbar  auf  reguläre 
Functionen  3*®'  Ordnung,  falls  nur  q  >  p  isi  Das  dabei  einzu- 
schlagende Verfahren  ist  dem  vorhin  eingeschlagenen  in  solchem 
Grade  ähnlich,  dass  darüber  nur  wenige  Andeutungen  erforderlich 
sind.  So  gelangt  man  z.  B.,  ähnlich  wie  zum  Satze  (10.),  (11.),  (12.), 
auch  zu  folgendem  allgemeineren  Satz: 

Bezeichnet  f(z)  irgend  eine  auf  91  regtUäre  Function  3**'  Ordnung 
mit  den  Polen  c^,  c,,  .  .  .  Cq,  und  ist  q>p,  so  wird  dieselbe  stets  in 
folgender  Form  darstellbar  sein: 

(17.)  fiz)  =  K  +3^fl;cl>«.cc....v^,  W. 

Dabei  repräsentirt  4>  dieselbe  Function  wie  in  (13a.);  uxihrend  K,  H^, 
J7, ,  ...  Hq-^  Cons  tanten  sind. 
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Umijckchrt  icirdy  hei  wilütiirliclicr  Wahl  von  c^,  c,,  .  .  .  c,j  und 
K,  Hl,  II j,  ,  .  .  ll,^-j>j  jedwede  Function  von  der  Form  (11,)  eine  auf 
9{  rcf/idürc  Function  r^*"^'"  Ordunufj  sein, 

Bemerkung.  —  ^l^  P  gedacht,  ist  also  eine  auf  9i  reguläre  Function 
^tcr  Ordnung,  im  Gauzen  mit 

{2q  — ^)  -f-  1)  wilUcHrlichen  Consiantcn 

behaftet,  nämlich  mit  di*n  q  willkürlich  zu  wählenden  Polen  c^,  c^y  .  .  .  c^, 
uüd  überdies  mit  den  (q  —  i^  +  1)  willkürlich  zu  wählenden  coust^inten 
Coefficienten  7v ,  //, ,  //., ,  .  ,  .  If 

Die  Nullpunkte  ^j,  z.,  ,  .  ,  z.j  der  Function  (17.)  bestiinmeu  sich 
durch  die  Gleichung: 

'>  =  A'+i7/,(t)e,c..,...,.,.,,+,.(,r), 

und  hängen  iilso  lediglich  ab  von 

,      J[,     IL  J^,-j. 

^i)  ^jy  ^u'  •  •  •  ^7     nnci      j^  y    K  '  '  '  '      K 

Denkt  man  sicli  diese  (/  Formeln  für  z^,  .:.,,  .  .  .  r,^  wirklich  hin- 
gestellt, und  aus  denselben  die  letzten  {q — p)  Argumente 

IT,      IL,  II,-j, 

K  '    K  ^  '  '  '       K 

eliminirt,  so  erhält  man  [q  —  (^y  —  }))']  =  p  Relationen,  in  denen  nur 
noch  r^,  c,,,  .  .  .  c,^  nnd  z^,  z.^,  ...  z,^  enthalten  sind. 

Die  Fole  und  Nullpunlde  einer  ref/ulären  Function  q^'^'^  Onhnmfj 
sind  (dso  stets  dureli  p  lldidiinien  mit  einimder  verlcnilpft'  Und  dieses 
Ixesultat  ist  nun  wiederum  |vgl.  den  Uebergang  von  (14.),  (15.)  zu 
(li>.)J  leicht  übertragbar  auf  zwei  beliebige  Niveaupunktsysteme]  so 
dass  man  zu  folgendem  8atz  gelangt: 

Fs  sei  q>p.    Sollen  alsdann  2q  auf  3t  markirte  Punkte  c^Co, 

. . .  e,j  und  ^i,  ^_,, . .  .  z^j  zwei  JS'iveaup  unkt  Systeme  irgend  einer  auf 

(Y><'\  ?i   reyulären   Function    q^^''  Ordnung  darzustellen   im  Stande  seiUj  so 

ntiissen  diese  Funkte  gewissen  p  Ilelationen  Geniige  leisten^  deren 

Beseka/jeidwit  lediglich  abhängt  von  der  Gestalt  der  gegebenen  Fläche  % 

§  10. 
Fortsetzung. 

Fs  sei  jetzt  q  "C  p-  Indem  wir  auf  diesen  Fall  wiederum  den 
allgemein  gültigen.  Satz  (lO."),  (11.),  (12.)  anwenden,  wollen  wir  die 
daselbst  auftr»'teiiden  Constanten  A\,  K,,  .  .  .  K,j  zu  eliminircn  suchen. 
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(l'J.) 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  (11.)  ist  ^^p,  d.  i. 

=  (2  -  1)  +  (p  -  2  +  1). 
Substitairt  man  nun  die  aus   den   ersten  {q  —  1)  Gleichungen  für 
JSTi,  -Kg,  .  .  .  -K^  sich  ergebenden  Werthe  in  den  (j>  —  ä'  +  1)  fol- 
genden Gleichungen,  und  ebenso  in  den  Formeln  (10.),  (12.),  so  ge- 
winnt der  in  Rede  stehende  Satz  folgende  Gestalt: 

Ist  f{z)  eine  auf  91  reguläre  Function  ^  Ordnung  mit  den  Polen 
c, ,  Ci,  .  .  .  c,  und  q  ^Py  so  wird  diese  Function  f{z)  stets  in  der 
Form  darstellbar  sein: 

Bi(i)        Bg(»>      . , 


az)^K+H 


^w  1 


B,(2) 


B,('^-^) , 


wo  K,  U  Constanten  sind.    Dabei  werden  zwischen  jenen  Polen  c^,  Cg, 
. . .  c,  stets  folgende  (p  —  2  +  1)  Belationen  stattfinden: 

B/i> 


Bg^^» 


B,^^ 


20.) 


B/«) 


Bgt») 
B,W 


B,<i) 

B,(«) 


B,(«-i) 


0, 


«?ö  j  =  ff,  («  +  l)i  («  +  2),  . .  .p. 

Umgekdirt  wird  jeder  Ausdruck  von  der  Form  (19.),  falls  man 

unter  K^  H  beliebige  Constanten,  und  unter  c^,  c^,  .  .  ,  c^  (q  <  p) 

i21.)  irgend  welclie  den  (p  —  ff  +  1)  Belationen  (20.)  entsprechende  PunMe 

versteht j  eine  auf  SR  reguläre  Function  q*^  Ordnung  mit  den  Polen  Cj, 

Cg,  . . .  Cj  vorstellen, 

Bemerkiing.  —  Die  Zahl  qf^p  gedacht,  ist  also  eine  auf  9i  reguläre 
Fanction  q^'  Ordnimg  im  Ganzen  mit 

(2q  —  p  -}-  1)  wülkürliehen  Constanten 

behaftet.  Denn  jene  Pole  Cj ,  c,,,  .  .  .  c  ,  zwischen  denen  (i>  —  g  +  1)  Re- 
lationen stattfinden,  repräsentiren  [j  —  (p  —  2  +  1)]  =  (2^  — j)  —  1)  will- 
kürliche  Constanten,  und  hierzu  kommen  noch  zwei  weitere  Constanten, 
nämlich  K  und  H,  —  Q.  e.  d. 

Da  die  q  Pole  (p  —  q  -\-  l)  Belationen  zu  entsprechen  haben,  so  ist 
nothwendiger  Weise: 

(«f.)  g  >  p   ._  g  +   1  , 

oder,  was  dasselbe: 
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SämmtUchc  auf  ^\  reguläre  Fiuictioncn  besitzen  also  Ordnungen^  die  ^  -,^' 

!<ind.     Die.ser  Satz  kann  noch  weiter  verschärft  werden   mittelst  folgender 
Betrachtung: 

Ist  /'  {2)  eine  auf  -K  reguläre  Function  5*^^"  Ordnung,   so  gilt  Gleiches 
auch  von 

falls   C\    1)    Constanten    sind.     Von   den  q  Polen   dieser   letztern  Fun*" 


{/>.} 


r>' 


aber  kann  einer,  durch  geeignete  Wahl  von  C,  in  eine  vorgesehri^^ 
Lage  r„  hineingedrängt  werden.  Ihr  allgemeine  Auadruek  einer  auf  ^ 
regulären  Funelion  q^^"^'  Ordnung  wird  daher  stets  der  Art  beschaffen  sein, 
dass  einrr  ihrer  q  Pole,  seiner  Lage  nach^  vollhoinmen  willlürlich  bhiht. 
Da.  nun  {q  <C  /'  gedacht)  zwischen  diesen  q  Polen  {p  —  q  -{•  1)  Re- 
lationen stattlinden  müssen,  einer  derselben  aber  eine  willkürliche  Lage  be- 
halten niuss,  so  folgt  hieraus,  datiS  q  niemals  =^-  (/>  —  '/  +  1),  sondern 
btets  ^  ip  —  q-\-  1)  sein  wird.  Die  Formel  («.)  ist  daher  durch  folgende 
zu  ersetzen: 

(y.)  a>  V  —  '1+  1; 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

„  ^  i'  + 1 

'1^       2"- 

Also  der  8atz:  Ixepräsentirt  "H  eine  'Ip-faeh  uisamincnhängeiulc  lUc- 
tnann\'^eh('  Kfigelfläehc ,  so  wild  die  Onlnuftg  q  jedweder  auf  di  regulären 
Funetion  der  Formel  entsprechrn: 

odtr  (was  dassilbe  ist)  der  Formel  entspreche)^- 

r.s'  sei  denn,  da^is  die  Bescha/ftidieit  jener  Fläche   irgetid  welchen  besondern 
/ufällig/iciten  unterliegt.     [Vgl.  Riemann's  (Jes.  Werke,  pg.  lOL] 

Ist  (/  <  )>,  und  sollen  :^q  auf  "li  beliebi;^  markirte  Punkte  c^,  c>, 

...  (\i  imd    ,:, ,  ,:.,,  .  .  .  r^   die    Pule  und   Nullj)unkte  irgend  einer  auf 

^)i   rej^ulären   Function  q^''^  Ordnung  darzustellen  im  Stande  sein,  so 

müssen  /uvörd«»rst  c, ,  r, ,  .  .  .  c.j  den  in  [2i).)  angegebenen 

(22.)  (/)  —  7  +  ^^  lu'lationen 

entsprechen.  l>iese  ludationen  ert'üllt  gedacht,  wird  alsdann  jed- 
wede mit  dtMi  iVden  (\,  r.,,  .  .  .  r  behaftete  reguläre  Function  q^" 
Ordnung  /\-:)  die  Oe>talt   i^llK)   haben: 

/V^  =  A- +  7/ y, ,...,/.), 

wo  A'.  //  willkürliehe  (\)nstanten  sind,  während  V  als  Abbreviatur 
dient  für  dii»  in  {\\\^  steben<K'  I)eterniinante.  Die  Nullpunkte -Tj, 
:,/   M»n  f[:^   bestiniinen   sieh  mittelst  der  Formel; 
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und  hängen  also  ab  von 

ff 
Ciy  c^y  .  .  ,  Cq    und     j^' 

Denkt  man  sich  diese  q  Formeln  für  jgf|,  jer^,  •  .  .  ^^  wirklich  hinge- 

jf 
stellty  und  aus  denselben  das  ^  eliminirt^  so  erhalt  man 

(23.)  (g  —  1)  Relationen, 

in  denen  nur  noch  ^n  ^29  •  •  •  ^9  ^^^  c^^  c^,  .  .  .  Cq  enthalten  sind. 

Die  Relationen  (22.)  und  (23.)  zusammengenommen^  erhält  man 
im  Ganzen  p  Bdationen^  also  den  Satz:  Ist  q<Py  so  sind  die  Pole 
und  Nullpunkte  einer  auf  9t  regulären  Function  3*®'  Ordnung  stets 
durch  p  Relationen  mit  einander  verknüpft.  Dieses  Resultat  ist  nun 
wieder  [vgl.  den  üebergang  von  (14.),  (15.)  zu  (16.)]  leicht  über- 
tragbar auf  zwei  beliebige  Niveaupunktsysteme'^  so  dass  man  zu  fol- 
gendem Satze  gelangt: 

Es  sei  2  ^p.     Sollen  alsdann  2p  auf  9t  markirte  Funkte  c^,  c^, 

,  .  .  Cq  und  Ziy  ^27  '  '  '  ^q  ^^^   Niveaupunktsysteme  irgend  einer 

(24.)  auf  81  regulären  Function  q^'  Ordnung  darzustellen  im  Stande  sein, 

so  müssen  diese  Punkte  gewissen  p  Relationen  Genüge  leisten^  deren 

Beschaffenheit  lediglich  abhängt  von  der  Gestalt  der  Fläche  9L 

Wir  sind  also  hier  im  Falle  q<^p  zu  genau  demselben  Resul- 
tat gelangt,  wie  früher  in  (18.)  für  den  Fall  3  >  p.  Die  in  Rede 
stehenden  p  Relationen  lassen  sich  leicht  ausdrücken  mittelst  der 
Integrale  erster  Gattung;  wie  weiterhin  (im  folgenden  Capitel)  ge- 
zeigt werden  soll. 

§  11.  ' 

Die  der  gegebenen  Fläche  91  zugehörigen  elementaren  Integrale 
dritter  Gattung.     Definition  der  betreffenden  Normal-Integrale. 

Man  markire  auf  der  gegebenen  Fläche  9t  irgend  zwei  Punkte 
Cj  und  Cj,  construire  femer  die  Riemann'schen  Curven  a»,  6«  (x  =  1, 
2,  .  •  .  p),  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  Cj  und  Cg  nicht  hart 
au  einer  dieser  Curven  gelegen  sind.  Endlich  ziehe  man  auf  9t 
von  Ci  nach  c,  eine  beliebige,  aber  die  Curven  a»,  bx  vermeidende 
Linie  L 

Die  Function  TcX^)  ist  auf  9ta6  regulär  und  daselbst  nur  mit 
einem  einzigen,  und  zwar  elementaren  Pol  c^  behaftet;  sie  kann  also 
auf  9ta6  nur  einzelne  Nullpunkte  haben,  von  denen  möglicher  Weise 
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einige  gerade  uut  /  liegen.  Geuiiu  dasselbe  gilt,  falls  mau  luiU-r 
K^  eine  Con staute  versteht,  auch  von  der  Function 

<P,  {,)  =  T,.  ( ,:•)  -  K, . 

Doch  wird  man,  was  in  der  That  geschehen  mag,  die  Constanto  K, 
so  wälilen  können,  dass  von  d<'U  Nullpunkten  dieser  neuen  Function 
ct)^(,:)  hiner  auf  /  liegt. 

In  analoger  Weise  kann  man  jetzt  eine  zweite  Function 

bilden,  welche  in  c  einen  cUhioifanii  Pol^  und  wiederum  liing^  / 
Icciuru   Nullpunkt  hat, 

Erläuterung.   —   Mun   bezeichne   den  Weith   der  Function   7'.  (:)  lür 
den  Au«ronbliek   niit  £  +  ^^  oder  Z: 

Z  =  7',  fr). 

Lii><t  man  nun  den  Punkt  ~  auf  der  ^e<^'ebenen  Fläche  iH  längs  der  Curve 
/  von  c\  !uich  c\.  fort>chreiten,  so  wird  gleielizeitig  das  Z  anf  der  Z-Ebt'iie 
ein('  corr.'>j)()n.liioiMU;  Curve  A  beschreiben,  die  von  einem  endlichen  Punkte 
r,  aus  in  .stftifj  :u>'imm'  )iJi(uiii(n<h'r  Weise  nach  einem  unendlich  lerncu 
l^mkt  r_,  hinläuft.  Denn  die  Function  7',  (.:)  ist  länirs  /,  mit  alleiniger 
Au.-nalinio  d«'^  Punktes  c_.  stdif/-,  und  hieraus  folgt,  dass  die  neue  Curve 
A  ebenfalls,  mit  alleiniger  Ausnahme  ihres  Endpunktes  T.,  eine  sttti(jc  \>i. 
Markirt  man  nun  auf  der  Z-Fbene  irgend  einen  Punkt  Kg  ausserhalb  der 
Ciuve  A,  so  ist  man  sieh''r,  dass  T  (.:)  längs  1  niemals  =  K^  wird,  daas 
njithiu  die  Function 

7\;-,  -  K,     d.  i.     <t>,{:) 

längs  /  keinf.Mi  XuUpuukt  besitzt.     Analoges  gilt  für  <J>i  (^). 
Man  eonstrulre  jetzt  das  JJ(  nicli  £  der  Linie  L    Da  sämnitliche 
Null[)unkte  von  0j(.:)   und  ct).(.:)  ausserhalb  /  liegen,  so  werden  die- 
selben, falls  man  das  l>ereich  Ü  hinreichend  klein  macht,  auch  ausser- 
halb Ü  sich   betinden.     Demgeuiäss   wird  also  der  Quotient 

eine  auf  ii  reguläre  Function  sein,  welche  daselbst  nnr  einen  Pol, 
nämlich  (\,  und  nur  riHcn  Nullpunkt,  nämlich  c.^,  hat.  Und  zwar 
ist  sowohl  der  Pol  wit*  auch  dcu'  Nulli)unkt  von  elementarer  Natur, 
d.  i.  erster  Ordnung. 

üemgemäss  wird  |  vgl.  den  Satz  (F.)  pg.  231]  das  Integral 


(0 

bei  passender  P]inschränkung  seiner  Integrationscurve,  eine  Function 
von  .:  vorstellen,  die   fohlende  Eigenschaften  hat: 
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f*(is)  ist  auf  2,  abgesehen  von  der  Linie  l  selber,  eindeutig 
und  stetig,  und  besitzt  längs  l  die  constante  Differenz  27ci,  Ferner 
besitzt /^(j?)  in  den  Bereichen  U(Ci;  £?),  U(cg,  z)  oder  Ä(yi,  5),  ?l(yg,  f) 
der  Punkte  Cj,  Cg  respective  die  Weiihe: 

(a.)  /^*(^)  =•  —  log  (S  —  yi)  +  (eind.  stet  Punct.  von  g), 

(ß.)  /^(xr)  =  +  log  (g  —  y^)  +  (eind.  stet  Funct  von  5). 

Bemerkung.  —  Dieses  etwas  complicirte  Verfahren  zur  Bildung  von 
/*(«)  kann  durch  ein  einfacheres  ersetzt  werden,  falls  die  Punkte  Cj,  c, 
weder  Windnngspunkte  noch  auch  unendlich  ferne  Punkte  sind,  und  falls 
Gleiches  auch  gilt  von  jedwedem  Punkt  der  yon  c,  nach  c,  laufenden 
Linie  h    Alsdann  n&mlich  kann  man  für  <l>i ,  0^ ,  V  die  Functionen  nehmen 

Denn  diese  Function  V  wird  in  der  That  eine  auf  2  reguläre  Function  sein, 
und  daselbst  nur  den  einen  Pol  c^  und  nur  den  einen  Nullpunkt  c,  haben. 
Auch  wird  jeder  derselben  elementarer  Natur  sein.  Demgemäss  kann  man 
also  in  dem  genannten  speciellen  Fall  für  f*{z)  das  Integral  nehmen: 


^«-/^-/.,.,i^^, 


hlia  man  nur  wiederum  die  Beweglichkeit  der  Integrationscurve  in  ge- 
eigneter Weise  beschränkt. 

Diese  Function  f*(js)  bildet  die  Grundlage,  von  welcher  aus  wir 
jetzt  das  Riemann'sche  Theorem  [pg.  239]  in  Anwendung  bringen. 
Zufolge  dieses  Theorems  muss  nämlich  eine  Function  f(e)  existiren, 
die  folgenden  Bedingungen  entspricht: 

L  f(js)  soll  auf  91,  abgesehen  von  den  Curven  l  und  a^,  hx, 
eindeutig  und  stetig  sein. 

II.  f(z)  soll  in  l  in  solcher  Weise  unstetig  sein,'  dass  die  Dif- 
ferenz f^(z)  —  f*(z)  im  Bereich  2  stetig  bleibt.  Ferner  soll  f{s)  in 
den  Curven  a^,  6x  constante  Differenzen  haben,  deren  reelle  Theile 
vorgeschriAene  Werthe  besitzen. 

Man  kann  nun  den  Bedingungen  IL,  durch  Rücksichtnahme  auf 
die  Beschaffenheit  der  Function  f*{z)  [vgl.  (a.),  (^.)],  eine  etwas 
andere  Form  geben,  und  demgemäss  sich  so  ausdrücken  : 

Es  existirt  stets  eine  Function  f{z),  die  folgenden  Bedingungen 
entspricht: 

I.  f{0)  soll  auf  91,  abgesehen  von  den  Curven  l,  a^,  6«,  eindeutig 
und  stetig  sein. 

IL  f{si)  soll  in  den  Bereichen  Vi(c^,z),  Vi{c^,z)  oder  Ä(yi,g), 
?l(y,,  6)  der  Punkte  q,  Cj  respective  die  Werthe  besitzen: 
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/'(.:)  =  —  lo<^  (S  —  y^)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  5), 
A(-)  =  +  lo<^  lg  —  y.^)  +  (eiiul.  stet.  Fimct.  von  g). 

Ferner  soll  f{p)  in  der  von  q  nach  c,  laufenden  Linie  l  die  Bijjcnu: 
2ni  haben.  Und  aehliesslieh  soll  f{z)  in  den  Curven  Oy,  by,  conaimik 
Dill'rrenzen  haben ^  deren  reelle  Tlieilc  vorgeschriebene  Werthe  beslkcn. 
Zusatz.  —  Aueh  ist  die  Fnnetion  fix)  dureJi  die  Ikdingniifjai  1., 
II.  vollsldndicj  bestimmL  bis  auf  eine  additive  (Jonstanfe.  Denn  exi- 
stirtoii  r'^ivei  dioseii  Hodingiingcu  entsprechende  Functionen  f{£)  und 
/"(,:},  SU  würde 

iiuf  3{,  ab^eselien  von  den  (\irven  a^y  byj  eindeutig  und  stetig,  in 
diesen  ('iirven  jiber  mit  rein  inHujinüren  constunten  Ditierenzen  hc- 
liiiftet,  also  [naeli   Satz  (;'>.)  pg.  2»>()]  eine  Onistante  sein.  —  Q.C-d. 

I)ies(.'  durch  die  Hedintrun«!:eii  1.,  II.  eharakterisirte  Function 
/'(,:)  ist  aber  nacli  (<)r).)  }>.  1^21  nichts  Anderes  als  ein  ekmcufam 
hdcf/ral  dritter  ^iV////(»//' )  TT,-, .,^(\:i;  so  dass  man  also  sagen  kann: 

Für  die  (jeijebene  Flüche  ^H  existirt  stets  ein,  und,  abgesehen  vm 

einer    additiren    Conslmdeu ^    nur    ein    einziges    elenuntarcs   InlcgntJ 

'^•j  dritter   (iattnng  TT,.,,.!^),   dessen    Fnstetigheitspunlde  q    und  c,   vorfjc- 

sehrichf  ne  Lagen,   und  dessen   eonsfantc   Differenzen   in   den   Cuncn 

ayj  by   vorgeschriebene  reelle  Theilc  besitzen. 

Von  hier  aus  kann  nuin  nun  Schritt  für  Schritt  dieselben 
l'eberlegungen  anstellen,  wie  früher  fpg.  25GJ  bei  den  Integralen 
.iweifer  (Jattung.  also  z.  ß.  bemerken,  dass  das  Aggregat 

<-•)  IT..  .^U)  +  A'i WiU)  +  A\\v.(z)  .  .  .  +  Kj,Wj/z), 

ebenso  wie  TTc,  •,  <:)  selber,  ein  elementares  Integral  dritter  Gattung 
repräsentirt.  Man  gehnv^t  in  solcher  Weise  zu  folgenden  Sätzen: 
r>////'  den  H)iendlieh  rieUn  mit  denselben  Unstet igheitspHnlden 
(\,  Co  Inlidffden  (h  lut  nfaren  hitigrahn  dritter  Gattung  existirt  eines, 
u'deli^s  in  den  Cum n  a^  gar  keine  Differenzen  hat,  urlches  also  aul 
^H\  ahgesiJte)i  rn}t  din  (.'urcDi  l  und  by,  überall  eindiutig  und  stetig  ist. 
nieses  besondere  hdegral  )nag  ))iit 

beziiihnet  tmd  ilos   \(fr)fi(fli)ftegr(i!  dritter  (raftung  genannt  werden^ 

,1.1  Ditsts  y(irnt(di)ff((/r(il  m    .    ^*    />/   d'freJi  Angabe  seiner  Unstetig- 

Lt  ifspintlde  (\,  c.   rnlhfüudig  be>ti)tUHt,  bis  auf  eine  additive  Constantc. 

\v\'^\-  ilio  Noti'  p<:.  L'li. 
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Jedwedes  elementare  Integral  dritter  GaMfing  nc,c^(i^)  kann  in  die 
Form  versetzt  werden: 

WO  W(z)  ein  Integral  erster  Gattung  vorstellt,  oder  auch  in  folgende 
Form: 

(«0  ne.c,(^)  =  sre,c(^)  +  JEo  +  J5riw,(je?) . . .  +  K^^p^z), 

wo  die  w(jßf)  die  Normalintegrale  erster  Gattung  und  die  K's  constante 
Coefficienten  vorstellen. 

§  12- 

Heber  die  den  elementaren  Integralen  dritter  Gattung  zugehörigen 

oonstanten  Differenzen. 

Wir  wollen  die  constanten  Differenzen  A^'^),  B^"),  mit  denen  das 
Integral 

(7.)  n  =  n(«)  =  nc.c.W 

in  den  Corven  a«;  &x  (x  =  1,  2,  . . .  j?)  behaftet  ist,  näher  unter- 
sachen,  indem  wir  uns  dabei  der  Normalintegrale  erster  Gattung 
Wa{z)f  (tf  <B  1;  2, . .  ,pf,  als  eines  zweckmässigen  Instrumentes  be- 
dienen. 

Bezeichnet  man  das  Bereich  der  von  c^  nach  c,  laufenden  Linie 
/  mit  fi,  und  das  nach  Absonderung  dieses  Bereichs  noch  übrig 
bleibende  Stück  der  Fläche  9la&  mit  ®: 

so  sind  T\(e)  nnd  Wa{e)  auf  ®  überall  eindeutig  und  stetig.  Hieraus 
folgt  [Satz  (4.)  pg.  196]: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Rand  von  @.  Will  man 
aber  @  positiv  umlaufen ,  so  hat  man  erstens  den  Rand  von  ^ab 
positiv,  und  sodann  den  Rand  von  S  negcUiv  zu  durchwandern. 
Demgemäss  kann  die  Formel  (8.)  auch  so  geschrieben  werden: 

WO  die  Indices  ^ab  nnd  fi  die  den  betreffenden  Flächen  entsprechen- 
den positiven  Randintegrationen  andeuten.  Diese  Formel  (9.),  welche, 
weil  TTrfwa  cBad(TTwa)  —  WadTT  ist,  auch  so  geschrieben  werden  kann: 


rio.)  r    ndwa  +  /  wadn  =  o, 
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wird  gültig  bleiben  hei  beliebiger  VerJdeinerung  des  Bereiches  2.  Man 
kann  also  z.  I».  2  zusammenschrumpfen  lassen  auf  die  Bereiclie  Uj, 
II,  der  Punkte  r, ,  e.^  und  das  zwischen  U^  und  U2  liegende  Segment 
der  Curve  /.  Hat  man  aber  ^  in  dieser  Weise  reducirt,  so  nimmt 
das  zweite  Integral  der  Formel  (10.)  die  Gestalt  an: 

f^^odT[  =J    ^Sn(^T[  +  J  [w,  (A)  -  Wa(())]rfn  +/   w.rfn; 

wie  solches  sich  unmittelbar  ergiebt,  falls  man  nur  beachtet,  dass 
TT  längs  /  eine  eondantc  Differenz  (=  27ti)  hat,  dass  mithin  das 
Differential  (/TT  zu  beiden  Ufern  von  l  einerlei  Werthe  besitzt.  Nim 
ist  aber  w„  auf  9i„/,,  mithin  z.  B.  auch  in  der  Linie  /  stetig,  also 
Wo(A)  —  ^0(9)  =  0.     Demgemäss  folgt: 

f  w,tm  =  f    w„(ZTT  +  f   WodU-, 
*^^  •'Ui  '^U, 

so  dass  also  die  Formel  (10.)  übergeht  in: 
(11.)  f     n(/w„+  f    w,dT{  +  f    ^Y„dT{  =  0, 

Bezeichnet  man  jetzt  irgend  einen  der  beiden  Punkte  Cj,  c^  mit 
ej,  und  sein  Bereich  mit  l\j{CjjZ)  oder  %{yj,t)j  so  ist  innerhalb 
dieses  I3ereiches : 

WO  ()(^)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  vorstellt.    Hieraus  folgt: 

also,  falls  nuin  mit  Wo  multiplicirt,  und  über  den  Rand  von  U; 
oder  9(y  integrirt: 

/'  w„  ,m  =  /'  w, dj]  =  (-  \y  f  ^' '^^  +  f  Wo  dO(^). 

J  J  J  %' 

Nach  bekannten  Sätzen  [(IG.)  pg.  23  und  (10.)  pg.  21 J  ist  aber  das 
leizle  Integral  =  0,  und  das  vorletzte  =  2;r/ w,,[;'J,  d.  i.  =  2;r«w,j(^j)j 
falls  man  nämlich  unter  w,,  |  j'^  |  oder  Wo(^;)  den  Werth  der  Function 
Wo    in  Yj  respective  in  6)  versteht.     Somit  folgt: 

(f.)  /^  w^  (m  =  (—  l)'" .  2  ;r  i  w.(o) ,     wo  j  =  1 ,  2. 

Dies  in  (11.)   substituirt,  erhält  man: 
( 1 2.)  }\     n  (/ w„  =  2  jr /  [w.  (^V)  —  >Vo  (r,)  1 . 
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Das  Integral  linker  Hand  hat  aber  [zufolge  des  Hülfssatzes  (y,) 
pg.  249]  den  Werth: 


[A^ftax-BWa^x], 


wo  A^'^^  B<*^  und  a<,x;  &ax  die  constanten  DiflFerenzen  von  TT  und  w<y 
in  den  Curven  a»,  6x  vorstellen.  Substituirt  man  diesen  Werth  in 
(12.),  und  berücksichtigt  man  dabei  zugleich  die  eigenthfimlichen 
Werthe  [(19.)  pg.  246]  der  Constanten  aax,  so  erhält  man: 


(13.)  (  ^  A(-> ba.)  -  B^^xi  =  2m  [w,(c,)  -  w,(^)], 

wo  6  eine  der  Zahlen  1 ,  2^  3,  ...  |)  vorstellt.    Demgemäss  gelangt 

man  zu  folgendem  Satz: 

Bezeidinet 
(14.)  nc,<,(ir) 

ein  beliebiges  elementares  ^Integral  dritter  Gattung  mit  den  Unend- 
lichJceitspunkten  c^  und  e^,  so  werden  die  constanten  Differenzen  A^*^ 
B^'^,  mit  denen  dieses  Integral  in  den  Curven  a»,  b^  {tc  =  1,2, .  ».p) 
behaftet  ist,  jederzeit  folgenden  Belationen  entsprechen: 

:ir).)     A^^)6ia  +  AWftaa  . . .  +  A^i»6,a  -  B^'^^i  =  2m[wo(c,)  -  Wa(c,)], 

6     =      ly2,     .     ,    ,    P. 

Dabei  bezeichnen  die  b's  die  den  Normalintegrälen  erster  Gattung  w, , 
Wg,  . . .  Wp  zugehörigen  Constanten  [(19.  pg.  246)]. 

Nimmt  man  insbesondere  statt  des  Integrals  (14.)  das  betref- 
fende JVonnaMntegral  ^cie^(z),  so  sind  die  A's  sämmtlich  =  0  [vgl 
pg.  268];  so  dass  die  Relationen  alsdann  übergehen  in: 

-  B(^)  =  2[Wa{c,)  -  Wa{c^y]y       6=1,2,  .,.p. 

Vertauscht  man  hier  den  Buchstaben  6  mit  x,  so  gelangt  man  zu 
folgendem  Zusatz: 

Das  den    Unendlichkeitspunkten  c^,   c^    entdeckende   Normal- 
integral dritter  Gattung 
•16.)  ®^c.c(^) 

besitzt  in  den  Curven  a»,  6x  (x  =  1,  2, . . .  p)  folgende  Differenzen: 

ij.^  längs  a^:  ^c,c,W  -  SJ^c,c.(p)  =  0, 

längs  6«:  ^c.c^i^)  —  oSc,cSq)  =  2[w^(Ci)  —  Wx(Ci)]. 

Diese  Differenzen  drücken  sich  also  in  einfacher  Weise  mittelst  der- 
jenigen  Werthe  aus,  i/oelche  die  Normalintegrale  erster  Gattung  W|, 
Wg,  .  .  .  Wp  in  jenen  Punkten  c^  und  c^  besitzen. 
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8  13. 

Bemerkungen  über  die  Integrale  erster  Gattung. 

Jedwedes   Intecrral  erster  Gattung  TFÜ)  ist  auf  der  Flüche  iR,/. 
vindcutiff  und  strfif/,     Folj^licli   wird 

nicht  nur  dieselben  Eij];en schuften  haben,  sondern  überdies  andi 
eine  l^'unetion  sein,  die  auf  JR^,/,  nirgends  verschwindet  Denn  zum 
V(M*seh  winden  von  )]{£)  würde  ein  Unendlich  werden  von  W{ß)  er- 
forderlieh sein;  was  der  Natur  von    ^V{z)  widerspricht. 

Uezeielinet  man  ferner  irn:end  zw^ei  am  linken  und  rechten  l  t>r 
von  a^  einander  gegem'iberliegende  Punkte  mit  k  und  q,  so  ist 

,;(r)  =  f'^'^'^)     und    7^^)  ==  e^^'(^), 
folglicli: 

falls  nämlich  .1"'^  die  eonstante  Differenz  der  Function  W{:)  in  ^^^^ 
('urve  Oy  vorstellt. 

Analoges  gilt  für  b^:  so  dass  man  also  zu  folgendem  Satz  ge- 
langt: Jsf  ^\\::)  injdid  ein  hifetfrcd  erster  Gaftung,  so  ivird  die  Fuf^ction 

0.)  '/(-)  =  '-"''-"' 

(iftf  ""M,,/  ei)ideut if/,  st(ti()  u)ul  nichfrerschivindend  sei n^  also  d(^i 
(luirahUr  dtr  Fioiciiinioi  l'\z]  U sitzen,  Itherdies  tcird  j]{z)  hm''^' 
(^iirren  a^,  /v  nn't  e(>nst(nit(  n  Quotienten  hehaftet  sein^  nlm'hdi 
d()l  For})itln  <  )d>pr(chn} : 

( -  ."> 

tifihis  t)y.   -  -    =  r' 


r\ 


1]  .9 


len    A '\    Ve  ^   dif    ('<>n,sf(j)(fin    l)'ff(ri)Kru    rn)i     ]V(z)    in    den  (V''"« 
(i,,  l>y   vnr.stJIne 

Naeli  ^'2'2.^  pg.  lMT   ist  jedwedes  Integral  erster  Gattung  l'l-' 
in   dtM"   Form   darstellbar: 

Il'i  :^   ^  K,  -f-  A'j  \\\  , :  ■  +  ^^.>^^'-'*/^  •  •  •  +  J^r^yi-)': 
^o  dA<<  man  also  ;vgl.    \\\~  |  .j.  iMi^.l  für  .1  '\  B'    die  Werthe  erliult: 
-4      =-■=  A, '/:     —  7\'  i/_    ...  —  Kf  iiyr  =  K,:rL 

n'Mn'j:oii!;iv<  kai;n   man  ii.ii   Sa:/   (  l.\     l\  •  aiuh   so  aussprechen: 
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Sind  Kq,  Kl,  K^, . . .  Kp  beliebige  Constanten,  so  wird  die  Function 

(3.)  ^(^^^/o+A^iW+Ä'.w^c^).  .+ir^w^« 

auf  9^  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend,  überdies  aber 
in  den  Curven  a^,  6*  (x  =  1,  2, . .  .p)  mit  folgenden  Constanten  Quo- 
tienten behaftet  sein: 

,..  13(1)  K^ni 

(4.)  ^'^^^-''^)-^         y 

längs  bni  ?W  A'i^«+A',6,,...  +  Vpx. 

§.  14. 

Bemerknngen  über  die  Integrale  dritter  Gattung. 

Vergegenwärtigt  man  sich  [pg.  226  und  268]  die  Eigenschaf- 
ten des  Integrals  dritter  Gattung  T\e^c^{z),  so  erkennt  man  sofort, 
dass  die  Function 

auf  der  Fläche  ^„by  mit  Ausnahme  der  Punkte  c^,  c^,  eindeutig,  ste- 
tig und  nichtverschwindend  ist.  Im  Bereich  VL(cj,  0)  oder  ^{yj,  i)  des 
Punktes  Cj  ist: 

n..«.w  =  (-  ly  log  (g  -  yj)  +  0,(5), 

wo  Oj{t)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  vorstellt  Hieraus  folgt 
mit  Bezug  auf  dasselbe  Bereich: 

^       <l>W«=a-y/)<-'>'.^y(0, 

wo  Ej{i)  =  c  ^  eine  Function  repräsentiri^  die  eindeutig,  stetig  und 
nichtverschwindend  ist.  Setzt  man  j  successive  =  1,2,  so  erhält 
man  für  c^: 

<J>W  =  (e-y.)-'-E^i(ö, 

und  für  c^: 

<l>(^)  =  a-y,)+'i?,a); 

woraus  folgt,  dass  <t>{z)  in  c^  einen  elementaren  Pol,  andererseits  in 
C2  einen  elementaren  Nullpunkt  hat. 

Was  die  Werthe  von  <t>(z)  in  den  Curven  a^,  b^  betrifift,  so 
findet  man  sofort: 

längs  a,:  J^JJ^^  =  e^^''\ 
längs  6^:  ^  =  c«   , 

wo  A^^^,  B^''^  die  constanten  Differenzen  von  TTc,e.(^)  in  diesen  Curven 
vorstellen. 

Neamftnn,  Aberache  Integrale.    2.  Anfl.  18 
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V^^rtauscht  man  sohlirsslich   die  Function  TT,',r, (-2^)   mit  der  S)i(- 
ricWrcii  Function   tD^, ,...i~),  und   beachtet^  dass  in  diesem  Fall 

A^^i  =  0     und     B^  ==  2[w^(/\;)  —  w^(rj] 

wird  (vgl.  (17.)  })g.  271  |,  so  gelangt  man,  falls  man  die  Buchstaben 
«,  ß  für  6',,  (\,  subsiituirt,  zu  folgendem  Satz: 

Dir  Function 

/.s7  auf  der  Fläche  9i„/,  reifuUir,  und  licsifzt  dascJhst  nur  einen  h>\ 
und  nur  cinoi  Xulljnndd.  Frsterer  lie(/f  in  «,  Irfzferer  in  ß\  nud 
beide  si)H/  elemodarer  Kdfur  d.  i.  erster  (h'dnunf/.  Ferner  ist  die 
Functio)t  in  den  Curven  (ty,  hy  mit  /'olt/enden  eonstdntcn  Quotien- 
ten Iw/ufftet: 

^''■^  ,-.  7  ^t)^)  *2|nV-    (|i)-W     («)| 

Sind  mithin  ß, ,  «..,  ,  .  .  a,j  und  /ij ,  /l, .  .  .  .  /i,^  beliebig  gegebene 
Punkte,  so   wird  die  Function 

ebenfalls  auf  i1{„/,  rnjulär  sein,  und  daselbst  im  (ianzen  q  elementare 
Pole:  ic^,  ((.,,.,.  a.,  und  ebenso  vi(d<'  elementare  Nullpunkte:  /ij,  /i... 
.  .  .  li,j  besitzen.  (Jenaii  dasselbe  gilt  daln'r  nach  {?*-)  z.  B.  auch  von 
der   Function: 

wo  die  N  Cnnstfüiten  sein  sollen,  reberdies  ist  diese  Function  H'(:'\ 
\vi(»  aus  ((). )  und  (-1.)  sich  (^rgiebt  in  den  (Virven  n^y  hy  mit  folgen- 
den  (.^hu)tienteii   liehattet: 

V    'S     , 

die   Summation    im    Fxjjoneuten   ausgedehnt  über  j  =  1,2,...  q. 

Demgemiiss  wird  M^(:)  niclit  nui*  auf  ^Iv^^,  sondern  auch  aj//  iH 
sittter  regulär  sein  ,    s()l)ald   man  die    Exj)onenten  der  beiden  letzten 
Formeln    in    (ferfu/e    ]'i<l/((elfe    von    .t/    verwandelt.     Dies   aber   kann 
dadurch  erreicht   werd^m,  dass   mau   unter  den    Ny  fjanxe  Zahlen  vcr 
stellt    imd    ii])erdies    den    letzten    Fxponmt    ^-^"JMyTri   setzt,    wo  die 
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Mx  ebenfalls  ganze  Zahlen  sein  sollen.  Man  gelangt  daher  zu  fol- 
gendem Satz: 

Sind  auf  der  Fläche  91  irgend  zwei  von  einander  verschiedene 
FunJctsysteme  a^,  a^y . . .  a.^  tmd  ßi,  ß^j  ...  ßq  markirt,  die  den  p  Be- 
dingungen Genüge  leisten: 
>=? 
(7.)         2l  [wx(A)  ~  Wx(a^)l  =  M^Tti  +  Nibiy  +  N^l^x  . . .  +  ^pV> 

x=  1,2,  ...p, 

u:o  die  M,  N  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen;  —  so  existirt  stets  eine 
auf^  regidäre  Function  c^^  Ordnung  V(^),  deren  Pole  in  ai,a^, , ..  Ug, 
und  deren  Nullpunkte  in  ß^j  ß^,  .  .  ,  ßg  gelegen  sind.  Und  zwar  lässt 
sich  diese  Function  ^(z)  folgendermassen  darstellen: 

wo  unter  den  N  Aendieselben  Zahlen,  une  in  (7.),  zu  verstellen  sind. 
Sind  A  und  B  beliebig  gegebene  Constanten,  und  setzt  man: 

so  wird  oflfenbar  Q{z),  ebenso  wie  V(^),  eine  reguläre  Function 
q^  Ordnung  sein.  Diese  neue  Function  Q(j8r)  hat  in  «i,  a^,  ...a,, 
wo  W{z)  =  oo  ist,  den  Werth  A,  und  in  ßi^  ß^, .  . .  ßg,  wo  W(z)  =  0 
ist,  den  Werth  B.     Somit  ergiebt  sich  folgender  Znsatz: 

Sind  auf  9t  irgend  zwei  von  einander  verschiedene  Punkt- 
systeme a^y  a^,  ..  .  ag  und  ßu  ß^y  *  - '  ßq  markirt,  die  den  Bedingungen 
entsprechen: 

<•*•)     i\wx(Ä)  -  w,(a^)]  =  MxJti  +  NM.+  N^h^x  +  . ..  +  N^hp,, 

x  =  l,2,...i), 

wo  die  M,  N  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen,  und  sind  überdies  irgend 
stvei  (instanten  A,  B  gegeben,  so  existirt  stets  eine  auf  91  reguläre 
Function  g**'  Ordnung j  welche  «n  a,,  or^,  .  .  .  Ug  den  vorgeschriebenen 
Werth  A,  andererseits  in  ß^,  ß^,  ,  .  .  ßg  den  vorgeschriebenen  Werth  B 
annimmt 

§  15. 

Darstellnng  der  auf  91  regulären  Fonotionen  mittelst  der 
Integrale  dritter  Gattung.    Abersohes  Theorem. 

Es  sei  f{z)  irgend  eine  auf  91  reguläre  Function  q^^  Ordnung 
mit  den  Polen  a^,  a^,  ...  Ug  und  den  Nullpunkten  ßi,  ß^,  -  >  >  ßq» 


18 


* 
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Ferner  ni(»<i;en  iiinerlialb  9i„/,  q  einander  nielit  schneidende  Linien 
/, ,  i^,  ...  /,/  gez()<;en  sein,  der  Art,  dass  /,  von  «,  nach  ßj  <^eht.  Als- 
(hinn  ist  |Satz  p«^.  2^>()|  die  durch  die  Formel 

definirie  Function  F{::),  hei  i^eei^neter  Einschränkung  der  Inte^ra- 
tiunscurve,  auf  9{  ehulmf'uj  und  sfcfiff^  mit  Ausnahme  der  Linien  /, 
und  a^y  hy.  Zu<^leich  hesit/t  diese  Function  F(.:)  im  Bereich  eines 
jeden  der  Punkte  a,,  ßj  Wert  he  von  der  Form 

<  -•>  7''(.:)  =    t    \o<r  (5  —  y)  4-  (eind.  stet.  Funct.  von  £), 

wo  von  (hMi  beiden  Zeichen  -\-  das  obere  oder  untere  gilt,  jenacli- 
dem  der  Funkt  zu  den  «/  oder  jij  gehört.  Ferner  besitzt  dieselln' 
in  dt^n  Curven  /y,  a^,  h^  folgende   Differenzen: 

C;.)  liings    /,:  F{k)  —  F(q)  =  +  1>.t?, 

(f.)  liings  r/,,:  i^'(A)  —  F(())  ^  —  27t  INy, 

(;-).)  liings  />,:   /''(A)  -     F{q)  =  +  l>;r/il/,, 

wo  die  M,  X  (nicht  näher  bekannte)  ganze  Zahlen  vorstellen. 

fianz  analoge  Eigenschaft(Mi   b(*sitzt  aber,  wie  man  leicht  über- 
sieht, auch   die   Function: 

wo  die  A^'s  die  in  (4.)  angegebenen  ganzen  Zahlen  vorstellen  sollen. 
In  der  Thal  ist  Oi.:),  ebenso  wie  F(.:)^  auf  der  Fläche  %,/,y  mit 
Ausiuihme  der  Curven  /,.  a^,  />^,  eindeutig  und  stetig.  Auch  ent- 
spricht 0(.:)  den  Formeln  (l\),  (.*>.),  (4.),  während  an  Stelle  von 
(f).)  die   Formel  eintritt: 

(r>a.)  längs  hy.  OU)  —  ^((j)  — -  2  Viw,(/i,)  -     vv^(fOl 

2  [Xihi^  -f  XJt^iy  . .  .  +  AWl- 
wie  solches  sich   leicht  ergiebt  mit   Rücksicht  auf  (17.)  j>g.  271. 
Demgemäss  ist    also  die   Function 

.  .  • 

auf  5)\,  abgesehen  von  den  Turven  />/,  allenthalben  eindeutig  uuJ  ste- 
tig, und  in  diesen  Curven  mit  constanten  Differenzen  behaftet.  Hier- 
aus folgt  [Satz  (2.)  pg.  2)>()|,  dass  diese  Function  eine  ConsianU 
ist,  mithin  ihre  Differenzen  in  den  Curven  b^  gleich  XuU  sind.  Man 
erhält  also  die  Formeln: 
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(6.)  F(^z)  —  <t>(ß)  =  Const. 

und: 

(7.)  2^>iw,(ßj) -  w,(a,.)J  -  2 [iViftix  +  N^h, . . .  +  N^h^,]  -  2M,xi  =  0, 

X  =»  1,  2,  .  •  .J9. 

Die  Formel  (6.)  kann  man  mit  Rücksicht  auf  (1.)  auch  so  schreiben: 


oder  auch  so: 


log  ;(^^l-0(*)  =  Const, 


(8.)  /•(.)  =  Ke'*'^'\ 

WO  f'  eine  Constante  vorstellt. 

Die  Formeln  (7.)  und  (8.)  führen  nun,  falls  man  für  <t>(z)  seine 
eigentliche  Bedeutung  (la.)  substituirt,  zu  folgendem  Resultat: 

Ist  f(js)  eine  auf  91  reguläre  Function  q^'  Ordnung,  so  werden 
die  Pole  a^,  a^,  ...  Ug  und  Nullpunkte  ß^,  ß^y  *  "  ßq  derseUfcn  stets  fol- 
genden Formeln  entsprechen: 

x=  l,2,...ii, 
wo  die  M,  N  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Auch  mrd  diese  Function  f{si)  stets  darstellbar  sein  in  folgender  Form  : 

wo  die  N  dieselben  Zahlen  sind  wie  in  (9.)^  tmhrenä  K  einen  constan- 
ten  Factor  vorstellt. 

Der  Satz  (9.)  kann  noch  ein  wenig  verallgemeinert  werden. 
Sind  nämlich  a^,  a^,  , . ,  a^  und  ßu  ß%,  -  •  *  ßq  irgend  zwei  Niveau- 
Punktsysteme  einer  auf  91  regulären  Function  q^^  Ordnung  F(2\  so 
kann  [vgl.  pg.  261]  sofort  eine  andere  auf  91  reguläre  Function  f{z) 
gebildet  werden,  für  welche  a^,  a^,  ...  ccq  die  Pole,  und  ßi,  ß^f  >  >  ßq 
die  Nullpunkte  sind.  Demgemäss  werden  wir  also  jenen  Satz  (9.) 
auch  so  aussprechen  können: 

Theorem.  —  Versteld  man  unter  a^^,  a^,  .  . .  a^  und  Ä,  ^j, . . .  /?, 
irgend  zwei  Niveaupunktsysteme  einer  auf  9t  regulären  Function  q^" 
Ordnung,  so  finden  zwischen  a^y  a^,  .  .  .  a^  und  ßu  ß^i  *  *  -  ßq  ^l^ts 
folgende  p  Relationen  statt: 

'  A.)        ^rwx(Ä)  —  Wx(a,)J  =  M^Tci  +  Nih^  +  N^h^  . . .  +  Npbp^, 

x=  l,2,...i>, 
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(vo  dir  3f,  iV  (jn'chf  nahrr  behau iü(t)  gumc  Zaitloi  ntrsldkn^  n'iihrcnd 
die  b's  die  friUur  (HK)  i)j^.  24<)  dcfinirlcH  Cinistanlen  corsf eilen. 

Und  umgekehrt:  —  Denkt  man  sich  attf^  irgend  zwei  ron  ein- 
ander versehicdcne  Vnnidsysleme  a^^  cu,  ...  a.^  und  ßu  ßtf '  -  -  !^i 
markirty  die  in  Verhindiuig  mit  irgend  inlehen  ganzen  Zahlen  3/,  ^ 
(B.)  den  ]>  Relationen  (A.)  entsprcehen,  so  wird  stets  eine  auf  9?  rcgulän 
Funetion  (/'^  Ordnung  e.ris/ireii,  für  welclie  a^,  «.^^  .  .  .  a,/  und  ß^jß..,...ß, 
zwei  Sgstrme  von  Sireaupunidett  sind.  Dieses  umgekehrte  Theorem 
ist  iiJinilieli  bereits  IViilier  bewiesen  worden,  v|^l.  (D.)  pg.  275, 

Uebrigens  repräsentirt  die  Formel  (A.)  das  Abel' sehe  Theorem^ 
so  weit  dasselbe  die  Integrale  ersfrr  (Gattung,  nämlich  die  w(i), 
betrilVi.  Wir  werden  im  folgenden  Capitel  dieses  Abel'sche  Theorem 
auf  anderem  Wege  begründen  und  zugleich  in  allgemeinerer  Gestalt 
ilarlegen. 

8  1(5. 

Ueber  die  den  Normaliutegraleu  erster  Gattung  zugehörige 

Determinante  A. 

Versteht  man  unter  /*(,:)  eine  auf  ^  reguläre  Function  j/"  Ord- 
nung, und  setzt  man 

n~)  -  'S', 

so  ergeben  sich  auf  31  lür  jedwedes  >S  im  (Ganzen  j)  dieser  Gleichung 
entsprechende  I*unkte  r^,  r^.,  .  .  •  ,:;,,  welche  zu  bezeichnen  sind  'd\^ 
die  p  elementaren  Wurzehi  der  (Jleichung  /'(^z)  =  S,  oder  einfacher 
als  ein  Niceaupuilhtsgstem  der  gegebenen  i^'unction  f(ß).  Sind  nun 
•1  +  ^^-1?  ''2  +  ^^'-^i.>'  •  •  •  -p  +  ^^-j'  diejenigen  Lagen,  welche  diese 
Niveaupunkte  annehmen,  sobakl  man  S  in  S  -\-  dS  übergehen  \i^^^h 
so  finden  zul'olji;e  dvs  vorhergehenden  Theorems  die  Formehi  statt" 

(S  =  1,2, ..  .p. 
|)a  die  linken  S«'iten  dii'ser  Formeln   uwndlieh  Idein  sind,  so  werden 
die   recbts  stviinulcn  ganzen   Zahlen   M,   X   | zufolge    des  »Satzes  »*• 
pg.  21S|  siimmilicb     --^i)  sein.     Demgemäss  erhält  man: 

^'1  Wn[.:,  +  (/.:,)        Wo {:,)\  =  0.       (?  ==  1 ,  2,  .  .  .  p, 

,     i 

oder,  was  dasselbe   ist  : 

^'       ,;    '    '/:,     -",       1=1,  2,...p. 
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Aus  diesen  p  linearen  Gleichungen  folgt  aber  sofort,  dass  die  zu- 
gehörige Determinante*) 


Dei 


dz. 


=»  0  ist.  Man  gelangt  in  solcher  Weise  also  zu  dem  Satz,  dass 
diese  Determinante  für  jedwedes  Niveaupunktsystem  z^,  z^^  . . .  Zp  einer 
auf  91  regulären  Fufiction  p^'  Ordnung  verschwindet. 

Die  Art  und  Weise,  wie  wir  hier  zu  diesem  Satz  gelangt  sind, 
ist  indessen  u^enig  stringent,  und  der  Satz  selber  auch  nicht  einmal 
richtig.  In  der  That  kann  man  leicht  Fälle  angeben,  in  denen  die 
Determinante  für  ein  solches  Niveaupunktsystem  einen  unendlichen 
oder  wenigstens  unbestimmten  Werth  annimmt.  Ist  z.  B.  einer  von 
jenen  Niveaupunkten  ein  Windungspunkt  der  Fläche  91,  so  werden 
die  diesem  Punkt  entsprechenden  p  Elemente  der  Determinante  im 
Allgemeinen  unendlich  gross  sein. 

Trotzdem  enthält  die  angestellte  Betrachtung  einen  gewissen 
Kern  von  Wahrheit.  Und  es  handelt  sich  darum,  diesen  Kern  in 
deutlicher  und  strenger  Form  zu  Tage  zu  fördern;  wozu  allerdings 
einige  Mühe  erforderlich  ist. 

Markirt  man  auf  9t  irgend  einen  Punkt  c,  und  bezeichnet  das 
Bereich  desselben  mit  U(c,  z)  oder  8[  (y,  f),  so  ist  bekanntlich  Wa(z) 
auf  U,  mithin  auch  auf  $1  eindeutig  und  stetig;  —  es  sei  denn, 
dass  c  gerade  auf  einer  der  Curven  a^,  bx  (x  =  1,  2, . .  .^)  gelegen 
ist.  In  diesem  besondern  Fall  ei  leidet  nämlich  jene  Eindeutigkeit 
und  Stetigkeit  insofern  eine  Ausnahme,  als  Wa(z)  auf  U,  mithin 
auch  auf  %  längs  jener  Curve  mit  einer  constanten  Differenz  be- 
haftet ist.  Diese  constante  Differenz  verschwindet  aber,  falls  man 
nach  z  oder  ^  differenzirt.    Und  demgemäss  erkennt  man  [auf  Grund 

dw  {z) 
des  Satzes  (15.)  pg.  23],   dass  der  Differentialquotient   — ~      auf 

der  Fläche  %  ausncJimslos  eindeutig  und  stetig  ist;  was  angedeutet 

werden  mag  durch  die  Formel: 

dWg{z) 
(l.)  —Tu     =  (eindeut  stet,  Funct.  von  {;) . 

Bezeichnet  man  also  z.  B.  den  Werth  dieser  Function  (1.)  im  Punkte 
y  oder  (was  dasselbe  ist)  im  Punkte  c  mit 


^)  Unter  dem  Zeichen :  Det.  A^^  soll  die  Determinante  derjenigen  p*  Ele- 
mente verstanden  werden,  welche  aus  j4-f,  sich  ergeben,  wenn  man  jedem  der 
beiden  Indicea  «i,  j  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  .  .  .  p  zuertheiit. 
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(2.)  w^c) 

so    wird  die   so  dortnirte   (Jrüsse  w„  (c)  unter  allen  Umständen  eine 

endliche  sein. 

Will    num   ilicscn    Woith    w, fc)  wirklich   bilden,   so   hat   man  zu  be- 
achten,  ilass    zwischen   z  und  ^  [vj^l.  pfj.  DGJ    entweder  die  Relation  eUtt- 

findet: 

1  1 

(«.)  ^^  —  y  ---  (:;    -  o'",     woraus  folgt:      ''^  =    ^-  (-  —  c)  "* 


(ß.) 


( 


Iz         m 


oder  aber  die  Relation 


1 

—  1 


WO    m    die    Anzahl    der   im    Pnnkte   c    mit    einander    zusammenhängenden 
Bliittcr  der  Fläche  ?H  vorstellt.     Demgemäss  erhält  man  im  crstai  Fall: 

(/\v   fc)         r/w    (^,  i  - 

ilQ  dz 

andererseits  im  ziedten  Fall: 

i 

1  — 

//\v',(.:')         (/w    L-) 


C-O 


1  — 

in 


Will  man  jetzt  endlich  den  Wertli  w^,('')  bilden,  so  hat  man  in  den  Ang- 
drücken  (y.)  und  'd\)  das  dortige  z  üb<'rgehen  zu  lassen  in  c.  Dabei  niaj: 
die  Formel  (y.)  für  alle  etnUichcn  Punkte  c  benutzt,  hingegen  die  Anwen- 
dung von  {d.)  auf  den  Fall  c  =  'X)  beschränkt  werden.  Solches  fe^tij(Sft-t, 
wird  ahdann  w^//)  für  .solche  l*unLtc  c,  die  leeder  Windunyspunktc  sind, 
noch  auch  bei  ^'  =  co  hrf/rfi,  stets  die  Bedeutung  haben: 


Denkt   num  sich   auf  %   irgend  welche  p  Punkte  c,  ,  c^,  ...  c^,  niai- 
kirt,  80  soll  im   Folgenden  die  diesen  Punkten  zugehörige  Determinante 

j  w,  ((",)    Nv,  (;cO    .  .  .    \v,  (cp 

w,(r,)      w,(c,)      .   .   .     w,(c  ) 

^       kurzweg  mit  A  (c, ,  c^ ,  ,  .  .  c  ) 

bezeichnet  werden. 
Dies  vorangesehickt,  wollen  wir  uns  Jetzt,   ebenso  wie  zu  An- 
fang  dieses    Paragraplis,   irgend   eine   auf  9{   reguläre   Function  1^ 
Ordnung  /  (r)  gegeben  denken.     Setzt  man 
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(3.)  m  =-  s, 

und  betrachtet  man  dieses  S  als  einen  Pankt  auf  der  einblättrigen 
5-Kugelfläche;  so  entsprechen  jedweder  Lage  des  Punktes  S  im 
Ganzen  p  Punkte  z^,  z^,  . .  ^  Hp  der  Fläche  SÄ.  Und  zwar  sind  die 
Lagen  dieser  p  Punkte  auf  der  Fläche  ül  stetige  Functionen  derjenigen 
Lage^  welche  dem  Punkte  S  auf  jener  einblättrigen  iS- Kugelfläche 
zuertheilt  wird  [vgl.  den  Satz  pg.  138]. 

Wir  wollen  jetzt  dem  Punkte  S  eine  beliebige  Anfangslage  K 
zuertheilen^  und  die  zugehörigen  Anfangslagen  der  Punkte  z^y  z^, 
.  .  .  Zp  mit  c^y  c^y  .  .  .  Cp  bezeichnen,  dabei  aber  voraussetzen y  daiss 
diese  Punkte  c^,  c^,  .  .  .  Cp  sämmtlich  von  einander  verschieden  seien. 
Alsdann  können  die  Bereiche  U^,  U^, .  .  .  Uj,  der  Punkte  C|,  c^,  . . .  c^ 
so  klein  gemacht  werden,  dass  zwischen  ihnen  keine  Berührung  oder 
Vermischung  stattfindet.  Sodann  aber  kann,  weil  die  Lagen  der 
Punkte  z^y  z^y  .  .  .  Zp  stetige  Functionen  von  der  Lage  des  Punktes 
S  sind,  auf  der  einblättrigen  S-Kugelfläche  um  K  (als  Centrum)  eine 
Kreisfläche  @^  von  solcher  Kleinheit  beschrieben  werden,  dass  z^y 
z^,  .  •  .  Zp  respective  innerhalb  Uj,  Ug,  .  .  .  U|,  bleiben,  so  lange  S 
innerhalb  ©jt  bleibt  Solches  ausgeführt,  und  das  Bereich  Vij(cj,  Zj) 
des  Punktes  Cj  in  seinem  natürlichen  Zustande  mit  %  (yjy  ^)  bezeich- 
net gedacht,  sind  alsdann  die  Grössen  tif  tij  •  •  •  tpj  so  lange  S 
innerhalb  ©a  bleibt,  nicht  nur  stetige,  sondern  auch  eindeutige  Func- 
tionen von  5.  Und  Gleiches  gilt  daher  [Satz  (15.)  pg.  23]  auch 
von  den  nach  S  genommenen  Differentialquotienten  dieser  Functionen. 
Versteht  man  also  unter  j  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  jp,  so  ist 

(4.)  ^  =  (eindeut  stet.  Funct.  von  S),  innerhalb  ©a, 

und  ebenso  auch: 

dt 
(5.)  2^  =  (eindeut.  stet  Funct.  von  S),  innerhalb  ©ic . 

Nun  ist  [nach  (1.)]  der  Differentialquotient 

eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  i^y  während  ^  seinerseits 
[zufolge  (4.)]  eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  S  ist.  Somit 
folgt: 

(6.)  ^dF^"  "^  (e^Ji^ieut.  stet  Funct.  von  S)y  innerhalb  ©a. 

Solches  constatirt,  verfolgen  wir  jetzt  von  Neuem  den  zu  An- 
fang dieses  Paragraphs  angegebenen  Weg.    Giebt  man  dem  Punkte 
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S  iiinerluilb  @a  ir^eiul  zwei  einander  unendlich  nuhe  Lagen  S  iukI 
S  -j-  <^^;  ^nid  bezeiclinet  man  die  eorresspondirenden  Lagen  der  Punkte 
-Jy  tj  (J  =  1;  ^;  •  •  •  ^0  r^'-^pei-'tive  mit  Pj ,  tj  uiid  ^j-^-thj^  ?>  +  t/?,: 
so   ist  I  zufolge  des  Tlieorems  pg.  277j: 

(j  ==  1,2,  .  ..2>, 

wo  die  71/,  N  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.  Denkt  man  5;ich 
nun  die  Chirven  a^,  ^r,,  .  .  .  ((j.^  h^^  b.,,  .  .  .  />,,,  was  stets  durch  eine 
geringe  Det'ornnition  derselben  erreichbar  ist,  auf  der  Fläche  91  in 
solcher  Weise  verlautend,  dass  die  kleinen  Flächenstücke  Ui,ll,,...U; 
von  «lenselben   frei  sind,  so  wird  die   Diti'erenz 

weil  X,  und  .r^  -|-  drJj  beide  innerhalb  U>  liegen,  micndlicii  klein  sein; 
so  dass  also  die  linken  Seiteji  der  Formeln  (7.j  ebenfalls  unendlali 
klein  sind.  Hieraus  aber  folgt  [wie  bereits  zu  Anfang  dieses  Para- 
graplis  explicirt  wurde],  dass  die  Zahlen  3/,  A^  sämnitlich  =  0  sind. 
Die  in  solcher   Weise  sich  ergebenden  Formeln: 


j  —  /' 


(8.)  2:\  ^'^(-f  +  ^^-v)  —  >vo(''.)J  =  0,     ö  =  i,  2, . . .]), 

kann  man  aber,  auf  (»rund  der  für  d::,  und  dt,j  gegebenen  Defini- 
tion, auch  so  schreiben: 

oder  auch  so: 

Sämmtliche  in  diesen  p  linearen  Gleichungen  (10.)  vorhand^i^^^^ 
(.ir<')ssen: 

di/         "'"'      dS 

sind  Functionen  von  S.  l'jul  zwar  sind  diese  Functionen  [vgl-  W* '' 
(().)!  iimerhalb  3a  fitulcidifj  laid  sfcfif/,  also  von  solcher  Beschaö*''"' 
heit,  dass  sie  innerhalb  ®a  mir  in  ciiixehioi  Punkten  verschwiuö**" 
kJuinen.  Dem«'*emäss  iolirt  «ins  den  ( Jleichuniren  (10.),  dass  die  iJ^' 
terminaule 
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(IL)  Det. 


ätj 


in  jedwedem  Punkte  S  der  Fläche  ©a-  verschwindet;  —  es  sei  denn, 

^^^^  dS^  dS  ' ' '  d~S  ^^  diesem  Punkte  sämmtlich  =  0  wären,  was 

(wie  schon  bemerkt)  nur  für  vereinzelte  Lagen  des  Punktes  S  mög- 
lich ist    Vgl.  die  Erläuterung  auf  pg.  284. 

Die  Determinante  (11.)  repräsentirt  also  eine  Function  von  S^ 
welche  auf  der  Fläche  @^  überall  verschwindet,  mit  etwaiger  Aus- 
nahme einzelner  Punkte.  Derartige  Ausnahmepunkte  sind  aber  un- 
möglich, weil  die  Determinante,  ebenso  wie  die  Grössen  (6.),  eine 
stetige  Function  von  S  ist. 

Ausnahmslos  gilt  also  für  jedweden  Punkt  S  der  Fläche  ®k 
die  Gleichung: 


(12.)  Det. 


dn(V 


ätj 


=  0. 


Es  muss  daher  diese  Gleichung  z.  B.  auch  dann  in  Kraft  bleiben, 
wenn  man  S  in  das  Centmm  K  der  Fläche  @ir,  mithin  die  Punkte 
Sj,  ^  in  die  Lagen  Cj,  yj  hineinfallen  lässt.  In  solcher  Weise  er- 
giebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  die  in  (1.),  (2.)  eingeführte  Bezeichnungs- 
weise, die  Formel: 
(13.)  Det.  \wa(cj)\=0, 

eine  Formel,  die  man,   unter   Anwendung  der  in  (S.)  pg.  280  ein- 
geführten Abbreviatur,  auch  so  schreiben  kann: 

(13a.)  A(q,  Cjj,  ...Cp)  —  0. 

Bei  diesen  Betrachtungen  und  Formeln  (4.)  —  (13.)  ist  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dass  K  endlich  sei.  Ist  aber  ÜC  °=  oo 
[also  an  der  tiefsten  Stelle  der  S^-Kugelfläche  gelegen],  so  kann  man 
Schritt  für  Schritt  genau  dieselben  Formeln  und  Betrachtungen  wieder- 
holen, falls  man  nur  überall   ^   statt  S  setzt.    Man  findet  auf  diese 

Weise,  dass  die  Formel  (13.)  oder  (13a.)  ganz  allgemein  gilt,  für 
jedwede  Lage  des  Punktes  K^  falls  nur  die  zugehörigen  Punkte  c^, 
c^,  .  .  ,  Cp  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind  [vgl.  die  auf 
pg.  281  gemachte  Voraussetzung].  Aber  auch  diese  Restriction  ist 
überflüssig.  Denn  ist  z.  B.  c^  identisch  mit  Cj,  so  werden  zwei 
Parallelreihen  der  Determinante  (13.)  unter  einander  identisch,  mit- 
hin ihr  Werth  wiederum  =  0  sein.  Man  gelangt  somit  zu  folgen- 
dem Resultat: 
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Erster  Satz.  —  Versteht  man  unter  f\z)  irgend  eine  aiif^  rajn- 
läre  Function  ;/'^'"  Ordnuw/,  so  wird  für  jedwedes  NivemqntnJdsydaH 
f, ,  ('._,y  .  .  .  e.j,  dieser  Function  die  Formel  stattfinden: 

(,U-)  AU'i,  6'.,  .  .  .  c*^,)  =  0. 

JJaljd  iK'zeiehnct  A(6'i,  c,  .  .  .  6*^,)  die  auf  pg.  280  dcfmirte  Function. 
Dieser  Satz  gilt  in  voller  Strenge.  So  z.B.  kann  ein  Uubestiiurut- 
vverilen  der  Determinante  niemals  eintreten,  weil  ihre  einzelnen  Ele- 
mente durchweg  endtieh  sind  [vgl.  (2.)  pg.  280j.  Aus  diesem  Salze 
ergiebt  sich  nun  weiter  folgender 

Zweiter  Satz.  —  Denkt  man  sieh  auf  9t  irgend  zwei  von  ein- 
ander tu  rsehiedene  Punldsustcmc  e^,  r,,  .  .  .  Cp  und  d^,  d^,  .  .  .  rf^, 
marhirtj  die  in  Verbindung  mit  irgend  welehcn  ganzem  Zahlen  3/,  xs 
den  Formeln  entsprechen: 


j   ■/' 


.'-1 

Ö     =      \    j     "Jy     .     .     .  Pf 

so  werden  die  Determinanten 

stets  ^=^  U  sci)i. 

Beweis.  —  Entsi>rechen  c, ,  c,^  .  .  .  e^,  und  ^Zj,  (/2>  •  •  •  '(p  ^^'^ 
hier  gemachten  Voraussei/amgen,  so  existirt  | zufolge  des  Theorems 
(n.)  pg.  27S]  eine  auf  3{  reguläre  Function  i^""^  Ordnung,  für  welche 
t'i,  t.,,  .  .  .  e^,  und  r/j,  </^. ,  .  .  .  dj,  zwei  Systeme  von  Niveaupunkteii 
sind.  Demgejnäss  wird  aber  |  zufolge  (14.)j  z.  13.  A(Ci,  c^,  .  .  .  Cp)  =  0 
sein.  -  -   i^.  e.  d. 

Nachträgliche  Erläuterung.  —  l>ie  in  (U.)  über  die  dortige  Detei- 
iniiijinte  im;j:estellt('n  netraehtuiigen  stützen  sich  auf  folgenden  evidenten 
Satz: 

Sind  p  (rU'ichunf/cn  fj^fjrhcn  ron  der  Form: 

A/"^B,  +  A/"^B,  .  .  .  +  A/'"B^^  -  0,     a^  1,  2,  .../;, 

und  id  überdies  bdantid,  daf<s  H'immiliclte  A,  B  endliche  Werthe  haben, 
.so  wird  die  Ihtcrmintode  der  A  stds  versch  ivinden;  —  es  sei  denn,  ^to 
(//('  B'.s  mmniilidi   -^  0  icdren. 


Eilftes  Oapitel. 
Das  AbeFsehe  Theorem. 

Speciell  für  die  Integrale  erster  Gattung  haben  wir  das  AbeFsche 
Theorem  bereits  im  vorhergehenden  Capitel  [pg.  278]  kennen  gelernt. 
Im  gegenwartigen  Capitel  soll  eine  andere  Methode  eingeschlagen 
werden,  welche  dieses  Theorem  nicht  blos  für  die  Integrale  der 
ersten y  sondern  auch  für  die  der  jsweiten  und  dritten  Gattung  auf- 
zustellen gestattet. 

§  1. 

Das  Abel'sohe  Theorem  für  die  Integrale  erster  Gattung. 

Es  sei  W  —  W{e)  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung,  also 
eine  Function,  die  auf  9ta&  eindeutig  und  stetig j  in  den  Curven  a«, 
hjt  (ä  =  1,  2,  . . .  jp)  aber  mit  constanten  Differenzen  -4<*\  2^">  be- 
haftet ist  Femer  sei  ff='f(z)  eine  auf  9t  regtdäre  Function,  deren 
Pole  und  Nullpunkte  promiscae  mit  c^,  c^,  .  .  ,  Cg,  und  deren  zuge- 
hörige Ordnungszahlen  mit  f^o  ^2>  •  •  -  f^y  bezeichnet  sein  mögen. 
Ueberdies  mögen  die  Curven  o»,  6x  (x  =  1,  2, . .  .jp),  was  durch  eine 
geringe  Deformation  derselben  stets  erreichbar  ist,  der  Art  gedacht 
werden,  daas  keiner  der  Punkte  c^^  c^y  .  .  ,  Cg  hart  am  Rande  von 
9ia6  liegt.  Gleichzeitig  mögen  die  Bereiche  U|,  U^,  ...  U,  so  klein 
gedacht  werden,  dass  dieselben  vollständig  innerhalb  9la6  liegen. 

Bezeichnet  man  also  das  nach  Absonderung  dieser  Bereiche 
lli,  Vi^j  ...  U,  noch  übrig  bleibende  Stück  der  Fläche  ^ah  mit  @: 

@  =  «.»-(U,  +  U.  +  ...  +  U,), 

so  sind 

Wy  f  und    y  ,  mithin  auch     ^ 

auf  ©  eindeutig  und  stetig.     Hieraus  folgt  fSatz  (4.)  pg.   196]  die 
Formel: 
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die  Iiitogratioii  positiv  erstreckt  ü])er  den  Rand  von  @.  Will  man 
aber  diese  FJlu-he  ®  positiv  umlauten,  so  hat  man  den  Rand  von 
3i//.  )tosifh\  und  hierauf  die  Ränder  von  llj,  IL,  .  •  .  U^  neijaiiv  zu 
durchwandern.  Demgemäss  kann  die  vorstehende  Formel  auch  so 
ffescli rieben   werden : 

WO  durch  die  Tndiccs  9i,/,  und  lU  (wie  trewöhnlich)  die  }'>oaithr)] 
Kandintej^rationen    der    l)et reuenden  Flilchen  angedeutet  sein   sollen. 

Diese  J^'ormel  (1.)  enthält,  bereits  das  Ahel'sche  Throrem  fih*  ein 
Integral  erster  (lattung  W{z].  Es  handelt  sieh  nur  noch  um  die 
weitere  Entwicklung  der  Formel. 

Es  sei  c  ir<iend  einer  der  Funkte  r, ,  c.j,  ...  c,j.  Im  Bereiili 
U(^, /)  oder  9l(;',  S)  dieses  l\uiktes  e  ist  alsdann  die  gegebene,  auf 
))\   reguläre   Function  /'  darstellbar  durch   die  Formel: 

WO  u  die  Ordjuings/ahl  von  /  in  e  oder  y  vorstellt,  während  E  eine 
eindeutige,  stetige  und  nicht  verschwindende  Function  bezeichnet. 
Hieraus  t'ol^t  sofort: 

wo  E  =   ,,  die  nämlichen  Eiirenschatten  l)esitzt  wie  7?  selber.   Somit 

ergiebt  siclj,  i'alls  man  mit  IT  multipiicirt  und  sodann  über  den 
lifand   von  U  oder  51  integrirt: 

(c<.)        f  iFr/iog/--^  /'  ir./h)g/=^^t  /'  l^'^^  +  f  ^YEdE. 

Da  nun  V  und  E,  ebenso  wie  IT,  auf  §(  ei)u1eufi(j  und  sietifj  sind, 
so  sind  die  Werthe  der  beiden  letzten  Integrale  sofort  angebbar. 
In  der  That  wird  muh  bekannten  Cauchy'schen  Theoremen  |pg.  21 
und  "2?)]  das  lef.:/r  Integral  =  ()  und  das  vorletzte  =  2;r/ If'|;'J 
=  2ni  \V(e)  sein,  talls  mau  nämlich  unter  U'f^l  und  ir(r)  die- 
j<uiig«'n  (einander  gleichen)  Wertlu^  versieht,  welche  IT  in  den  Punk- 
ten  }'   und  e  bpsit/i.      Man   erhält  dalier: 

so  (lass  also  die   iMiriiicl   (Ij  die  ( icshill   anniinnii: 
(!'.)  /■      l|-./  lo<4  /'---  2:r/  I«,  Jl'K', )  +  << ,  ll'irj  .  .  .  +  ii,  W{r.^]. 
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Das  Integral  linker  Hand  kann  übrigens  [vgl.  die  Betrachtungen 
anf  pg.  248;  249]  auch  so  geschrieben  werden: 

(3.)  SV""/  <^ log /■  +  ^^"'A  ^Hf), 

x=l  ^X  ^X 

wo  die  -4^*),  -B^*^  die  constanten  Diflferenzen  der  Function  TV  in  den 
Curven  a^,  bx  vorstellen.  Auch  übersieht  man  leicht,  dass  die  in 
diesem  Ausdruck  (3.)  vorhandenen  Integrale  Werthe  von  folgender 
Form  besitzen: 

(4.)  /  dlogf=27ciM^''\      f  d\oif^2nim-\ 

X  ^x 

wo  die  M^'^  ^'^  ganze  Zahlen  vorstellen. 
Brläntening.  —  Es  ist  offenbar: 

va.)  /   c?log/*=.logr-logr. 


«X 


wo  f  und  f"  die  Werthe  von  f  im  Anfangspunkt  and  im  Endpunkt  der 
Curve  a^  beseichnen.  In  der  That  unterliegt  diese  Formel  (a.)  keinem  Be- 
denken. Denn  die  Pole  und  Nullpunkte  c, ,  c«  *  •  •  •  <?^  liegen  nach  unse- 
rer VoraussetKung  nicht  hart  am  Rande  von  91^^,  so  dass  also  f  und  -y , 

mithin  auch  log  f  l&ngs  der  Gurre  a^  sUtig  sind. 

Nun  liegen  aber  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Gurre  a^  beide 
[vgl.  die  Figur  pg.  248]  an  ein  und  derselben  Stelle,  n&mlich  beide  im 
Knotenpunkt  (a^,  6J.    Folglich  ist  /"'  «  f\   und  also  log  /*"  -    log  /*' 

'^  2«»  Jlf^*\  wo  Jlf^*^  eine  unbekannte  ganze  Zahl  vorstellt.    -    U,  s.  w. 

Auf  Grund  der  Formeln  (2.),  (3.),  (4.)  gelangt  man  also  zu 
folgendem  Satz: 

Versteht  man  unter  f(z)  eine  auf^  reguläre  Function^  und  be- 
zeichnet man  die  Pole  und  Nullpunkte  derselben  promisciie  mit  c^,  c^^ 
, ,  .Cg^  feiner  ihre  isugeJwrigen  Ordnungszahlen  mit  ^^,  ^j»  *  -  *  f^p;  ^^ 
findet  für  jedu^edes  Integral  erster  Gattung  W(z)  die  Formel  statt: 

i  5.)    M.  W{c,)  +  th  W{c,)  . . .  +  p,  W{c,)  =  2'[3/C"  ^f)  +  JS-")  BW  I . 

X=:l 

tro  die  A^'^  B^*^  die  constanten  Differenzen  von  W  in  den  Curven 
fljf,  Äx  (x  =  1;  2, . .  .^))  bezeichnen,  wälirend  die  W''\  N^'^^  ganze  Zah- 
len vorstellen.  Und  zwar  sind  die  Werthe  dieser  ganzen  ZaJden  aus- 
drückbar  durch  die  Formeln: 

dm 

a    m        "™      -'  2jrtV5    f{z) 


,,,^  j|rx)=  J,  r^/lf     nnd     N(^^  =  ^-.  f  ''    ^  , 


die  Integrationen  stromabwärts  hinerstreckt  gedacht  längs  der  Curven 
Qr  und  by. 


1>S«  Kilftes  CainteL 

Bi'i  (Irr  Ähle'dnng  (liesc^  Salzes  ist  rorausgcsetzt ,  die  Ciirvcn  a,, 
(7.)  l>y  (x  =  1 ,  2,  .  .  .  j>)  seien j  fvas  dureh  eine  kleine  Deformation  do'selhni 
stets  erreiehhar  ist,  der  Art  Jfesehaffhiy  dass  keiner  der  Punkte  r^,  c., 
.  .  .  e.f  hart  am  Rande  ron  %i,.  tiegt. 

Nimmt  mau  an,  die  Function  f{z)  sei  eine  reguläre  Function 
</*•''  Ordnung,  und  bezeicluK^  man  ihre  elementaren  Nullpunkte  und 

OC        CO  00 

[Nde  re.spective  mit  ^^,  ^.,,  .  .  .  r,,^  und  z^^  z.,,  .  .  ,  z^,  ^o  kann  man 
o{i'en])ar  die  linke  Seite  der   Formel  (5.)  auch  so  schreiben: 

Dabei  ist  noch  Folgendes  zu  ])emerken:  Ist  f{z)  eine  auf  91  regu- 
läre  l'unction  rj^^''  Ordnung,  so  gilt  Gleiches  auch  von 

/'(X)  -  h\ 

falls  man  nämlich  unter  7^  irgend  welche  Constmite  versteht.  Dem- 
gemäss  kann  mau  d(Mi  für  /'  sel])er  al)geleiteten  Satz  (5.),  (6.),  (T.) 
ebenso  gut  auch  auf  die  1^'unction  f  —  K  in  Anwendung  bringen. 
Alsdann  aber  «celanj^t  nuin  zu  folm'udem  allj^emeinern  Satz: 

Es  sei  K  eine  fvillkärliehe  Constante.  Ferner  sei  f{z)y  mithin 
aneh  /'(.•)  —  K^  eine  auf  ^  re</i(]äre  Function  ej^^^  Ordnung,     Vci>er- 

OO  X>  CO 

dies  seien  z^y  ,:..,  ...  z,^  und  ^, ,  z.^j  .  ,  .  Zq  die  etemmtaren  NHllpuvkte 
und  Pole  der  Function  /  (.:)  —  K.  Alsdann  gilt  für  jedwedes  Integral 
erster  (Gattung    \V{z)  die  Formet: 


y-^'i  ^  y~~v 


WO  die  A^'''\  B^^'^  die  c( instanten  Differenzen  ron  W  in  den  Cunm 
Oy,  hr  rifrstctlcn:  während  die  71/^"",  N^"''  ganze  Zahlen  sind,  die  ileti 
Fioinctn  entsprechni : 


(\l)  M 


(10.)  hahei  sind  die  (hirrcn  Uy^  h^  der  Art  zu  dmkeHj  dass  keiner  (h' 

Punkte  zjj  Zj  (j  =  1,2,...  7)  hart  am  Bande  von  Sia^  liegt 

l)i(\ser  Satz  ist  anwendbar  auF  jedweden  Wertli  der  Constan- 
ten ]\.  Variirt  mau  aber  das  K,  so  werden  sich  dabei  von  allen 
in  (S.)^  ([),)  (»ntiKiltenen  (Grössen  nur  die  Punkte  Zj   und  die  Zahlen 

M^''^  A'^"^  ändern  kömi(»n.     Uiuni  die  z,  sind  die  Pole  von  f{z)'-Ky 
also    id(Mi tisch    mit   den    Polen    von   /(.:)    selber,   und    bleiben   daher 
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völlig  uDgeandert;  welche  Werthe  man  der  Constanten  K  auch  zu- 
eriheilen  mag. 

Von  edlen  in  (8.),  (9.)  entlwltenen  Grössen  Joannen  sich  also,  bei 
einer  Variation  von  K,  nur  die  Punkte  Zj  und  die  Zahlen  M''^  iV^*^ 
ändern.  Und  zwar  wird  die  bei  einer  solchen  Variation  von  K  ein- 
tretende Verschiebung  der  Punkte  Zj  [d.  i.  der  Nullpunkte  von 
f{£) — K]  eine  stetige  sein,  zufolge  des  Satzes  (8.)  pg.  138;  während 
andererseits  die  gleichzeitige  Aendernng  der  Zahlen  Jlf^*),  N^"^  [weil 
dieselben  ganze  Zahlen  sind]  immer  nur  eine  sprungweise  d.  i.  un- 
stetige sein  kann. 

Nun  sind  aber  [vgl.  (10.)]  die  Curven  a^,  K  der  Art  beschaffen, 

OD 

dass  keiner  der  Punkte  Zj,  Zj  hart  am  Rande  von  9{a6  liegt.  Dem- 
gemäss  kann  man  dem  K  einen  Zuwachs  AZ  von  solcher  Klein- 
heit  geben,  dass  die  daraus  entspringenden  Verschiebungen  l^Zj  der 
Nullpunkte  Zj  vollständig  innerhalb  9ia6  bleiben,  während  gleichzeitig 

00 

die  Pole  Zj  (als  festliegende  Punkte)  ebenfalls  innerhalb  SRat  verharren. 
Bei  Ausführung  dieser  Operation  bleiben  also  die  Unstetigkeitspunkte 

OD 

Zj  und  Zj  der  beiden  Functionen 


asi)-K    und    ^^^^ 


von  den  Curven  Ox,  bx  stets  durch  irgend  welche  Zwischenräume  ge- 
trennt. Demgemäss  können  sich  die  Werthe  der  Integrale  (9.)  während 
der  genannten  Operation  nur  in  stetiga'  Weise  ändern.  Hieraus  aber 
folgt,  dass  die  durch  diese  Integrale  dargestellten  ganzen  Zahlen 
3f(''>,  N^"^  ungeändert  bleiben. 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Giebtman  der  Constante 
K  einen  Zuwachs  t^K  von  hinreichender  Kleinheit,  so  werden  die 

00 

Zj  Meine  Verschiebungen  Azj  erhalten,  hingegen  die  Zj  und  die  M^''\ 
N^'''^  ungeändert  bleiben.  Bildet  man  also  die  Formel  (8.)  einmal 
för  K  selber,  das  andere  Mal  fiir  K  +  A^,  und  subtrahirt  die 
beiden  so  entstehenden  Gleichungen  von  einander,  so  erhält  man: 

(1 1.)  %  W(zj  +  A^,)  -  W{zj)]  =  0. 

Die  hier  auftretenden  Punkte  Zj  und  Zj  -\-  ^Zj  können  kurzweg  als 
zwei  Niveauptinktsysteme  der  gegebenen  Function  f(z)  bezeichnet 
werden.  Setzt  man  also  schliesslich  d  statt  A,  so  gelangt  man  zu 
folgendem  einfachen  Satz: 

Neu  mann,  Abet'tche  Integrale.  2.  Aufl.  19 


1>!K)  Eilftos  Capitol. 

Vcrsfcitl  man  unirr  f(z)  eine  auf  9t  rcfjuläre  Function  r/^""  On/- 
niDif/j  und  b('zcich)wt  man  mjend  zivel  einander  unendlich  nahe  Klvemi- 
pun/ds}js(r)nc  diese)'  Function  mit  ,r^,  £?.,, .  .  .  z,j  und  z^  +  ^^'-o  ^>'\'^'^-i) 
.  .  .  z.^  +  r/,;,^,  .so  (jllt  für  jedwedes  Jntegral  erster  Gattung  W{z)  die  Formel: 

{ 1  -'•)  ^''l  \VC:j  +  dxj)  -  W(j:;\]  =  0 ; 

oder,  riii/arhrr  (jc^clirkbni,  die  Formel: 

Man  hat  sich  hur  die  (Irossen  dzj  geometrisch  als  Meine  Vcr- 
s('hlel>un(jen,  d,  l.  als  hie  Ine  Wegelemente  auf  der  Fläche  9i  vor- 
zuslellcn.  Und  bei  Ableitung  des  Satzes  Ist  vorausgesetzt,  dass  (tW 
ij  1.)  diese  Idelnoi  Wegelenwnte  dzj  Innerhalb  der  Fläche  'Siah  Hegen,  dass 
also  kelns  derselben  von  einer  der  Curroi  a^^by.  (x  =  1,  2,  .  .  .2>)  durch- 
sehn Uten  iverdcj  —  eine  Voraussetzung ,  deren  lieallslrung  jederzeit  er- 
reichbar Ist  durch  eine  Meine  Deformation  jener  Curvcm. 

Till  Vorhergehenden  ist  unter  11^  irgend  ein  der  Fläche  9t  zu- 
<j;elK)rii^es  Abel'selies  Inteo-ral  erster  Gattun<x 

W  =  f<t>  ds 

y.ii  vei'stolvon;  so  dass  also  <t>  =  <^{2)  uiue  auf  9{  reguläre  Functiou 
vorstellt.    Iiisbcsoiiilerc  ist  ferni.'r  unter  TF(.")  die  durch  die  Formel 

lF(,r)  =  /*(/„-     [^}{,„,1 

drjinirte  Function  zu  verstehen"'"),  also  eine  Function,  die  auf  %i> 
eindeutig  und  stetig,  in  den  (\irven  ay,  by  aber  mit  constanten  Dü- 
IVren/en  A^''-\  />^''^  behaltet  ist. 

Denkt  man  sich  nun  auf  9{  irgend  zwei  einander  unendlich 
iiah(^  liegend(*  l\inkle  ,:  und  .:'  -f-  dz  markirt,  so  wird  unter  JltU) 
dcrjeinge  Zuwachs  zu  verstehen  sein,  welchen  W{z)  erfährt  beim 
l  plK'igange  vom  ersten  zum  zw^uten  Funkte.  Das  so  definirterfH  {:) 
ist  vl*)llig  l)estinimt,  atissry  wenn  die  beiden  Funkte  durch  eine  der 
(Jurven  r/^,  by  fz  =  l,  2, . . .  ;>)   von  einander  getrennt  sind. 

Liegt  z.  1>.  .:  auf  (h'ui  rechten  und  .:  -\-  dz  auf  dem  linken  Ufer 
(Irr  (yiirve  ^/,>,  so  kann  man  das  zugehörige  (/  \V(z)  in  doppelter 
Weise  Ivilden:   Entweder  genuhzu ^  ohne  die  Curve  (ly,  zu  ändern: 

''■)   [)(u-  rntcrscliifMl  zwisclion  W  und  !('(:)  ist  dorsclbo  wi<*  früher  zwischen 
/'  iiml    /•'(:).     V^l.  die  Sclilnssl>emerkiniLr  ]»K.  281. 
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'0 

alsdann  wird  dieses  dW{z)  etidlich,  nämlicli  nahezu  '==  A^'^  sein. 

Oder  aber  der  Art^  dass  man  die  Curve  a«  zuvörderst  einer 
kleinen  Deformation  unterwirft,  nämlich  dieselbe  auf  einem  kleinen 
Umwege  um  die  Punkte  z  und  z  -^  dz  herumleitet: 

•  Z'\'dz 

[.  __-^    I 

und  hierauf  erst  das  dW(z)  bildet;  alsdann  wird  dieses  dW(z)  un- 
endlich klein  j  nämlich  nahezu  »»  0  sein. 

Im  Folgenden  soll  nun  dW{z)  stets  in  der  letztem  Bedeutung, 
also  stets  als  eine  unendlich  kleine  Grosse  aufgefasst  werden.  Sol- 
ches festgesetzt,  wird  alsdann  die  Restriction  (14.)  des  vorhergehen- 
den Satzes  überflüssig;  so  dass  man  denselben  einfacher  so  aus- 
sprechen kann: 

Theorem.  —  Versteht  man  unter  f(z)  eine  auf  9t  reguläre 
Function  q^  Ordnung  j  und  bezeichnet  man  irgend  zwei  einander  unend- 
lich nahe  NiveaupunktsystcTne  dieser  Function  mit  z^,  z^,  .  .  .  z^  und 
Zi  +  dz^,  z^  -f-  dz^^  . .  •  jer j  -f-  dZq,  so  gilt  für  jedwedes  Integral  erster 
Gattung  W(z)  die  Formel: 

05.)  ^dW(zj)^0, 

tco  die  dW(Zj)  die  den  Verschiebungen  dzj  entsprechenden  unendlich 
kleinen  Zuunicfise  vorstellen. 

Demgemäss  gilt  z,  B.  [wie  aus  (15.)  durch  Integration  folgt] 
auch  folgende  Formel: 

HG.)  ^   fdW(Zj)='0, 

die  Integrationen  hinerstreckt  gedacht  über  irgend  welcJie  simultane 

Bahnen  («i . . .  /)]),  (o^  . . .  /S^),  . . .  («^ . . .  /3y)  der  in  Bede  stellenden 

Niveaupunkte  z^^  z^^  ...  Zq. 

Die  Niveaupunkte  z^y  z^y  . .  .Zq  der  Function  f(z)  sind  nämlich 

nichts  Anderes  als  die  elementaren  Nullpunkte  der  Function  f{z)  —  K, 

wo  K  eine  willkürliche  Constante  vorstellt.    Lässt  man  nun  dieses 

K  in  irgend  welcher  stetigen  Weise  sich  ändern,  etwa  vom  Werthe 

A'=A  aus,  bis  zum  Werthe  JT^sB,  so   werden  gleichzeitig  die 

19» 
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Punkte  «e, ,  ^..,  .  .  .  ,:,/  aui'  der  FUiolie  9{  irgcud  welche  sfrtiijr  Ciir- 
veii  besehreibeii  [8atz  (8.)  pg.  1,->8J.  Und  diese  Curven  sind  es. 
welclie   wir  kurzweg  als  ein    Systeiu  sinudfanor  BaliiHii  der  l\iiikt«' 

::.,  ,:.. :„   bezeichueii. 

Retraclitet  mau  ausser    U  (r)  iiocli  ir^^end  ein  anderes  Integral 
«M'ster  (iattnng    "',(,3),  so  erhält  man   für    11  (/}  die  Formel  (H).): 


»V 


odcM*  kiir/er  j^eschriehen : 


Ä, 


(i*\ )  Jd  II T^)  +  Jd  I  r(^ ) . . .  +  /^n  I  'u)  =  0 , 


(c^  ((.,  a^j 


nnd  ebenso  für    IF,  (^^)  die  analoge  1^'ormel: 


.f.,  nr,^ 


Dabei  mögen  die  Integrale  in  (F.)  wie  in  (Fj.)  hinersfreckt  ge- 
dacht werden  fiber  cht  und  dlesrlhcn  simultanen  Balinen  («i  . .  .  /^i^. 
{cc.  .  .  .  |i^,  .  .  .  (c(.,  .  .  .  /I^)  der  in  liede  stehenden  Niveaupunkte. 

l^etrachiet    man    in/cnd    eine    dieser    Bahnen,    etwa    die    Baku 
[di  .  .  .  /^,),  so  werden  die  bei  reitenden  Integrale  die  Werthe  haben: 

ui.)  j;/iru-,=  ir(,i,)  .-  ir(«,.), 


,■'■, 


(.1,.)  pir,(.:)=  ii',i/iO--    l>',l«,), 

.; 

n>)rnis(/('.^('f:jf,  dass  die  ('urven  (fy^  hy  (k  =^  1 ,  2,  .  .  .  p)  von  jener  Bahn 
((/.^  .  .  .  ßi)  nirgends  überschritten,  mithin  IIT,:)  und  irj(.:)  läng'« 
jeiKM"  Hahn  stetig  sind.  Haben  hingegen  derartige  Ueberschreitungen 
stattgefunden,  so  hat  man,  um  die  VVerthe  der  Integrale  (J.),  ('V^ 
zu  findeji,  dieselben  zuerst  iur  die  einzelnen  Stücke  zu  berechnen, 
in  welche  jeiu'  Hahn  [cc,-  ,  .  .  /^/)  durch  die  Cnrven  oder  vSchnitte  a^^hy 
zerlegt  wird,  und  die  so  sich  ergebejiden  l?artial-Integrale  zusanunen- 
zuaddiren.    iMan  tindet  alsdann  statt  der  Werthe  (J.),  (J,.)  folgende: 


y-1 


,  ^•.)  Jd  \V  \:')  =--    \V{{]^  --    ir  {(O  -f  JS'  |m/>V/1(^)  +  iii''B^% 


/ -  -\ 
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K=p 


(V,.)  fd W,{z)  =  Tr.(ft)  -  W,{aj)  +  J-  [«t/«)^,«  +  n/«)B,Wj , 

WO  die  fn}^\  n/^^  in  beiden  Formeln  ein  und  dieselben  ganzen  Zahlen 
vorstellen,  während  die  A^*\  B^*^^  und  -4i^*^,  B^^''^  die  Constanten  Dif- 
ferenzen der  Integrale  W(js)  und  W^{g)  in  den  Schnitten  a^,  6x  be- 
zeichnen. Die  Werthe  der  Zahlen  m/'^^  n/*^  sind  übrigens  noch 
genauer  angebbar.    Es  ist  nämlich: 

,'Z.)         m/'^  =  «/'')  —  r/*)    und    n/'')  =  A/'')  —  q/^\    [Vgl.  pg.  194.J 

Dabei  bezeichnet  J/*>  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  jene  Inte- 
grationscurve  (uj  . . .  ft)  den  Schnitt  a^  vom  linken  zum  rechten  Ufer, 
und  r/*>  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  jene  Integrationscurve 
den  Schnitt  a^  vom  rechten  zum  linken  Ufer  überschritten  hat;  wäh- 
rend X/"^  und  q/^^  die  analogen  Bedeutungen  besitzen  mit  Bezug 
auf  den  Schnitt  bx>  Man  gelangt  durch  diese  Betrachtungen  zu  fol- 
gendem Resultat: 

Andere  Form  des  Theorems.  —  Es  seien  W{z)  und  W^  (je?)  irgend 
zwei  Integrale  erster  Gattung^  femer  sei  f{z)  eine  auf  Si  reguläre 
Function  q^^  Ordnung,    Versteht  man  alsdann  unter  («j . .  •  /8j),  («2  •  • .  ßt)y 

(a^ »  '  -  ßq)  irgend  weldie  simultane  Bahnen  der  q  Niveaupunkte  von 

f{z)y  so  werden^  falls  diese  Bahnen  die  Curven  «x?  K  nirgends  über- 
schreiten, die  Formeln  gelten: 

■17.)  ^=^^ 

Finden  hingegen  derartige  V eher  schreitungen  wirklich  statt,  an  be- 
liebigen Stellen  und  in  beliebiger  Anzahl,  so  gelten,  statt  der  Formeln 
(17.),  folgende: 

5\w(ßj)  —  w{aj)\  =  2:  [M^'^Ä^''^  +  m-^B^'^^], 

wo  die  Jtf(*\  N^"^  in  beiden  Formeln  ein  und  dieselben  ganzen  Zah- 
len vorstellen,  wahrend  die  Ä^"^,  B*^  und  ^/*^  JBi^*^  die  constanten 
Differenzen  der  Integrale  W{z)  und  W^{z)  in  den  Curven  a^,  b^  be- 
zeicJinen. 


I«.i 
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Erste  Bemerkung.  -  Man  kauii  diesen  Satz  z.  13.  in  Anwendung 
l>riii}^'en  auf  die  p  Nor  mal  integrale  erster  Gattung:  w^u),  w^(c),  .  . .  w  i: , 
und  gelan^'-t  alsdann  zu  folgendtMu  Resultat: 

Versteht  man  unter  z^^  :.^,  .  .  .  z^  die  Kireau]>unkte  einer  auf^i  f'gu- 
hircn  F((netiüH  /(:)  f/i^^  Onhnuuj ,  und  verstcJit  man  ferner  unter  (a^...^^., 
(or^  .  .  .  (i..),  .  .  .  {u  .  .  .  ()  )  injend  ucJcJie  simultane  Bahnen  dieser  Isivoru- 
piinJcte,  SU  finden  stets  die  FnrnnJn  statt: 

j  —  7 

J^'  l^^'i  U^^^  —  w,  («/,]  -^  .1/,  ni  +  .V,  /y,,   +  .V,  /;,,   .  .  .  +  .V,i;^,, , 

^.'^•^  ^'  lw,(lV  -  w,  (c^;)J  -   .V,  ni  ^-  A\  6,,  +  y.,b,, . . .  +  .\/.^,,, 

iro  die  J/,  A'  ganze  Zaiden  V(tr.steUeny  nährend  die  ?/.s  die  in  (19.)  pg.  -10 
festgesetzten   Jiedeuluvgen  besitzt n. 

Iiisheso}id(  re  leerdrii  die  Zahlen  J/,  iY  sdmmtlicJi  ■=  0  st'i'n,  fdh  jttx 
simulffinen  Jiahnen  a^^  ^^yi"^^-^  1,  *2, .  .  . ;<")  (//r  Curren  nirgends  übersthrcitot. 

Zweite  Bemerkung.  -  Im  Satze  (18.)  werden,  wie  aus  der  Ableitung 
diesoH  Satzes  folgt,  die  Zahlen  X  silninitlich  --^  0  Hein,  falls  die  simultanen 
Bahnen  («^  .  .  .  (5,),  (or^,  .  .  .  (i),  .  .  .  (or  .  .  ß  )  wohl  die  Curveu  a^,  nidit 
aber  die  Curven  b^  überschritten  habeu.  Analog«'8  gilt  von  den  aus  (1.^ 
abgeleiteten  Fornieln  (A.).  Denigemäss  ergiebt  sich  folgender  »Satz,  von 
dem  später  CTcbrauch  zu  machen  ist: 

,^ind  die  in  (A.)  genannten  simult(nie)i  Bahnen  {cc^  .  .  .  ^J,  («i  •  •  •  (^A 
(!j.)  ...(«,  '  ■  '  ß.)  ^^^>'  -^f'l  >  ^^^^'^  "^■"'  (dlcrdings  die  Cui'ven  a^,   nicht  aber  ihe 

Curceii  b^  vhersehreiten,  so  irerdt  n  die  in  den  Formeln  (A.)  enthaltenen  gan:th 
Zahlen  X^,  X,,  .  .  .  X    sämuitlieh   =  0  siin. 

Dritte  Bemerkung.   --    Ks  seien   beliebig  viele  auf  dt  reguläre  Func- 
tionen gegeben:  /',(.:/,  /..•-;,  •  •  •  /,,(-^)-     Ferner  sei: 

WO  die  Kü  beliijbigc,  jedoch  von  Null  verschiedene  Constauten  sein  >o]l*'n. 
l)ezeiehnet  mau  alsdann  die  elementaren  Pole  aller  Functionen  /*i '-•'))  /i  -\ 

■r.         x  A 

.  .  .  f  {:)  zusammengeuommen  mit  ,:,  ,    :. ,  .  .  .  ~  ,   so   werden  otfenbar  uie 

elementaren  Pole  von  ^(c)  ebenfalls  durch  ^,  ,  z.,,  .  .  .  z  dargestellt  sein; 
mithin  wird  c/f:^  eine  auf  'H  reguläre  Function  ryt^r  Ordnung  sein. 

Vor   allen    Hingen   sehen   wir   aus   dieser   Betrachtung,   daisS  die  ele- 

f.         f.  r. 

mentiuen  Vole  z^,  .:._.,  .  .  .  :,^  der  Function  (p(;)  ungeändert  ein  und  (n(- 
selben  bleiben,  welche  Wcrthe  njan  den  Constanten  K  auch  beilegen  mag, 
falls  man  dieselben  nur  vom  Nullwerden  abhält.  Andererseits  aber  wer- 
den die  elementaren  Xullißun/de  ;.,  ,  ;., ,  ...  ^  der  Function  (jp(:)  westnt- 
lich  von  den  /v's  abiiängen,   wa.^  iini^ecb'utet  sein   nnig  durch  diu  Fümicln: 
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2?,  =  Fj  (AT, ,  Jf,,  .  .  .  K^) , 


Wir  wollen  nun  die  Verschiebungen  ds.  untersuchen,  welche  die»e  Null- 
punkte Zj  erleiden,  sobald  man  den  £^8  irgend  welche  Zuwüchse  dK  zu- 
ertheilt. 

Zwischen  den  Polen  und  Nullpunkten  der  Function  (p{j:)  d.  i.  2wi- 

CO         00  oo 

sehen  2^%  z^,  »..s^  und  z^^  z^,  ,.,  z^  finden  [nach  (A.)]  die  Formeln  statt: 

a  =  1,  2,  .  .  .  j>, 
wo  die  3f,  N  unbekannte  ganze  Zahlen  Torstellen. 

Analoge  Formeln  gelten  aber  auch  offenbar  för  die  Pole  z^,  :^, .. ,  j 
und  die  Nullpunkte  {z^  +  ^^i)>  (^js  +  dz^),  .  .  .  (j^  +  rf^^)  der  variirten 
Function: 

i^(.')  -  (ä;  +  dK,)f,iz)  +  (Ä,  +  dJf.)/;(r) . . .  +  (/f,  +  dK,)t],{.!)- 

Man  erhält  also: 

a«  1,  2,  .  .  .!>, 
und  sodann  durch  Subtraction  der  beiderlei  Formeln  (ß.)  und  (y.): 

tf  «-  1,  2,  .  .  .  p, 

WO  die  m  =-  M'  —  Jlf  und  die  n  =«  iST'  —  2V  pature  Zahlen  sind. 

Diese  Formeln  (^.),  (y.),  (ß.)  ergeben  sich  offenbar  auch  dann,  wenn 
die  Guryen  a^,  5^  (x  &=  1,  2,  .  .  .  p)  vor  Bildung  der  Formeln  in  solcher 
Weise  deformirt  gedacht  werden,  dass  die  kleinen  Verschiebungen  oder 
Wegelemente  dz,  0^»>  1»  2,  .  .  .  p)  sämmtlich  innerhalb  9i^^  liegen.  Dies 
▼oransgesetzt  ist  aber  die  Differenz 

nichts  Anderes  als  die  mit  dw^{z.)  zu  bezeichnende  unendlich  kleine  Grösse; 
so  dass  man  erhält: 

a  »»  1 ,  2 ,  .  .  .  /> . 

Da  nun  in  diesen  Formeln  (e.)  die  linken  Seiten  unendlich  klein  sind,  so 
müssen  [Satz  IV.  pg.  248]  die  rechts  stehenden  Zahlen  m,  n  sämmtlich 
«»  0  sein,  so  dass  sich  also  folgender  Satz  ergiebt. 
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Setzt  man 

(^'^  9(^)  =  ^'i  /;  (0  +  /c  /;(^) . . .  +  a;,/;,(--), 

ILO  die  /■(,;)  gcijchcnc  auf  %  rcciiiläic  yunctionni,  iDul  tUc  K's  willkiir- 
liihc,  ran  Xit/l  verschiedene  Constantoi  rorstdlen  sullot,  .so  icrnlen  dir 
drviottaren  \u11/iU)dite  ^, ,  .:. ,  ...  J  der  Vioicticni  ff(:)  iresentUch  von  du 
\W'rtlien  der  K's  ahJu'unjen ,  und  in  Jinveijxauj  gcraihen,  sobald  man  die  Ks 
sich  ändern  lässt. 

In  ivelcher  M'eise  man  aber  auch  die  A".v,  ohne  sie  zu  XuJl  zu  machen^ 
sich  andern  hisst^  stets  leerdoi  für  Jedes  Zeitclemcnt  der  eintretenden  Bc- 
leegumj  die  p  Gh ichuntjoi  (jelt^n: 

{II )  dvf,^{:,)  +  d\w^{:.,)  .  .  .  d\v,^{z^^)  -=  0,         g  =  1 ,  2,  .  .  .  /). 

Dabei  rejirdsentiren  (/r, ,  d~.,,  .  .  .  dz  dir  {rührend  des  hetrachtetm  Zeit- 
eleme>d< s cintntendoi  Virschiebuntjrn  Jiner  XulJpiinkte,  und  dy^\{:^),  </w^,(:/s 
.  .  .  (/w^, (:  )  die  diesen  Versüiiehauijen  entsi/rechenden  unendlich  kleiwn /.ii- 
leuchse  der   Werthe  w,, (:;,),  w„(:,),  .  .  .  w,,(^,p. 

^    ^' 

Das  Abersche  Theorem  für  die  elementaren  Integrale 

dritter  Gattung. 

Das  ir<>'eiul  welchen  Testen  Punkten  F^  und  f,j  zugehörige  elc- 
uientcire  lntei:^ral  dritter  Gattunf^;: 

(1.)  n  =  n(^')-=a...(-) 

ist  auf  %,,.  eindeutig  und  stetig,  abgeselien  von  den  Punkten  f,,f;j 
und  einer  von  e^  nach  e.^  gehenden  Linie  7}.  In  dieser  Linie  ist 
dasselbe  mit  der  anistcniteu  Ditierenz  2ni  behaftet;  wie  solches  au- 
gedeutet sein  mag  durch  die  Formel: 

(2.)  längs  11',    TT(A)  —  T\(q)  =  2%i. 

Ausserdem  hat  dasselbe  in  den  Curven  üy,  h^  ebenfalls  consUuik 
DitVerenzen.    [Vgl.  pg.  227.] 

Es  sei  nun  ferner  f=t{^)  irgend  eine  auf  5R  reguläre  Func- 
tion, deren  Pole  und  Nullpunkte  ju'omiscue  mit  c, ,  r.,  .  .  .  C^j  und 
deren  zugehörige  Ordnungszahlen  mit  .üj,  tr,,.  .  .  ^i,j  bezeichnet  sein 
in(')gen.  Wir  denken  uns  eine  von  t\  über  c.,,  t\  etc.  bis  c.j  fort- 
laufende Linie  /  gezogen,  benennen  die  einzelnen  Segmente  die.ser 
Linie  mit  l^,,  A,..,  /.;,,  .  .  .  lj--\..n  ^^^^^  setzen  die  Werthe  des  Integrals 

z  z 

(:■• '  F  =  Z''(.: )  =,/'''/  =fd  log  /■ 

•o  •() 

1  durch  geeignete  Beschränkung  der  Litegrationscurve,  vgl.  pg.  221^] 
in  solcher  Weise    fest^   dass    dasselbe    auf  9{„/,   eindeutig  und  stetig 
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isty  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Linie  l.  Dasselbe  hat  alsdann 
längs  der  einzelnen  Strecken  l^^,  lis,  ^4;  •  •  •  dieser  Linie  [nach  pg.  229] 
folgende  constante  Differenzen  : 

Lu  =  —  27ti'  (/*!  +  f*2  +  /*3), 

etc.     etc.     etc. 

Und  ebenso  wird  dasselbe  constante  Differenzen  haben  in  den  Cur- 
ven  üxy  &x* 

Wir  setzen  bei  den  folgenden  Betrachtungen  voraus,  dass  keiner 
der  Punkte  c^,  c^,  • . .  Cy  mit  einem  der  Punkte  e^  e^  zusammen- 
fallt. Was  femer  die  Curven  a^,  tx  (x  =  1,  2, . . .  p)  und  die  Linien 
l,  ti  betrifft  9  so  sind  diese  im  Grunde  genommen  nur  Hülfslinien, 
über  welche  innerhalb  gewisser  Grenzen  nach  Belieben,  respective 
nach  Zweckmässigkeitsrücksichten  verfügt  werden  darf.  Sobald  jene 
(ig  +  2)  Punkte  c,,  c^,  ...  Cyj  s^,  s^  in  bestimmter  Weise  markirt 
worden  sind,  mögen  zuvörderst  die  Curven  ax,  6x  (x  =  1,  2,  . . .  p), 
(5.)  was  durch  eine  geringe  Deformation  derselben  leicht  zu  erreichen  ist, 
so  eingerichtet  werden,  dass  jene  (g  -f-  2)  Punkte  sämmtlich  inner- 
halb der  Fläche  9la6  [nicht  etwa  hart  am  Rande  derselben]  liegen. 
Sodann  aber  mag  die  Linie  2  von  c^  aus,  über  Cg,  C3,  .  .  .  c^.i  bis 
Cy  in  solcher  Weise  gezogen  werden,  dass  sie  ebenfalls  vollständig 
innerhalb  %tf,  verläuft.  Und  hierauf  endlich  mag  die  von  s^  nach  e^ 
gehende  Linie  ij  in  solcher  Weise  construirt  werden,  dass  sie  eben- 
£a11s  vollständig  innerhalb  Vtab  bleibt,  und  zugleich  der  Linie  {  nir- 
gends begegnet. 

Solches  ausgeführt,  repräsentiren  also  die  Linien  l  und  17  ge- 
wissermassen  zwei  von  einander  getrennte,  langgestreckte  Inseln  in- 
mitten der  Fläche  9ia&-  Gleichzeitig  repräsentirt  alsdann  TT  =  TT(jsr) 
eine  Function,  deren  Stetigkeit  auf  der  Fläche  9ta6  i^ur  in  17,  nicht 
aber  in  l  eine  Unterbrechung  erleidet.  Und  umgekehrt  repräsentirt 
alsdann  F=^F(e)  eine  Function,  deren  Stetigkeit  auf  ^tab  iiur  in 
/,  nicht  aber  in  rj  unterbrochen  ist. 

Denkt  man  sich  die  Bereiche  S  und  @  der  Linien  l  und  1]  von 
^a»  abgesondert,  und  die  alsdann  noch  übrig  bleibende  Fläche  mit 
@  bezeichnet: 

so  werden  also  F  und  TT  auf  @  allenthalben  eindeutig  imd  stetig  sein. 
Folglich  ist  [Satz  (4.)  pg.  19GJ: 
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(ß.)  f  J]  ilF  =  0, 

üdcr,  was  lUisselbu  ist: 
(7.)  /'     T((IF-  f   UdF—  f   T((lF=0, 

wo  die  liulices.  wie  ge\V(*»liiilicli,  iVw  posiliceH  Kanu inlej^ratiuiieii  für 
die  ])etrellendeji  Fläeheii  andeuten.  Es  ist  aber  TT(/7^'=(/(TTi^') — FiIT\. 
Dies  angewandt  auf  das  lcf.:f('  der  Integrale  (7.),  erliiilt  man: 

(S.)  /'     T]flF^  f   T\(IF—  f  FdTf, 

Air  diese  Kornielii  bleiben  gültig  bei  bcUt'hl{/cr  Verldcinü'awj 
der  IJereielie  !^  und  Ü.  Man  kann  daher  z.  13.  das  Bereich  IS  zu- 
saninienschruinpfen  hissen  aui*  die  Bereiehe  (Sj  und  ®^,  der  beiden 
l*uid\te  f^  und  t.^  und  auf  das  zwischen  ßj  und  (S^  beiindliclie  Sei;- 
ment  der  Linie  >/.  Denkt  man  sich  diese  Zusamnienschrumiifun^^ 
oder  Keduction  von  (i  wirklich  eingetreten,  so  nimmt  das  letzte  hi- 
tegral  der  Kormel  [X.)  die  (lestalt  an: 

U,.)         /'  FdT[=  f    FdU^  f  IFU)  —  F((j)\dT(  +  f    FdT(] 

wie  solches  scd'ort  sich  ergiebt,  falls  man  nur  beaelitet,  dass  ff  längs 
ij  eine  amaiuntr  Dillerc»nz  (=  2;r/)  hat,  dass  also  das  Diflereiitiul 
(/TT  zu  beiden  Ufern  der  liinie  i]  einerlei  \\'erthe  besitzt.  Nun  i^t 
aber  die  Stetigkeit  von  F  in  i]  nicht  nnterbrochen,  mithin  längs  )/: 
.F(/l)  =  1''(q)-  Demgeniäss  verschwindet  in  («.)  das  tnittlere  Inte- 
gral der  rechten  Seite;  so  dass  man  erhält: 

di.)  f    FdTf  =  f     FdTi  +  f     FdU, 

*^e  '^c?,  ^e. 

Einer  analogen  l)ehandhing  ist  olTenbar  auch  das  vorletd^i  Integral 
der  Formel  (S.)  iahig.     Man  erhält: 


{y-^ 


f  T]dF-=  f    T\dF+  f    TfdF+  .  .  .  +  r     UdF, 


wo  U,,  II.,  .  .  .  11,/  die  Hereiche  der  auf  /  gelegenen  Punkte  r,,  (\, 
.  .  .  (*,,  vorstellen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Ergebnisse  (/3.),  (y.)  gt^- 
winnt  nun  die  Formel  (s.)  die  (Jestult: 

(\))  f      TfdF:='^'  f    Y(dF—^'f    FdTf, 

Die  Inti'gnile  rechter  llan«!  sind  einfacher  ausdrüekbar.  Das 
über  den  Hand  von  U,  (^'streckte  Integral  kann  nämlich,  nach  (^3.).. 
aucli   so   Lresclirie))en   werden: 
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woraus  mit  Rücksicht  auf  frühere  Betrachtungen  [(«.);  (/*•)  Pg-  286] 
sich  ergiebt: 
(ö.)  f   T]dF=27ei'(ijT{(cj). 

Andererseits  besitzt  das  über  den  Band  von  @y  erstreckte  Integral 
[vgl.  (f.)  pg.  270,  wo  übrigens  statt  der  gegenwärtigen  Buchstaben 
f,  @  respective  c,  U  stehen]  den  Werth: 

Durch  Substitution  der  Werthe  (<;.),  (v.)  gewinnt  die  Formel 
(9.)  die  Gestalt: 

'1^-)  4    ■ndF^27ci  (('Sf»>TTfe))  +  F(eJ  -  F(f,)) , 

oder,  falls  man  beachtet,  dass,  nach  (3.),  dF  =  d  log  f  und 
l'(f ,)  —  F{sg)  =  log  /(f,)  —  log  /•(cj)  ist,  folgende  Gestalt: 

(11.)  f^  nrfiog/-«  2«»  jiog ^|;j  +  2>>nfe)]  • 

Das  Integral  linker  Hand  hat  aber  [nach  (/).)  pg.  249]  den  Werth: 
(12.)  'S'i^^'^f  ^log/'+B^«)/  dlogf), 

wo  die  A^*^  B^*^  die  constanten  Differenzen  von  TT  in  den  Curven 
a^e,  bte  vorstellen.  Auch  übersieht  man  leicht  [vgl.  die  Erläuterung 
auf  pg.  287],  dass  die  in  diesem  Ausdruck  (12.)  enthaltenen  Inte- 
grale Werthe  von  folgender  Form  besitzen: 

(13.)  /  dlogf=2jeiM^''^,      f  dlogf=2xiN^''\ 

X  X 

wo  die  3f<''>,  N^"^  ganze  Zahlen  sind.  —  Auf  Grund  dieser  Formeln 
(11.),  (12.),  (13.)  gelangt  man  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Bepräsentirt  f{z)  eine  auf  8t  reguläre  Function,  und  heecichnet 
tnan  die  Pole  und  Nullpunkte  derselben  promiscuc  mit  c,,  Cg,  .  .  .  c^, 
ferner  ihre  zugehörigen  Ordnungszahlen  mit  (i^y  fi^^  .  .  .  n,jj  so  gut  für 
das  elementare  Integral  dritter  Gattung; 

die  Formel: 

(14.)  >>>n....(c,)  =  log  '^J;-^;  +  y^M^'^^A^^-)  +  iVC')  BC)). 
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llirr  hczrtclincn  dir,  f^''\  B^""-  die  comtiuden  Ditfcreiizen  von  TT  in  den 
Ct(rte)i  ü/j  hy^  uälmud  J\I  ''^  S^^-^  (janzc  Zaldcn  vorstellen,  deren  Wertk 
sieJi  bestimmen  mittelst  der  Formeln: 

iMhei  ist  voransijesetzt ,  doss  keiner  der  Fanlde  Cj,  c^,,  .  .  .  c.j  mit 
einem  der  Fitnlde  f  j ,  f ._,  eoineidirt^  und  ferner  voransfjesetztj  dieCarvcn 
(fy.j  hy  U  =  \j2j  ...  p)  seien  |  was  cliircli  eine  kleine  üelbrination 
tlersclbeii  stets  zu  bewerkstelligen  ist|  so  eimjeriehtet .  dass  aW  jene 
(//  -f-  2)  Vunldc  Tj,  e..,  .  .  .  e,,^  ir^j  b..  innerhalb  SR,,/,  liegen. 

Hiermit  sind  in  der  Tluit  alle  in  (ö.)  geniacliten  Voraussetzungen, 
so  weit  sie  für  den  vorstehenden  Satz  wesentlieh  sind,  recapitulirt. 
Denn  die  liinie  /  sjnelt  in  diesem  Satz  keine  liolle  mehr,  so  das.> 
also  die  betrells  derselben  gemaehten  Voraussetzungen  zu  wieder- 
holen überflüssig  sein   würde. 

Vom  vorstellenden  Satze  aus  gelangt  mau  nun,  indem  man 
/(.:)  —  K  statt  /'(z)  setzt  |  vgl.  die  analogen  Betrachtungen  auf 
|)g.  2>>X\,  zu  iolgendem  t-twas  allgeineinern  Satze: 

Es  sei  K  eine  beliebig  gegebene  donstinde.  Ferner  sei  /  (^),  ^mt- 
hin    aueit   /'(/)  —  K  eine    auf  9{    reguläre  Function  (/^''*  Ordmouj. 

CO        CO  '-/)  ^ 

l'eljerdies  seien  ,:, ,  z.,  .  .  .  z.,  utul  ^j,  z.,^  .  .  .  z,j  die  elementaren  Xull- 
punkte  und  Pole  der  Fuifetinn  /(,:)  —  K.  Alsdann  gilt  für  das  elc- 
me)d.are  Integral  dritter  Gattung: 

,  ,.      ,  n  =  n,„(.:) 

die  lujrmet: 

.;       1  I  ''"I  ^  ^^  y.^\ 

liier  bezeichnen  N^'KB"^  die  eonstanten  Dilferoizen  vonTl  in  den  Cur- 
renay.by\  während  die  .1/ "",  X^^-  ganze  Zahlen-  an-stetlen,  deren  Wertk 
sieh  durch  die  Formet n  bestimmen: 

irx,  _     1      /'        ^n(:l  .^^■,.  _     1      r        df{z^ 

Dabei  ist  vorausgesetzt j  (btss  keiner  der  Funkte  Zj,  ,r,  (j  =  1,  2, ...  (/) 
;;///  einem  (hr  Punkte  /^, ,  f.  eoineidirty  und  ferner  vorausgesetzt j  die 
Curven  ay.,  b^  (x  =--  1^2,...  ;>)  Si'i(  n  so  eingerichtet j  dass  all'  jene  Funkte 

/^,,  e.,  und  Zj,  z,  \j=  1 ,  2, .  .  .  7")  innerhalb  9i„;,  liegen.  Uebrigeiis 
k;i un  von  diesen  Voraussetzungen   die  erste    fallen  gelassen  werden. 

Denn   sollt»*  einer  der  IVinkte  z^j  ,r,  (Muem  der  beiden  Punkte  fj;  f; 
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bis  zur  Coincidenz  sich  näheru,  so  würden,  wie  man  sofort  über- 
sieht, beide  Seiten  der  Formel  (15.)  unendlich  werden,  die  Formel 
also  gültig  bleiben. 

Giebt  man  jetzt  der  Constante  K  einen  unendlich  kleinen  Zu- 
wachs dK,  so  werden  die  Punkte  gj  unendlich  kleine  Verschiebungen 

00 

dZj  erfahren,  während  die  Punkte  gj  und  ebenso  auch  die  ganzen 
Zahlen  Jtf^*^,  N^^^  ungeändert  bleiben  [vgl.  die  analogen  Betrach- 
tungen auf.  pg.  289,  290].  Man  gelangt  daher  zu  folgendem  Satz: 
Theorem.  —  Versteht  man  unter  f{z)  eine  auf^  reguläre  Func- 
tion g**'  Ordnung,  bezeichnet  mcm  femer  irgend  zwei  einander  unend- 
lich nahe  Niveaupunktsysteme  derselben  mit  z^,  z^y . . .  z^  und  z^  +  ^^i> 
z^  -|-  dz2,  .  .  .  jsr,  +  ^^q^  ****^  bezeichnet  man  endlidi  die  Werthe  von 
f(z)  in  diesen  beiden  NiveaupunJctsystemen  mit  K  und  K  +  dK^  so 
gilt  für  das  elementare  Integral  dritter  Gattung: 

die  Formel: 

wo  das  vorgesetzte  d  die  unendlidi  kleinen  Aenderungen  bezeichnet,  welche 
die  beireffenden  Grössen  durdh  Vertausdiung  von  z^y  z^,  . . .  z,^,  K  mit 
2^  +  ^^u  ^2  +  ^^i>  * '  '^q  -\-  äZq,  K  +  dK  erfahren. 
Aus  (16.)  ergiebt  sich  nun  weiter  die  Formel: 


"J 


die  Integrationen  hinerstreckt  gedadit  über  irgend  welche  simultane 

Bahnen  («i .  • .  ft),  (a^  •  •  •  /^a)?  •  •  •  (cf?  •  •  •  ft)  ^  i^^  J^^  stellenden 
Niveaupuhkte  z^,  z^y  -  -  .  Zq.  Dabei  sind  unter  A  und  B  diejenigen 
beiden  Werthe  zu  verstehen ^  weldie  f{z)  einerseits  in  a^,  a^,  .  .  .  ccq, 
andererseits  m  /J^,  /J^,  .  .  .  ßq  besitzt. 

Soll  die  Bahn  (aj  .  .  .  ß^  keine  der  Curven  a«,  6x  (x  =  1,  2, 
, , ,  p)y  noch  auch  die  von  f^  nach  s^  gehende  Unstetigkeitslinie  r/ 
des  Integrals  TT  überschreiten  dürfen^  so  ist  offenbar: 

"'s 

Gestattet  man  hingegen  jener  Bahn,  die  Curven  a^,  by,  und  ij  belie- 
big oft  zu  überschreiten,  so  erhalt  man  die  [mit  (Y.)  pg.  2Ü2J  ana- 
loge Formel: 
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■'J 


(Y.)  //a..j.r)  =  n.....wVj-"a,.^u^)+^>>o'''A^^)+«/^^B-i^ 


(IS.) 


wo  die  m ,  ?/ ,  a  ^üw/a'  Zahb'ii  vorstellen.  Und  zwar  gebt  aus  der 
Bedeutung  dieser  Zahlen  [vgl.  (Z.)  p.  29,*) ]  deutlieh  hervor,  dass  die 
Zahlen  m  sämnitlieli  =  0  sind,  falls  die  in  Rede  stehende  Bahn 
(a,  .  .  .  ßj)  keine  der  Curven  a^  überschritten  hat,  dass  ferner  die  n 
sämmtlich  =  0  sind,  falls  jene  Bahn  keine  der  Curven  b^  über- 
sehritten hat,  und  dass  endlich  die  Zahl  ^  (d.  i.  ^j)  den  Werth  " 
besitzt,  falls  jene  Bahn  die  C'urve  t;  nicht  überschritten  hat.  Siib- 
stituirt  man  den  Werth  (Y.)  in  (17.),  so  kann  man  dabei  die  Zah- 
len ft,  unterdrücken,  weil  die  in  (17.)  vorhandenen  Logarithmen  au 
und  für  sich  bereits  mit  Unbestimmtheiten  von  der  Form  M-2.t< 
behaftet  sind.  Man  gelaimt  daher  durch  diese  Substitution  zu  ful- 
^endem  Kesultat: 

Andere  Form  des  Theorems.  —  Ks  srl  /'(z)  chte  auf  IW  mjnlm 
Function  f/''^  Onlnnuf/.  Vcrsfrhf  man  nhdann  unter  (ay,..ß^)j  (cL,...ßJ, 
...(«,/... /i.^)  u'ifcud  urlrlic  stund  taue  Bahnen  der  q  Nivcaupn)}l:h 
von  f(/)j  so  (jllt  die  Fitrmrl: 

X-  -/i 

y.  —  l 


Dahr.i  sind  unter  A  uiul  B  dir  Wcrthr  der  Fu)U'ti(m  f(z)  in  den  Nireau- 
pu)diisi/st('}uen  «^j  a,,  .  .  .  «.^  uiut  /ij ,  /j.,  .  .  .  ß.^  zu  verstehen.    Ändern- 
sei fs  sind  unter  A^'^,  B''''   </ie   rousf nuten    Differenzen   ro)i   TT^,,, (r)  in 
den  Cura-n  Uy,  h^,  endlich   unter  M}''\  Is^'^''  (janzc  Zahlen  zu  verstehm. 
Vehersehreitrn  jene    simult<(ue    JUdnicn    («j  .  .  .  ß^),   {a^  .  .  .  /i_>*. 
(|(|  )  .  .  .  {a,i  .  .  .  ß.^)  keine,  der  (^urroi   a^,  so  sind  die  71/^"^^  sänimtlich  =  <'. 
f)id  sollte  andererseits  ihr  F(dl  rorficfjen^  (htss  jene  Bahnen  keine  der 
Curven  hx   ühersch reiten ,  S(f  ?ecrden  die  A^''^  sämndlich  =  i)  sein. 

Beispiel.  —  Betrachtet  man  insbc^sondere  das  iVormaZ-Integral  üi 
(an  St(dle  von  TT),  so  sind  hekainitlich  [vgl.  })g.  2i\S\  die  Ditieren- 
zen  A-'''  sämmtlich  ^^  <>.  l)cing<Miiilss  ergiebt  sich  aus  (IS.)  und 
mit  Itücksicht  auf  (  H'.J  der  Satz: 

Fs  sei  /'(.:)  eine  auj  %  rciiuliire  Function  fj^^^  Ordnmu/.  Ver- 
steht nunt  alsdauu  uut(  r  (a^  ...  /:!,),  (><:_,  .  .  .  /!,),  .  .  .  (a.j  .  . .  /j,/)  ir(jeynl 
f reiche  sintultaue  Fudnun  der  7  yircffHjtuukte  von  /(.:),  und  setzt  mon 
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voraus,  cUiss  diese  Bahnen  allerdings  die  Curven  a^,  nicht  aber  die 
Curven  6,  überschreiten ^  so  gilt  die  Formel: 

'-'0.)      S\sT..,(^,)  -  s....,(a,)] = log  f  ;;;}£-!  -  log  ;;;^;-i  j. 

Dabei  repräsentiren  A  und  B  die    Werthe  von  f(z)  in  den  Niceau- 
ptinkisystemen  a^,  a^j  ,  .  .  a^  und  ß^,  ß^,  .  ,  .  ßq. 

§3. 

Ueber  die  Vertausohting  der  Argtimente  und  Parameter  in  den 

elementaren  Integralen  dritter  Gattung. 

Wir   betrachten  irgend  zwei  elementare  Integrale  dritter  Gat- 
tung;  die  wir  zur  Abkürzung  mit  4>  und  0'  bezeichnen: 

(1.)  <J>  =  TT.,.,(£r)     und    0' =  n'v .,(;?). 

Sind  1}  und  i}'  die  ünstetigkeitslinien  von  0  und  <t>\  femer  S  und 
(&'  die  Bereiche  dieser  Linien,  und  setzt  man 

©  =  gt^,  _  g  -  @', 

so  sind  0  und  0'  auf  der  Fläche  @  eindeutig  und  stetig.    Folglich 
ist  [nach  (4.)  pg.  196]: 
(2.)  /^0d0'  =  O. 

Diese  Formel  kann  man  auch  so  schreiben: 

oder,  weil  0d0'  «=  d(00')  —  0'rf0  ist,  auch  so: 
,4.)  /^^^<t.d<D'+/^<l,'rf<|,-/^,<t.d<t.'  =  0, 

oder,  falls  man  die  beiden  letzten  Integrale  nach  Maassgabe  der  Be> 
trachtungen  (a.),  {ß.)  p.  298  umgestaltet,  auch  so: 

[X]  f  *^<i>'  +  jv(r  0'j0 -  r  ^0rf0i  =0. 

Nach   (f.)   pg.  270,   oder,  wenigstens  analoff    zur  dortigen    Formel, 
ist  aber: 

/    0'rf0  =  (-iy2;rt0'(.,). 

Desgleichen  wird  offenbar: 

/<t)(Z<D'  =  (-iy.  2«,- <!)(.;); 


:K)4  Eilft.\^  Capitel.     I>as  Ahrfi^che  Theorein, 

so   (lass  also  dir»   h'oriiK^l   (T).)   die  (Jesialt   (Tliiili: 

Dividirt  iimii  diese  Formel  diireli  2.t/,  und  beaelitet  man  den  Satz 
(y,)  pg.  240,  so  folgt: 

wo  die  A^''^.  B ''^  und  A'^""',  B'^'''  die  oonsianten  Differenzen  der  Fuiu- 
tionen  O  und  O'  in  den  Curven  r/^,  hy  bezeichnen. 

Kinfachcr  gestaltet,  sieh  die  Formel  (7.),  wenn  man  für  0  mi'l 
0'  zwei  Normal  Integrale  dritter  (ialliing  nimmt;  denn  alsdann  sind 
die  A^^^  und  A'^*'^  Null.     Man  tielano't  so  zu  folgendem  Satze: 

llildel  7)uu)  (hf<i  Kormdl-lnlcrfral  driUrr  (ialfurig  to  surcrssivc  für 
ein  l*mild})n(ir  fj,  f^,  und  /ar  ivfirnd  (in  anderes  Fnnldjyuir  f^\  k\ 
sa  ivird  für  die^^^e  Fnnetanien 

(8.)  Tr),^,^{.z)     und     (T>, /,_/(-) 

jederzeil  foh/ende  lUlatiim  slail finden: 

]\fa)f  kann  diese   Formel  aueli  se>  .^eh reihen: 


f. 


(1<>.')  y'(/(-^,,..  U)  =  Jdio,;,:{j:), 

V'en'ans(ieseL:l,  dass  man  die  hde(ir(dinns(  nrve  li)d(S  auf  die  Fläche  %o.,, 
und  diejrniije  rechts  auf  die  h'Uiehr  ^K,,/,;  einsehränli.  Dabei  soUni 
unter  ij  und  )/'  die  Unstet i(iheilsHnie)(  f^i-.j  und  f/f./  der  beiden  Fnnc- 
tiinuii   (S.)  rersfa)ule)i  sei)i. 


(1) 


Zwölftes  Capitel. 
Einffthniiig  der  Thetaftmctionen. 

§  1. 

Die  von  einem  einzigen  Argument  abhängende  Thetafnnotion. 

Bekanntlich  ist  die  ins  Unendliche  fortlaufende  Reihe: 

1  +  2e^  +  2e**  +  ^e^^  +  2«'"^*  +  2c'"  +  . . . 
oder: 

beständig  convergent,  falls  b  eine  reelle  Grosse  von  negativem  Werthe 
ist.  Versteht  man  unter  b  keine  reelle,  sondern  eine  beliebig  ge- 
gebene imaginäre  Grösse  von  der  Form  {q  +  i<f)j  so  gilt  genau 
dasselbe,  falls  nur  q  negativ  ist 

Genau  dasselbe  gilt  aber  auch  dann  noch,  wenn  man  als  Ex- 
ponenten nicht  n^b,  sondern  einen  Ausdruck  von  der  Form  n^b  -+-  nc 
ninamt;  wo  c  irgend  welchen  reellen  oder  imaginären  Werth  be- 
sitzen darf.    Bildet  man  nämlich  die  Reihe: 


»= 00 


so  wird  dieselbe  —  völlig  gleichgültig,  welches  der  Werth  von  c 
ist  —  jederzeit  convergent  sein,  sobald  nur  der  reelle  Theil  von  b 
wiederum  einen  negativen  Werth  hat. 

Wir  gelangen  demnach,  wenn  wir  uns  unter  b  irgend  welche 
Constante  denken,  und  wenn  wir  an  Stelle  von  c  irgend  welche 
variable  Grösse  2(a;  -|~  ^V)  oAtt  2z  nehmen,  zu  folgendem 

Satz.  —  Die  unendliche  Beihe 

V»   ^bn*+2zn 


Ms=s — « 


besitzt,  falls  der  reelle  Tlieil  der  Cofistanten  b  negativ  ist,  und  so  lange 
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dir   Vorlahlc  z  nicht  (UuiuUivh  f/ross  wird,  jrdcrzrit  einen  völlig  In- 
,s ii}nmte)tj  endl i r li e n    ] \ Vrlh . 

J)iesrr    Werth   lann    als  eine   Fvnetion   amje^ehen  teerden^  irekk 
ron  der    Vdriahlrn   z  ahldlixit ,   und  rvelelw  ansserdon   mit  einem  con- 
stioüeu   Parameter  h  hhaflet  ist:   er  rnaf/,    um   solehes   anzudeuten,  in 
Zahunft  mit 
{'2.)  I>  {z,  h) 

Jfrzcirluat  lerrden, 

\Vir  wollen  nun  <j;('|i;enwiirti<L^  diese  Function  %^  iz,  h)  näher  unter- 
suchen, nnd  melirere  wielitige  Eigenscluii'ten  derselben  zu  Ta^^e 
treten  lassen. 

Da  sich  in  unserer  Formel 


1  ■  ;:  «  1  •  ..1  11 


die  Sumniation  über  alle  ganzen  Zahlen  )}  von  —  co  bis  -\-  oo  hin- 
(M'.streckt^  so  kininen  wir  oll'enbar  —  ohne  dndureh  in  der  Formel 
irgt'ud  welche  \'erän<lerungen  hcrvor/.ubringen  -  das  darin  enthal- 
tene n  mit  ( — n)  vertauschen,  die  Function  -9"  (r,  h)  also  auch  so  dar- 
stellen: 
(4.)  <>,.,//)=  V%.'"'-^--2--w_ 


n  ---  —  r. 


Andererseits  erhalten  wir  nun  aber,  wenn  wir  d(Mi  AVerth  der  Func- 
tion tür  ein  andens  Argument,  nämlich  für  das  Argument  (— -^ 
haben   wollen,  zufolge  (;>.)  die  Formel: 

(a)  {>(-  Z,h)=    v\.^'r-2^.?. 


/l  —  —  r. 


uml  nunmehr  erkennen  wir  aus  (4.^  und  (5.),  dass  die  Wcrtlie  von 
l>  (.:,//)  und  von  {i  { —  z.l^)  unter  einander  identisch  sind.  Wir  Sfhm 
driimaeh  --  und  snlc/ns  niirde  (ds  erste  Eiiiensehaft  unserer  Fnnc- 
(1).)  tiiai  d^  Inrrarzidteben  sein  — ,  dass  der  ]]'(rth  von  d-(Zyh)  ungeänderi 
Idcddj  ieenn  )nan  z  mit  { —  z)  rcriauseld. 

Ferner    überzen«j;t    num    sich    leicht   davon,    dass    die    Function 
i)(:. /y)  in  ihrem  Werthe   ungeändert   bleibt,  sobald   man  das  Argn 
ment  z  um  ein  b(diel)iges   Virdiaches  von    ;r  /  vermehrt.     Betrachtet 
num   nämlich   in  der  als  Definition   diesem-  Function  angegebenen  un- 
endlichen  Jieihe  ()>.)   irgeu<l   ein   einzelnes  (ilied 

e 

s(»    wird    dies(\<,    falls    man   ,:   um    (m*u   Vielfaches    vo]i    ;r/,  z.  B.  um 
f:ri  /unelnm'U    lässt ,   übergehen    in: 
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bn*+2{z+pn%)n 
also  übergehen  in: 


«  , 


Nun  ist  aber  e  =1,  mithin  auch  r  *  *  «=  1.  Wir  sehen  dem- 
nach ^  dass  das  betrachtete  Glied  unserer  Reihe  bei  der  Vermehrung 
von  0  um  pni  völlig  ungeändert  geblieben  ist  Gleiches  wird  natür- 
lich auch  von  jedwedem  andern  Gliede  der  Reihe,  Gleiches  also  auch 
von  der  Reihe  selber  gelten.  Versteht  man  also  unter  p  irgend  welche 
ganze  ZaJd,  so  wird  —  und  dies  würde  als  zweite  Eigenschaft 
unserer  Function  anzuführen  sein  —  jederzeit 

(7.)  ^  (^  +  P^i,  b)  —  »  (jBf,  b) 

sein.  Die  Function  -ö*  {Zj  b)  ist  demnach  eine  periodische^  und  der  Index 
ihrer  Periode  gleich  ni.  Denkt  man  sich  die  Werthe  des  variablen 
Argumentes  z  oder  (x  +  iy)  durch  die  Punkte  der  Horizontalebene 
dargestellt,  und  denkt  man  sich  sodann  diese  Ebene  durch  Linien, 
welche  der  rr- Achse  parallel  laufen,  und  im  Abstände  ic  auf  ein- 
ander folgen,  in  lauter  einzelne  Flächenstreifen  zerlegt,  so  werden 
sich  die  Werthe,  welche  ^  {z,  b)  innerhalb  eines  solchen  Flachen- 
streifens besitzt,  von  Neuem,  und  in  genau  derselben  Vertheilung,  in 
jedem  andern  Streifen  wiederholen. 

Wir  wollen  nun  ferner  untersuchen,  in  welcher  Weise  der  Werth 
von  ^(z,b)  sich  ändert,  wenn  man  das  Argument  z  nicht  um  ein 
Vielfaches  von  7t  i,  sondern  um  ein  Vielfaches  der  gegebenen  Con- 
stanten b  vermehrt.  Da  sich  die  als  Definition  von  O*  {z,  b)  ange- 
gebene Reihe  (ß.)  von  n  =  — c»  bis  n=-|-cx)  hinerstreckt,  so 
wird  ihr  Werth,  falls  man  n  mit  w  +  1>  o<ler  mit  n  -f-  2,  oder  mit 
n  -f-  3,  u.  s.  w.  vertauscht,  offenbar  völlig  ungeändert  bleiben.  Es 
wird  daher  z.  B.  völlig  gleichgültig  sein,  ob  wir  als  Definition  der 
Function  d  {e,  b)  jene  ursprüngliche  Reihe 

H=3—  30 

nehmen,  oder  ob  wir  statt  dieser  als  Definition  jener  Function  die 

Reihe  ««j-ao 

»SS — 00 

aufstellen.     Die  letztere  Reihe  lässt  sich  auch  so  darstellen: 

^  C^,  b)  ="3*^^**'"^  2{z+b)n+(b  +  2z)  ^ 

n  =  —  ao 

20* 
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(>(]«'r  Miuli   so: 
(1!.,  ^>Lr,  ?,)  =  /  +  -'  ,"'\^\jnr  +  2{:  +  h)n^ 


«    — X 


Nim  «'rfj;I(^l)t  .sicli  aber  iiiulcrorsoits,  falls  luaii  in  (J^.)  an  Stelle  des 
urs])rilnL(lic'lR'n  Aro-inneiitos  .:  das  Argument  (\r  -f-  ?0  einsetzt,  für 
den  Wertli,  welchen  die  Function  if  für  dieses  neue  Argument  aii- 
ninunt,  folgender  Ausdruck: 

n^— —  r. 

lind    nunnielir   ersieht    sich    durch    Ver^leiclninii:   von  (0.)  mul  (lO.i 
sofort,  dass 
n  1 . )  ^  (.:■  4-  />^  /,)  =  r>- ^^  +  -  -)  .  i>  (z^  h) 

ist.  Die  Formel  lässt  sich  hMclit  verallgemeinern.  Da  nämlich  : 
eine  ganz  beliebige  Variable  ist,  so  kininen  wir  für  ::  beliebige,  und 
nacli  einander  verschiedene  Wertin;  nehmen.  vSetzen  wir  für  :  der 
IJeilie  nach   die  VVerthc: 

,:,   rj  +  />,   ^  +  -'^    •  •  •  -2'  +  0/  —  ^)  ^j 

wo  q  (Mue  l)elie])ige  ganze  Zahl  sein  soll,  so  erhalten  wir  aus  unseror 
1^'ornicl   (11.)  <ler  Jleihe  nach  folgernde  (neichmigen: 

^  (^  +  ^^,  ^J  =  r-^^''^-  ''^'+-^  .  ^  (,  +  (^  _  1)  i,  l). 
und  sodann  durch   Multijdication   all  dieser  q  Gleichungen: 

Jlier  ist 

.s.=  i  +  :5 +  ;-)  +  ...-!- (2,/-  1), 

also 


S())Hif  /,iinNf)i  irir  als  (IrUh  Euienschaff  unserer  Funet'ton  %^  /'<'/- 
(/(in/es  ln')isfrll(H :  Vtyshhi  DutH  unter  (j  irqe)f(l  weiche  eianze  Zahl,  so 
leird  jeder. :eH 

Sr'nt. 
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Zufolge  der  vorhin  gefandenen  zweiten  Eigenschaft  bleibt  der 
Werth  der  Function  d'  ungeändert,  wenn  man  das  in  ihr  enthaltene 
Argument  um  ein  Vielfaches  von  ni,  z.  B.  um  pxi  vermehrt.  Dem- 
nach wird  die  linke  Seite  der  zuletzt  erhaltenen  Formel  in  ihrem 
Werthe  keinerlei  Aenderung  erleiden,  wenn  man  das  daselbst  vor- 
handene Argument  {b -}- qh)  mit  dem  Argument  (js -{- qb -{- pni) 
vertauscht.     Thut  man  solches,  so  verwandelt  sich  jene  Formel  in: 

(13.)  »(^g  +  p^i  +  gj,  J)  =  f(^'^+H') .  ^(^^  ly 

Und  diese  Formel  kann  als  der  gleidizeitige  Amdruck  der  zweiten  nml 
dritten  Eigenschaß  angeseJien  werden.  Setzt  man  nämlich  q  =  0,  so 
repräsentirt  sie  die  zweite^  und  setzt  man  p  =  0,  so  repräsentirt  sie 
die  dritte  Eigenschaß. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  untersuchen ,  für  welche  Werthe 
von  z  die  Function  ^{z^  h)  verschwindet.     Die  Reihe  (3.): 

(14.)  fr(0,6)=3%»'»'  +  2^", 


n=— oo 


durch  welche  wir  die  Function  definirt  haben,  wird  in  ihrem  Werthe 
v()llig  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  darin  n  mit  ( —  n),  oder  auch, 
wenn  wir  darin  n  mit  ( —  n  —  v)  vertauschen,  vorausgesetzt,  dass 
wir  unter  v  irgend  welche  ganze  Zahl  verstehen.  Somit  können  wir 
statt  (14.)  auch  schreiben: 

(15.;  ^(^,  6)  -="3*^^^**+''^*'"^"^'*'^''^ 

oder,  wie   sich   durch   Addition  von  (14.)   und   (15.)  ergiebt,   auch 
schreiben: 
,  1«.)  »{,,  b)  =  i  3*  je&«'+2^«  +  eHn+v)'-2z(,n+v)^[ 

Da  nun  e**  =  —  1  ist,  so  wird  ein  Aggregat  von  der  Form 

Ä    ,     B 

e     +  ß 

jederzeit  Null  sein,  sobald  die  Exponenten  A  und  B  um  i^,  oder 
auch  um  ein  ungerades  Vielfaches  von  ix  von  einander  verschieden 
sind.  Demnach  wird  das  in  (16.)  unter  dem  Summenzeichen  stehende 
A^regat  Null  sein,  sobald  die  darin  auftretenden  Exponenten 

{bn*  +  2i8fn,    und 
b(n+vy  —  2z{n  +  v) 

um  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  diflferiren.    Findet  solches  nicht 
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nur  jstatt  für  ein  besiinuntes  >/,  sondern  für  jeden  hüth'Hjcn  Wertli 
der  Zalil  )^,  so  werden  ^ämmtllchc  (ilieder  der  lleihe  (!<).)  Null  wer- 
den, jene  Keilie  .selber  also  ebenfalls.  D.  h.  best immt  man  die  Vnriahlr 
z  (kr  Artj  dass  die  beiden  Aim/riicLc  (a,)  für  jeden  heHchigen  Werili 
der  Zahl  n  um  ein  nnr/erades  Vicl/aehea  von  7t  i  versehieden  sind,  ao 
wird  für  diesen  Werth  der  Variablen  die  Fnnetio)i  d-  (~^  b)  verschwin- 
den.    Die   Diflereuz  der  beiden   Ausdrüeke  («.)  ist  gleich 

2x'(2u  +  v)  —  bi'Jnv  +  v"), 

d.  i.  gleich: 

(:J:j  -~  vb)  i2n  -f-  r). 

Miiclii  man  daher,  was  den   gesuchten   Wertli  der  Variablen  : 
anbelangt,  folgenden  Ansatz: 

so  verwandelt  sich  jene  Differenz  in: 

(;'.,)  Tri .  ^  (t!)i  -\-  v); 

sie  wird  demnach  ein  ungerades  Vielfachrs  von  ni  werden,  bobald 
man  die  ganzen  Zahlen  u  und  v  der  Art   wählt,   dass  das  Prudutt 

|u  i2n  +  2' ) 

ungerade  ausfällt,  h^olches  al)er  kann  offenbar  nur  dadurch  erreicht 
werden,  dass  man  für  u  eine  ungerade  Zahl,  und  gleichzeitig  für  v 
ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  nimmt.  Tliut  man  aber  dies,  so  wird 
die  in  liede  stehende  Dilferenz  (y.)  in  der  That  —  und  zwar  gleich- 
trülti^,  welchen  Werth  die  darin  enthaltene  Zahl  n  auch  immer  bo- 
sitzen  mag  —  jederzcnt  ein  ungerades  Vielfaches  von  ttI  werden. 
Wir  gelangen  demnach  zu  ibigendem  Ergebniss:  Sind  f(  und  v  irgend 
welche  ungerade  ganze  Zaiilen,  so  wird  die  Function  O'  (^,  h)  für 
das  Arguuient 

jed(M*zeit  verseil  winden.  Oder,  was  dasselbe  ist:  Versteht  man  imtn' 
p  and  q  zwei  vnlH(j  beliebige  (janze  Zahbn .  so  wird  0"  {z,  b)  jcdi'r:<:tt 
Xall  werden,  sobabl  man 

( 1  7. )  -  =  (^P  +  l)^^  +  (v  +   l  )  ?> 

setzt. 

Denken  wir  uns  die  W'erthe  der  \'ai*iableji  ;:  oder  (x  +  '//) 
mich  der  (/rnrs.s'schen  Methnde  dargt'stelll  durch  die  Punkt«  der  Huri- 
zontalebcue,  so  lassen  sich  die  den   Formeln 
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(L)  0  =  pxi  -{-  qh 

und 

eütsprechendeu  Punkte  leicht  construiren. 

Es  sei  b  derjenige  Punkt,  durch  welchen  die  gegebene  Constante 
b  dargestellt  wird,  ferner  ijt  derjenige,  durch  welchen  die  Constante 
ix  repräsentirt  wird,  und  endlich  0  der  Anfangspunkt*).  Man  con- 
struire  nun  ein  Parallelogramm,  dessen  Ecken  durch  die  vier  Punkte 

0,     6,     ix,     b  +  ix 

dargestellt  sind,  und  zerlege  die  ganze  unendliche  ^-Ebene  in  lauter 
einander  congruente  Parallelogramme,  der  Art,  dass  eines  derselben 
mit  dem  soeben  construirten  identisch  ist.  Die  Punkte  (A.)  sind  als- 
dann die  Eckpunkte  f  und  die  Punkte  {(i.)  die  Mittelpunkte  dieser  Paral- 
lelogramme. Die  Function  %'  (£?,  6)  wird  also  [nach  (17.)J  verschwin- 
den in  den  Mittelpunkten  der  Farallelogramnie, 

Bezeichnen  wir,  wie  das  mit  Rücksicht  auf  unsere  späteren 
Untersuchungen  zweckmässig  erscheint,  die  in  O  vorkommende 
Variable  nicht  mit  z,  sondern  mit  U,  so  können  wir  die  Ergebnisse, 
zu  welchen  wir  hier  gelangt  sind,  etwa  in  folgender  Weise  zu- 
sammenfassen: 

Theorem.  —  Die  unendliche  Beihe 

18.)  "^*g6n«  +  2Crn 


!•== — 00 


besitzt,  falls  der  reelle  Theil  der  Constanten  b  negativ  ist,  und  so  lange, 
als  die  Variable  U  nicht  unendlidi  gross  wird,  jederzeit  einen  völlig 
bestimmten,  endlidien  Werth, 

Bezeichnet  man  diesen   Werth  mit  -ö*  (J7,  6),  setzt  man  also 

VX)  0(0-,  6)  =3*^***+^^'*. 

SO  gelten  jederzeit  folgende  Formeln: 

^(-ü,b)^^{U,^b), 

20.)  ^  (f/  +  mxi  +  nb,  b)  =   -(nn+2nU)    ^  ^^^  ,^^^ 

^  ((m  +  i)  Ät  +  (n  +  i)  b,  b)  =  0, 

wo  unter  m  uitd  n  beliebige,  positive  oder  negative,  ganze  Zahlen  zu 
verstehen  sind, 

*)  Der  Punkt  b  wird,  beiläuBg  bemerkt,  weil  der  reelle  Theil  der  Con- 
stanien  b  negativ  ist,  jederzeit  links  von  der  y-Achae  liegen ;  während  der  Punkt 
ix  auf  der  y- Achse  liegt. 
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§  i^- 
Die   von   beliebig   vielen  Argumenten   abhängende   Thetafunction. 

Unter 


bj,, 
nii')gen  «^'eo-ebeiie  (jjnafaulr,  tenier  unter 

r    r    r        v 

beliehige    Variable^  und  eiullicli  unter 

irj^eml  welche  (/(UKc  Zait.h  11  verstunden  werden.  Wir  bildeu  uuii  die 
Exponentiulgrösse  "*) 

{b, ,  n,  -  +  2  6,,  ?i,  //,  + . . .  h^^^^  n^^  -' .  +  ti  ( ( ',  n,  + , . .  (/^;>i^^) 

und  unterwerfen  dieselbe  in  Gediinken  einer  p-fachen  Summati^>n\ 
die  erste  Suniniation  soll  sieh  auf  alle  nur  möglichen  VVerthe  der 
<i;anzen  Zahl  y/^  bezicdien,  sich  also  von  )ij^=  —  00  bis  «j  =4"^ 
hin  erstrecken,  die  :tceilc  soll  in  gleicher  AVeise  von  n.^  =  —  oc  bis 
>4._,  =  -|-  :x:  u.  s.  w'.,  endlich  die  letzte  von  n^,  =  —  00  bis  «p=  +  ^ 
liinerstreckt  sein.  Die  hierdurch  entstehende  p-faeh  xuiendliche  llclk 
nnig*  kurzweg  mit 

bezeichnet  werden,  wo  also  das  vorgesetzte  Signia  jeiie^  auf  eiuamler 
folgenden   Summatioiieu  andeuten  soll.    --  ■    Man   gelangt  uun,.   was 
i\\y'  Co) iver (Jen z  dieser  7^fach  unendlichen  Reihe  anbelangt,  zu  folgendem 
Satz.   —  Dir  p-füeli   (ouaulliehe  Heilte 

besitzt,  jatls  der  reelle  Titeil  des  Ausdruekcs 

*)  Aust'iibrliclier  <^('sclu'iel)eii   würde   der  Kxpoitcnt   von  e  folgemierniassoa 
lauteu: 

(^^1  "1  +  b,,H.  .  .  .  +  ^hp^^p)  ^'i  +  "^  l\  "i 
+  ib.^n^  +  b.,,)(.,  .  .  .  +  f'.j,*'j,)f'.i  +  2/V"2 
+ 
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ßr  sämmtliche  Werthsysteme  der  ganzen  Zahlen  w,,  ttg,  . .  .np  negativ 
ist*)j  und  falls  keine  der  Variablen 

unendlich  gross  unrd,  jederzeit  einen  völlig  hestimmteny  endlichen 
Werth. 

Dieser  Werth  hinn  als  eine  mit  den  Constanten  h  behaflete,  und 
voti  den  Variablen  U  abhängende  Function  angesehen  toerden,  und 
soll  demgemäss  mit 

bezeichnet  werden. 

Wir  wollen  nun  —  ahnlich  wie  früher  bei  der  von  einetn  einzigen 
Argumente  abhängenden  Thetafunction  —  gegenwärtig  die  Eigen- 
schaften dieser  von  fnelireren  Argumenten  abhängenden  Function  in 
Untersuchung  ziehen;  der  grösseren  Bequemlichkeit  halber  wollen 
wir  uns  dabei  aber  vorläufig  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die 
Anzahl  jener  Argumente  3  ist,  also  auf  den  Fall;  dass  p  ==^3  ist 

Wir  haben  es  alsdann  mit  folgender  Function  zu  thun: 

(3.)  »iU,,  U„  Ü3)=  v/+'^^'"'  +  ^'*^+^'*^\ 

WO  unter  f  oder  /"(»i,  n^,  n^)  der  Ausdruck 
(^•)  f  =  fi^i ,  w^ ,  Wg)  =  6,1  n,*  +  26,jni n^  +  2b^^n^ n^ 

+  *8S  V 

zu   verstehen  ist.     Da  sich  in  der  Formel  (3.)  die  Summation  für 

> , 

*)  Der  reelle  Theil  des  Ausdrucka 

6n«i«  +  26i,«in,  +  .  .  .  +  b^n^* 

ist,  falla  maa  die  reellen  Theile  der  Constanten  b^,  bi^  ...  6^  der  Reihe 
nach  mit  Pn»  ^i^i  .  .  .  ^_  bezeichnet,  folgender: 

Soll  nun  dieses  Aggregat  ffir  jedes  beliebige  Werths^ystem  der  Zahlen  n,, 
«, ,  .  .  .  n  negativ  sein,  so  müssen  die  Grössen  Qm  Qi^i  '  •  •  Qpp^  ^i®  bier  bei- 
läii%  bemerkt  werden  mag,  der  Art  beschaffen  sein,  dass  die  Wurzeln  4  der 
Gieichnug  p^^^  Grades 

^11—6  Qi»         •  .  •  9ip 

Qu  ^M      6  •  •  •  9ip  ^  Q 


fpi       yp2       •  •  •  ypp 


•  •  •  ^t»«      6 


sämmUich  negativ  sind. 
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jede  der  ganzen  Zahlen  y<,,  u.^^  n,^  von  —  oo  bis  +  cx)  hinerstreckt. 
so  werden  wir,  ohne  dadurch  in  jener  Formel  irgend  welche  Ver- 
änderung hervorzubringen,  die  Zahlen  ;/,,  n.,,  n.^  mit  — n^^  —  »,, 
—  //o  verlauselien,  die  von  den  Argumenten  L' , ,  L^>,  V^  abhängeiid«.' 
Function  ^f  also  aucli  so  darstellen  können: 

WO  das  im  Exponenten  enthaltene  /"  mit  dem  in  der  Formel  (o.)  vur- 
handenen  /*  vrdlig  identisch  ist.  Andererseits  ergiebt  sich,  W'-nii 
wir  die  Function  it  nicht  für  die  bisher  betrachteten  Argumente 
/.', ,  /  LM  ^;,  sondern  für  die  Argumente  —  b\,  —  U^,  —  L'3  habeu 
wollen,  zufolge  (.*'».)  die  Formel: 

liul  iiumnchr  crliCiüicn  ivir  ilarch  Voyldchumi  rou  (5.)  und  (0.)  !iO- 
forty  (laus 

(7.)  »(- i\ ,  -  r,.  -  (•,)  =  % a\,  u,,  u.;) 

hty  (/r/,v.s  also  (kr  Wcrfli  loiscrrr  Fandion  mKjdindert  hlcihfy  tvcnn  mm 
[llddizviCuj  mninillidic  Anjnmctite  in  ihr  GcgcMdil  nmsdiUif/cn  läsaf. 
Diis  würde  (ds  erste  Eigen  schaft  unserer  Function  hervor zuhchcn  sm. 

*}  TT  i 

Ferner  ist,   weil  e        =  1    ist,   zu   bemerken,    dass  die  Expo- 
nentialgrösse 

ungeändert  bleibt,  sobald  im\n  die  Variablen  L^,  T^,,  V^^  um  irj^^Mul 
welche  Vielfachen  von  ;r/ vermehrt;  und  dass  demnach  Gleiches  aiuli 
von  der  Function 

gelten  nniss.  Snndf  (n/idtf  sieh  —  was  als  zweite  Eigcnschaji 
unserer  Funelion  (Uizu/uhnn  sein  würde  — ,  dass,  falls  A,  B,  f  irgml 
welche  ga)ae  Zahlen  virrsteUoi,  jederzeit 

(S.j  ^(^/j  -|_  A;r/,    /;  +  B;r;,    U.  +  V7ti)=^^{U,,lLJJ^ 

sein  wird.  Die  Functioji  »K^i,  l.,j  U-^  ist  also  für  jedes  der  Ar<^u- 
ment«'  T', ,  /'.;,  T'..  d\\n\  juriodisehe,  und  der />/(fer  für  jede  dieser  drei 
Perioden   t^leicli  -jti. 

Da  sich  die  Sumnuition  in  der  Formel 

was  die  Zahl  >/,    anlxdangt,    von   Ui  -=  —  00  bis  n^^  =  -{-  00  hiiier 
streckt,  so  wird  man,  olnu'  dadurch   in  dieser  Formel  irgend  welciie 
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Veränderung  hervorzurufen,  n^  mit  nj  +  1,  oder  mit  n^  +  2,  oder 
Wi  -(-  3  u.  s.  w.  vertauschen  konneu.  Setzt  man  nj  +  1  *^  Stelle 
von  n^,  so  gewinnt  jene  Formel  dadurch  folgendes  Aussehen: 

Das  erste  im  Exponenten  von  e  auftretende  Glied 

/(n,  +  1,  Wg,  tJs) 

hat,  wie  sich  aus  (4.)  ergieht,  folgende  Bedeutung: 
f{*^i  +  1;  »jj,  W3)  =  f(n,,  ti2,  nj)  +  2(6,1  n,  +  ^2^2  +  b^^n^)  +  t,,. 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  (10.),  so  ergiebt 
tiich,  falls  man  die  von  den  Zahlen  n,,  n^,  1*3  unabhängigen  Fac- 
toren  vor  das  Summenzeichen  treten  lässt: 

(n:)^{U,,u,,u,)  = 

Diese  Formel  repnisentirt,  ebenso  wie  die  ursprüngliche  Formel  (9.), 
denjenigen  Werth,  welchen  die  Function  d"  für  die  Argumente  L\, 
U^y  L3  annimmt;  sie  ist  demnach  nur  als  eine  gewisse  Umgestal- 
tung jener  ursprünglichen  Formel  anzusehen. 

Wir  wollen  nun  andererseits  denjenigen  Werth  aufstellen,  wel- 
chen die  Function  d'  für  gewisse  andere  Argumente,  nämlich  für  die 
Argumente  t/,  +  6,, ,  U2  +  6^1 ;  ^^  +  ^31  aimimmi  Dieser  Werth 
wird  zufolge  (9.)  dargestellt  durch  die  Formel: 

Und  ntinmehr  ergiebt  sich  darch  Vergleichung  vou  (11.)  und  (12.) 
augenblicklich  die  erste  Formel  des  nachfolgenden  Systems: 

.13.)       »{U,  +  6.,,  U,  +  h^,  U,  +  M  =  e(*"+*^'\*(f7„  U„  U,), 

Die  beiden  andern  Formeln  dieses  Systems  werden  sich  offenbar  in 
ganz  analoger  Weise  ableiten  lassen. 

Es  ist  übrigens  nicht  schwierig,  eine  viel  allgemeinere  Formel 
zu  finden,  nämlich  eine  Formel,  welche  die  des  soeben  aufgestell- 
ten Systems  als  ganz  specielle  Fälle  in  sich  fasst.  Wir  gehen  zu 
diesem   Zweck   wieder  von  Formel   (9.)  aus,  und    setzen  in    dieser 


olO 


Z wollte-  riij'iU'l. 


1     I 


^^^  "_'  ~r  ß:  ''.  ~r  /''  '1^1  Stelle  v«»n  n^j  //_,,  /?.,  wo  «,  /3,  y  ganz 
lj»:li*.'bitr  LTewülilte,  ]to<itive  uJer  neirative  (janzv  ZaJilen  vorstelk'ij 
.s«jll«jii.      iJadureli   erjiiebt   sich 

{}''L\,  V,,  C)  = 


('  1 .").  I 


UJ.) 


ilT.) 


Zur  Abkürzun'j:  iuci;j  iiini   i^e.srtzt  wenlcn: 

1/  (f^,    ß,  y  )  ^  (f, 
uinl   lenier 

/>,,«  +  h,.,(i  +  />,,;/  =  9?i. 

Miiltiiiiicirt  ukiu  «lie>e  drei  letzten  (»leieluuigeu  der  Keilie  nach  mit 
a,  (i^  yj  so  «'rgi«.'l)t   sieh,  wie  soti'leieh   bemerkt  werden  mag: 

/v,,  (r  +  'Jb,,  f^i  +  .  .  .  +  L,  y'  =  <3Pi  «  +  9?.  /3  +  g?3  y, 
d.  i.  mit  Rücksicht  auf  die  in  (15.)  cin<ijetulirte  Bezeichnung: 

^  =  ^j  f,  +  ^._,  /j  +  ^.^  y. 

Nunmehr  lässt  sich  der  in  unserer  Formel  (14.)  enthaltene  Es- 
jMHient  von  c  auch   so  darstellen: 

Substituirt  man  diesen  W'ertli  in  04.),  und  lässt  mau  zugleich  die 
von  den  Zahlen  y/j,  y/, .  )u  unabh:ingi^_>en  Factoren  vor  das  Summen- 
zeichen trett'n,  so  erhält  man: 

Nun  ist  nach  (!>.)  und  nn't  Kücksicdit  auf  die  in  (15.)  eingelührtc 
Abkürzunti: 

\V(>lI(^n  wir  dalun-  den  AV'erth  unserer  Function  -9"  nicht  für  tlif 
bisher  l)etrachteten  Argumente  / '. ,  /^,  T.;,  sondern  für  die  Argu- 
mente r^  +  9^1 '  ^  >  +  <5Pl>;  ^  :;  +  ^:.  haben,  so  erhalten  wir  folgende 
Foi'mel: 

_.  V,/  +  -l.'',  +'/!■".  +'.''2    |-q':::t"..+(f':i+<P:,)''3] 

/      { ,  • 


(IS.^ 
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Und  nunmehr  ergiebt  sich  durch  Division  von  (18.)  und  (19.): 

eine  Formel j  in  welcher  Ui,  U^,  U^  völlig  beliebige  Argumente  vor- 
stellen, in  welcher  ferner  a,  ß,  y  irgend  welche  ganze  Zahlen  sind,  und 
in  welcher  endlich  ^>ij  <p%j  <p^,  <p  die  aus  diesen  Zahlen  und  aus  den 
gegebenen  Constanten  b  zusammengesetzten  Ausdrücke  (16.)  und  (17.) 
darstellen. 

Man  erkennt  sofort,  dass  diese  Formel  die  früher  in  (13.)  auf- 
gestellten Gleichungen  als  ganz  specielle  Fälle  in  sich  enthält,  dass 
nämlich  jene  drei  Gleichungen  aus  dieser  Formel  (20.)  sich  ergeben, 
sobald  man  in  derselben  für  die  Zahlen  a,  ß,  y  der  Reihe  nach 
zuerst  das  Werthsystem  1,  0,  0,  dann  das  Werthsystem  0,  1,  0, 
endlich  das  Werthsystem  0,  0,  1  nimmt. 

Es  handelt  sich  nun  darum ,  dieser  allgemeinen  Formel  (20.) 
ein  etwas  einfacheres  Aussehen  zu  geben,  als  es  bisher  der  Fall  ist. 
Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  die  neuen  Argumente  l\  -{-  ^^, 
^^i  +  9^27  U^  +  ^8  ^^^   ^it  ^2}  ^z)  setzen  also  [vgl.  (16.)]: 

TT,  =  ü,  +  91  =  U,  +  6n«  +  6i./»  +  h,y, 

w^  =  u^  +  Vi  =  u^  +  K^  +  htß  +  K  Yj 

W^S  =    f^3  +  98  =    t^3  +  ^31  «  +  Kß  +  *33y- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  a,  ß,  y,  und  addirt,  so 
ergiebt  sich: 

M\a  +  W,ß  +  W,y  -  (U.a  +  U,ß  +  ü,y)  +  (^.a  +  9,,^  +  %y), 
also  mit  Rücksicht  auf  (17.): 

W,a  +  W,ß  +  W,Y  =  {U,a  +  U,ß  +  ü,r)  +  <P, 
d.  i. 
22.)  -9  =  (U.a  +  U,ß  +  ü,y)  -  (  W,a  +  W,ß  +  W,y). 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  (21.)  eingeführten  Bezeichnungen  und  mit 
Rücksicht  auf  den  soeben  in  (22.)  für  —  (p  gefundenen  Werth  ver- 
wandelt sich  nunmehr  unsere  allgemeine  Formel  (20.)  in  folgende: 

Sind  also  —  so  können  wir  uns  gegenwärtig  ausdrücken  —  die 
Argumente  Wi,  W^,  W^  mit  deti  Argumenten  U^,  U^,  [L^  durch  Glei- 
chungen vow  folgender  Form  verbunden 
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WO  «,  /i,  y  hclichi(/r  ])os'ttic('  oder  )icf/(tilve  ganze  Zuhltn  vorsttlloi, 
so  icird  zuisdiot  d- {  11',,  IT^,,  W.^)  und  zir Ischen  ^((-if  U>i  ^^3.)  jf<^<>'- 
zcit  die  In  (2?).)  (inf/<'(/(hene  Jlr.lation  staUfnden.  Wir  hezeichwn  d'n 
hl  diesent  >SVi/~r  enlltal/rne  K'aivnth'dmlhhkcli  der  Fiuictlon  %^  cds  dk 
dritte  Eifjenscliafi  dieser  Function. 

Eine  äliuliclie  Relation  lässt  sich  übrigens  auch  dann  leicht  auf- 
stellen, wenn  wir  an  8telle  der  Argumente  IT^,  Tlo,  H^  gewisse 
andere  Argumente  T^, ,  V.^^  V.^  nelimen^  welche  mit  den  ursprüng- 
lichen Argumenten  l\,  F.,,  U^  nicht  durch  die  (ileichungen  (24.), 
sondern  durch   die  (Ueicliungen: 

V^  =  /\  +  A  .  iri  +  !>,,((  -f  />,,/i  +  &137, 
(^rO  .  V,  =  r,  +  B  .  jri  +  />,,«  +  }L,,ß  +  K,y, 

^  ^\>  =   ^  ;;  +   r  .  7Ti  +  lK,,a  +  lK,,ß  -f  ?),3;; 

verbunden  sind,  wo  A,  B,  f,  ebenso  wie  «,  /j,  ^  beliebige  positive 
oder  negative  ganz«*  Zaiilcn  vorstellen  sollen.  In  diesem  Falle  wer- 
den r,  —  A:t/,  l\.  —  Bjri,  V..  F.t/  zu  l\,  l^^  U.^  in  genau  der- 
selben Beziehung  stehen,  in  welcher  zuvor  H'j,  W.^,  W..  zu  T,, 
U.^,  r^  standen.      Deuniaeh   wird  zufolge  (2)>.^: 


(ix;.) 


^(r,  -A;r/, ...)        _|(r,  +  rr_A7rO«+...] 


e 


sein.     Zufolgi;  iS.)  ist   aber,  weil   A,  B,  f  ganze  Zahlen   sind, 

ferner  sind,  weil   «^  p*,  }^  ebenfalls  ganze  Zahlen  vorstellen,  die  Ex- 
jjonentialgrössen 

A  ci  TT  i  B  (i  TT  i  r  y  TT  / 

e  .      '  ,      ^ 

jederzeit  =1-  1,  IVdglieh : 

fKci  ni  —  karci         B  ö  tt  /  —  Bß  ttI         V  y  ni  —  T  yni 

e  =  e  j    e  ==  e        '       ;    ^'  =  r  . 

Demnach  können  wir  die   Formel   (2(').)  auch   so  schreiben: 

,       ■»{r,,v,,  1;)  _      |^r,+/-,+A^r.«+ii:,+  r;+B;rO(J+(T^,+r^+r^)'>. 

Homit  ersucht  sicli  also  lolm'iuler  Satz: 

Sind  dir  Argumente   F, ,  ].,,  )'.  mit  dm  ylrf/umenfm    U^,  l\y  ^s 

dureJi   (rteiclnfntftn   r<>u  fittgt  nd(  r   l'\)r)n   n  rt)unden : 
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Fl  =  ü,  +  {^ni  +  «6,,  +  ßh,  +  y6„), 
Vi==Ui  +  (Bjrt  +  «6,»  +  ßK  +  yK), 
F,  =  f7,  +  (r«t  +  «6«  +  ^i«3  +  rK\ 

uro  A,  B,  r,  a,  ^,  y  beliebige  ganze  ZaJilen  vorstellen,  so  wird  zwischen 
den  Wertheil  von  -^(F,,  F^,  Fj)  tiitcl  -^(üi,  [/j,  f/,)  jederzeit  die  in 
(27.)  angegebene  Belation  stattfinden. 

Offenbar  können  wir  sämmtliche  Ergebnisse ,  zu  welchen  wir 
hier  gelangt  sind,  sofort  auf  den  Fall  übertragen,  dass  die  betrach- 
tete 'O'-Function  nicht  von  drei,  sondern  von  beliebig  vielen  Argumen- 
ten abhängig  ist.     Wir  kommen  alsdann  zu  folgendem 

Theorem.  —  Die  durch  die  Formel 

definirte  Function  ^{U^,  t/g, . .  Up)  bleibt  in  ihrem  WertJie  ungeänderty 
solHÜd  man  sämmtlicJie  Argumente  U^,  U^,  . . .  Up  in  ihr  Gegentheil 
umschlagen  lässt;  es  ist  nämlich  jederzeit 

(A.)  0(-  U^,  _  Tj,  . . .  -  Up)  =  -^(f/,,  r/g,  . . .  Up). 

Betrachtet  man  femer  zwei  Systeme  von  Ärgutnenten  U^,  U^,  ...  Up, 
und  F, ,  Fj, ,  ...  Vp,  welche  mit  einander  verbunden  sind  durch  Glei- 
chunffen  von  folgender  Form: 

Vi  =  U^  +  (m^ni  +  ni?>,i  +  n^b^,  +  .  • .  +  n,.bpi), 

j  Fg  =  U^  +  (m^yci  -f  Wifc,2  +  fu^b^^  +  . .  .  -f  »1^?^), 

Vp—  Up+  {mpTii  +  nibip  +  n^b^p  +  . . .  +  npbpp), 

wo  die  f»,  n  belidnge  positive  oder  negative  ganze  ZaJden  vorstellen;  so 
wird  zwischen  den  Wertlien,  wclclie  die  Function  O  für  das*  eine  und 
für  das  andere  System  annimmt,  jederzeit  folgende  Belation  stattfinden: 

Dabei  ist  die  Summation  im  Exponenten  hinerstreckt  zu  denken  über 
X  =  1,2,. .  .p. 

Wir  wollen  der  Vollständigkeit  willen  schliesslich  noch  die- 
jenigen Werthe  der  Argumente  U^,  Tg,  ...  Up  zu  ermitteln  suchen, 
für  welche  die  Function  d"  Null  wird.     Zufolge  der  Definition  ist 

(1.)  »{u„  u^, ...Up)  =  2 Z^**»'***' -V, 

wo  F{ni,  iig,  ..  .np)  zur  Abkürzung  steht  für  folgenden  Ausdruck: 
i2.)  F{n„  R„  . . .  np)  =  2:2Jb,in,nx  +  22;r,ii,, 


in  w  »'Irii.'rj.  ,iw.  >Mj.:jj.i!,.»ij.'jj  ."/tw-r  x  =  1.  1'.  .  .  .y  :.i.<i  u"i.»'r  /.  =  1, 
2.  .  .  .  )>  hii.'-r-Tr- <  h!    /  .   «]•  iik- li  -ii;.;. 

h'Mnf'rkt ,   k-ii^'-rl»':  A'-j.'I'TMj'J.  luli-   :;i.iii   <Iiv  Jarin  ♦-i.thiiltonen  Zali- 

]<^n   '/i-, .  ff  .     .  .  K     nn^    —    //,  —  V    .   --    /#.  -T-  r —  <  Hr.  -4-  i*. ) 

v«Ttau-(jLt,  v'.'rL.\-'_r*--^t/.T.  «la-««  ii.an  M.t'.-r  v  ,  7'  .  .  .  .  v  irL^eii«!  welrlie 
h<'liebitr  '/^'wilL,:»-  cr.inz</  Zalj]»-:!  V'-r-t'-lit,  I  >'_'::i!:aLh  kMUUfii  wir  an 
Stelh-   von     1.     a  .eil   selir^vib^^n: 

(;;.,        ^  r,.r_,.,../;   =.  v,^'-"'-  •■.•-".-'.•  ••-'V-';^ 

Oller,  wi'--  -i':l.  'i'.ic  h  AiMiiinii  von    1.    uii.l  (o.  i  fruHflit,  a'.iob  sdireilien 

('4.)  i^(i\,  /;_,,,...  r,  — 

,     Xf'    I'   Ki'ii /'.       ,       7'"  --??,-- j',  , — n   — >■.,...  —  fJ.  —  »'. '*\ 

1  7j 

Ein  A'j;:r»"jar   von   «J.-r  l'orjji   ''    4-  /       ver.-cliwiuJt't,  sobald  die  Ex- 

jion<-jit^n  A  ujid  H  um  f^in  lln^•'ra<^^-  Vi»'lt"a(.-lies  von  7t i  versibie- 
<b^n  -irj'l.  hnHnfirh  uird  dir  Ftiinfinn  ^  l\,  (],,,.  .  l'^  )  rf-yschuiH- 
(l'fK  >'>hnhl  (lip   ])ijjrrni" 

(  f).  i        A  =  1'       //,  -  -  r, ,  —  ^i» .  —  ?',,   ...  —  //;  —  r^. ^  —  F[)i^ ,  «->.  . . .  VJ^ 

jiir  .>ii  iH  ni  f1  K  }n-  W't  rfJ/S)/sf(  h'(  df  r  /(ilih  n  h  InDhfr  (jhicjt  riurm  ini- 
f/trndfff    yi/f/afltn/   rf,)t  71  i  i>t.     Nun   ist   mit   ]iüeksicht  auf  (^.) 

Fn^, . . .)  =  2::Li}y,:H/K),  +  ^lEVyH, 

soniii  (Triebt   sicli   für   utm^   Dill'erenz  A  lobjfoiuler  Werth: 
(( ;. )  A  =  2 i-)». ( —  2  / ;  4-  i:h,, ,', )  +  2.-2.7V;.  i'x i';.  -  2 2,7  ; iv . 

Wir  luachon    miii,  wii.-^  dio  liier   !iVsuchtc'ii   Wcrtlic   <Ier    Ari;umeiit(' 
r  aiibobdiit^t,  fobj:onden   An-^atz: 

(7.)  2  r,  =  Uy.:Ti  -{-  2:v;X;, 

d.  i. 

(7a.)  2  i,:  =  ^ly  .  7[i.    +    7'i/>,/  +    ?'.j/>,v  +   .  .  .  +  V/^Vj 

wo  l^x- ^i>y  '  '  '  l^}>  b(diebii;'e  *raii/e  Zabl(.Mi  vorstellen  sollen.  Alsdann 
verwandelt  sicli  der  für  A  pfefundeiie   Wertb  in: 

(S.)  A  =:  —  2>:n,  .  ^i,7Tl  +  vj.7>,,7vr;.  -  2:{^i,7ri  +  -LV,M  tv, 

d.  i.  in 

oder  in: 
(10.)  A--=  -  Tri  (2JL/^a,  +  J:\«.-iv). 
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Hieraus  aber  ergiebt  sich,  dass  die  Differenz  A  —  mögen  nun 
die  Zahlen  n  beschaffen  sein,  wie  sie  wollen  —  jederzeit  ein  unge- 
rades  Vielfaches  von  xi  sein  wird,  sobald  nur 

eine  ungerade  Zahl  ist  Unsere  Function  ^  {U^,  U^y  ...  Up)  wird 
daher,  falls  man  für  die  Argumente  U  die  in  (7.)  angegebenen 
Werthe  nimmt,  jederzeit  verschwinden,  sobald  die  in  jenen  Werthen 
enthaltenen  Zahlen  ft,  v  der  Bedingung 

Sli^v^e  B»  ungerade 

Genüge  leisten.     Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem 

Theorem.  —  Versteht  man  unter  f^i,  f^s,  . . .  iip  und  Vj,  Vj,  . . .  Vp 
irgend  wdche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen^  welche  der  Bedingung 

{^')  ftiVi  +  V^^t  +  •  •  •  +  fpVj»  =  ungerade 

Genüge  leisten  ^  so  wird  durch  die  Formeln 

Ui  —  i(/*i .  «i  +  Vi 611  +  v^hi  +  •  •  •  +  Vpbpi) , 

(E.)  ^2  •«  i(/*8  •  ^»  +  «'l^S  +  ^2*22  +  •  •  •  +  "^pipi)^ 

jederzeit  ein  Werthsystem  der  Argumente   L\,  l\,  ...  Up  dargestellt 
sein^  für  welches  die  Function  ^{U^  U^y  •  •  •  ^j»)  verschwindet. 
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Anwendung  der  Thetafunctionen  auf  die  Theorie 

der  Aberschen  Integi*ale. 

Ueber  eine  von  den  Normal-Integralen  erster  Gattung  abhängende 

Thetafunction . 

Ninuiit  man  für  die  im  vorhergehenden  Capitel  eingeführiea 
Constanten  6,^^  />^^,,  .  .  .  h^^,  diejenigen  consfanten  Differmzen  boxj  ^^^ 
denen  die  Normal-Integrale  erster  Gattung  w„(z)  in  den  Ourven /)/ 
{k  =  \,2y  .  .  , p)  behaftet  sind,  so  ist  der  reelle  Theil  des  Ausdrucks 

(1.)  ^i>'i*^  +  '^^h-^h^i  •  •  •  +  ^i>7>V 

stets  myatk  [8atz  (II.)  pg.  247].  Demgemäss  wird  die  mit  diesen 
Constanten  ho/,  behaftete  Thetareihe: 

co)urr(/e)if  sein,  so  lange  die  Argumente  l\j  V.,,  .  .  .  Up  endlich  blei- 
ben [Satz  pg.  312J. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  folgende   von  ss  abhängende 
Function 
(3.)  Fi^)  =  ^  (w/.^)  -  6\,  w,(-)  -G^,...  wp(^)  -  Gp) 

einer  nähern  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Dabei  soll  die  rechte  Seite 
in  (13.)  denjenigen  Ausdruck  repräsentiren,  in  welchen  ^(U^  L^f-l}^ 
sich  verwandelt,  sobald  man  daselbst  l\,  U^j  •••  ^p  respective  mit 
Wjfr)  —  (ri,  \\.^{z)  —  G.jj  . .  .  W/Xz)  —  Gj,  vertauscht;  und  zwar  sollen 
(i^j  (r.,j  .  . .  Gjy  hilwhig  (/cf/phnie  Consfanten  sein. 

Lässt  man  den  Punkt  z  inutrhalb  der  Fläche  9la6  [also  ohne 
die  Curven  r/^,  hy  zu  überschreiten]  in  beliebiger  Weise  sich  fort- 
bewegen, so  werden  hierbei  die  Functionen  w,  (^),  W2(-gr),  . . .  Wp(^) 
in  titdiyer  Weise  sich  ändern,  mithin  z.  B.  auch  fortdauernd  mdlich 
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bleiben.  In  jedem  Augenblick  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  be- 
sitzt daher  die  in  (3.)  angegebene  Thetareihe  einen  convergenten, 
d.  i.  einen  bestimmten  endlichen  Werth.  Und  dieser  Werth  wird 
sich,  während  jener  Bewegung,  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise 
ändern.    Die  mit  den  Constanten  G^,  G^,  . .  .Gp  behaftete  Function 

(4.)  F{z)  =  »  (w,  W  -  (?„  w,{e)  -G,,  ...  w,(if)  -  G^) 

ist  also  innerhalb  der  Fläche  9ia6  allenthalben  eindeutig  und  stetig. 
Um  die  Werthe  dieser  Function  am  Bande  von  SRat  zu  unter- 
suchen, betrachten  wir-  zuvörderst  irgend  eine  der  Gurven  a^y  a^j 
. .  .Op,  etwa  die  Curve  an.    Es  mögen 

Fil)  =  »  (w,(A)  -  G„  w,(A)  -a„...  Wp(A)  -  Gp), 

•''  und     Fif)  =  »  (w,i(f)  -  G„  w,(p)  -  G„  . . .  Wp(p)  -  G,)        • 

diejenigen  Werthe  vorstellen,  welche  F{z)  in  zwei  auf  dem  linken 
und  rechten  Ufer  von  a«  einander  gegenüberliegenden  Punkten  X 
und  Q  besitzt     Alsdann  ist  bekanntlich  [vgl.  (19.)  pg.  246]: 

(  K(A)  -  ÖJ  =  [w,(p)  -  ÖJ  +  m,ni, 
[w,(A)  —  Gg]  —  [wjCp)  —  öj]  +  «w^Äi, 


längs  a«: 


.  [w^  W  -  öp]  —  [Wp(p)  —  Gpi  +  mp%i, 

wo  m|,  m^y  ...  iitp  ganze  Zahlen  vorstellen,  die  bis  auf  m«,  sämmt- 
lich  SB  0  sind,  während  m«  =  1  ist.  Zufolge  des  Theorems  pg.  319 
ist  daher  der  Quotient  der  beiden  Ausdrücke  (5.)  gleich  Eins.    Also 

(6.)  längs  o,:  j,J^^  =  1. 

Bezeichnet  man  femer  irgend  eine  der  Gurven  6^,  b^y  , .  .bp  mit 
b^,  und  denkt  man  sich  die  beiden  Ausdrücke  (5.)  auf  diese  Curve 
bg  bezogen,  so  ist  [vgl.  (19.)  pg.  246J: 

r  [w,(A)  -  G,]  -  [w,(p)  -  G,]  +  6,., 
[w,(A)  -  G,]  =  [w,(p)  ~  G,]  +  6,„ 


längs  bxi 


[  [w,(A)  -  Gp]  =  [wp(p)  -  Gp]  +  V. 

Zufolge  des  Theorems  pg.  319  hat  daher  der  Quotient  der  beiden 
Ausdrücke  (5.)  den  Werth: 

Demgemäss   kann    der    Satz    (4.)    folgendermassen    vervollständigt 
werden: 

21* 


324  Dreizehntes  Capitel. 

Satz,   —   Die  mit  den   wiHkürUchen   Constmüen  Gj,  G^y  .-*G^ 
behaftete  Function 

(8.)  Fiz)  =  i>(Nv,  [z]  -  G,,  w,(i')  —  th:  '  '  •  Wp(^^)  —  Gp) 

ist  auf  der  Fläche  ^H,   ahgeselien    von   den  Cnrven  a^,  hx,  eindeutig 
und  stetig,  in  jenen  Gurren  aher  mit  folgenden  Quotienten  behaftet: 

längs  a,:  ^^,^^^  ==  1, 
^''  längs  h.:  ^.^'^  =  ,^^.-w.W-w.(,)^ 

Dieser  letzte  Quotient  ist,  wie  man  sieht ,  längs  hy,  inconstant. 

Zusatz.  —  Demgemäss  kann  also  F{z)  hczeichnet  werden  als  eim 
auf  ^K,,/,  reguläre  Function,  ivelehe  daselhst  keine  Pole  —  wohl 
(10.)  aher  Xull^nudde  hat.  Denkt  man  sich  die  letztern  in  lauter  elemen- 
tare Nullpunkte  aufgelöst,  so  wird  die  Anzahl  dieser  eletnentaren  Null- 
imnkte  [wie  sogleich  bewiesen  werden  sollj  stets  =  p  sein. 

Beweis  des  Zusatzes.    --  Nach  (a.)  pg.  248  ist 

f    d  Wo  (A)  =  /'    d  Wo  (q)  =  hox , 
\     )  r  /  r  / 

dWoiX)  =  d\Yo((j)  =  —aay., 


K  •'  K 


also  insbesondere  für  6  =  x: 
(B.)  /    d\Yy(k)  ==  I     dwAo)  =  —  Oyy,     d.  1.  =  —  7ci. 


^^ 


Dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  jetzt  die  ihrer  Anzahl  und 
Lage  nach  noch  völlig  unbekannten  Nullpunkte  der  Function  F[z) 
mit  6*1,  r>,  . .  .  Ca,  und  die  zugehörigen  Ordnungszahlen  der  Function 
selber  mit  fi^^  ^a_.,  .  .  .  ^ö^    Dann  ist  nach  bekanntem  Satz  [pg.  lOo]: 

.«I  +  5^2  +  •  • .  l^'^  =  .^I,--   L     d  log  F(z), 

oder^  weil  bei  einer  positiven  Umlaufung  von  SR,^^  sämmtliehe  üfer- 
linien  der  Ströme  a^,  ^x,  und  zwar  die  linken  Ufer  siromabtcärtSj 
die  rechten  siromaufivärts  zu  durchwandern  sind: 

^,  +  ^,...+^o  =  ^.2^}^J^  ,nog^^+j^  d\ogj^^ 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (9.): 

^t,  +  ,"2  •  •  •  +  f^'?  =  .7^  ^    0  -  j     rf[wx(A)  +  Wx((>)]    , 
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also  nach  (B.): 

f*i  +  /««•••  +  /*.r  —  2^  (2a^i  +  20»^  +  . . .  +  2app), 

also,  weil  a^  =  a^j  «=...  =  Opp  =  jti  ist: 
(11.)  f*i +  f*2- ••  +  f*(^=i'-  Q.e.d. 

§2. 

FortsetBimg.     Die  Nnllpnnkte  der  betrachteten  Thetafonotion. 

Es  soll  jetzt  namentlich  die  Lage  dieser  unbekannten  Nullpunkte 
c^yC^f.^.Cd  näher  zu  bestimmen  versucht  werden.  Bezeichnet  man 
die  Bereiche  von  Ci,  c^,  . . .  es  respective  mit  U^,  U^,  . . .  U(f,  und  das 
nach  Absonderung  dieser  Bereiche  noch  übrig  bleibende  Stück  der 
Fläche  91,6  mit  @: 

@  =  «,,  _  (U,  +  U, . . .  +  U.,), 
so  sind  nicht  nur  w^,  w^,  . . .  Wp  und  F,  sondern  auch  -^  auf  @  ein- 
deutig und  stetig.    Somit  folgt;  [Satz  (4.)  pg,  196]: 

(12.)  f  ^^^  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

oder,  weil  der  Band  von  @  theils  aus  dem  Bande  von  9la&;  theils 
ans  den  Rändern  von  U^,  U,,  • . .  lU  besteht: 

{^^')   f^  ^odlogF—2  J     y^ad\ogF~0,     wo     6=1,2, ...p. 

In  genau  derselben  Weise  wie  bei  früherer  Gelegenheit  [vgl. 
(a.),  (ß.)  pg.  286]  findet  man  aber: 

J   Wffrflog  jF=  2«i  •  ftxWa(cx); 
so  dass  also  die  Formel  (13.)  folgende  Gestalt  erhält: 

(14.)  fh^^(^)  +  ftrWa(C2)---  +  /*<rWa(Crf)  =  2^/        WadlogF, 

yifO   fS  1SSZ  1,  2,  3,  ...  p. 

Ueberdies  ist  zufolge  (11.)^ 
(14a.)  f*i  +  f*«  +  . .  •  +  R  =jP; 

so  dass  also  durch  die  Nullpunkte  q,  Cg,  . . .  (?^  im  Ganzen  p  de- 
mentare  Nullpunkte  dargestellt  sind.     Bezeichnet  man  aber  diese  p 
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demnüami   Nullpunkte  (ihrer   Lage  nach)   mit   t]^,  iy.,,  ....  ?;^.,  so 
<i[eNviiint  die  Formel  (14.)  folgemle  Gestalt: 

1     /' 

(  l'">-)        wjr;,  ]  +  w^u;,) +  NV„  (r//,)  =  -— :  j         (w^  d  log  F)  =  J^, 

£.711  Jl^^  ,^ 

WO  f7„  als  Abbreviatur  dienen  soll  für  das  rechts  stehende  Integral. 

Um    den    Werth    dieses    Integrales    Ja    zu    entwickeln,    mögen 

einige  ilült'sformeln  vorangeschickt  werden.  Bekanntlich  ist  [vgl.  (0.)]: 

längs  üy-,     \\,\?.)  —  \\o(q)  = 


(Y. 


(p-^ 


längs  /;^:     w„(A)  —  w„(())  =  6n/,      ,// x  = '* 
Hieraus   folgt: 

längs  (lyi     d  log  F(^)  =  (/  log  y{^), 

längs  />y:     (/  log  T\q)  =  d  log  F(l)  -{-  2d\\r , 

wu)  (/wv  für  r/wyiA\  t)dor,  was  dasselbe  ist,  für  dwy^g)  steht**. 
I^e/richnet  man  ferner  die  vier  Eckpunkte  an  der  Knotenstelle 
[((y,  h^)   mit  ay,  /i^,  ;v.  <K ,  so  ergiebt  sich   sofort: 


,/,,    (/ log  7ha) -- log  ^,^-.  , 


t 


\     ;' 


ß. 


Cfi 


X 


'*->(tx 


v;'.> 


^•^ 


7'   ,.   N 

/  ,     (/  loi»"  /''lA^  =^  luiT   ,,   /    • 

l)ie  \\  erlhe  diT  Logarithmen  rechter  Hand 
>iml  näher  amrebbar  mittelst  der  Formeln 
(fr.V      Man   erhält    in   solcher   Weise: 


« 
/      (/  lo«;-  /'i/^  =  My  'JttI  -^  2(iy  —  \s\((h)  —  Wx(«r\ 

wo    .1/.  ,    .V.    uubtkannio  ganze  Zahlen   vorstellen.     Endlich  ist  nacli 
l^K.*  |>g.   :>1M: 

/.     (MV.  =^  —  0^^  =  —  :ti. 


*'  V^  uniorsi'lu  i.Kn  sich  i'/.iiiilich  iho  Worto  w^;a'  und  w^^^p\  welche 
w.  ^;^  :\i  iH'uion  Itorn  ii«\-  Stronus  '.  irsi::t,  vou  einander  nur  durch  eine 
ronstanu';  >o  iia>>  aUo  i\\\\   l^  =  Ä\y\  o    i>t;  vgl.   z.  B.     1.)  pg.  234. 


ThetafanctioiieD,  deren  Argamenie  ^d^rsche  Integrale  sind.         327 

Dies  Torangeschickt^  handelt  es  sich  jetzt  um  die  Berechnung 
des  in  (15.)  auftretenden  Integrals: 


ao 


Da  bei  einer  positiven  Umlaufung  von  9la6  sämmtliche  Dferlinien 
der  Ströme  a^,  b  und  zwar  die  linken  stromabwärts  y  die  rechten 
Biromaufwärts  zu  durchwandern  sind,  so  kann  dieses  Integral  so 
geschrieben  werden: 


Xsal 


/     ( W,  (A)  ä  log  F{1)  -  Wo  ((,)  d  log  FiQ)) 

+ X.  (w»  w  ^  log  -f  w  -  ^"(p)  «^  log  j-cp)) 


Hieraus  folgt,  falls  man  i^(p)  mittelst  der  Formeln  (ß.)  eliminirt: 


^9'=2iri  ^: 


S„  [W.W  -  w,(p)]  c?  log  F(A) 


+A  ([wa(A)  -  w<,(p)]  d  log  FQ.)  -  [2  w„(p)]  rfw.) 


oder,  falls  man  in  der  letzten  Zeile  das  [2wo(9)]  durch 

[w,(A)  +  w„(p)]  -  [w„(^)  -  w„(p)] 
ersetzt,  und  überdies  die  Formeln  (a.)  berücksichtigt: 

I     S^aand\oiF{k) 

^**      '    +/2,l6<rx[dlogF(A)  +  rfw.]-[w,(A)  +  w.((>)]dw.) 


also  mit  Rücksicht  auf  {y^  und  (d.): 

üax  \Mx  2ni  +  2Gx  —  Wx(|3x)  —  Wx(ax)]  | 

4-  &er<  [JVx  2jri  —  3ri]  —  /^  [w«  (X)  +  Wc,((>)]  rfw^  | 


j      x=p 


oder,   weil  die  aax,  niit  Ausnahme  Ton  üaa,  sammtlich  =  0,   dieses 
aoa  aber  =  jri  ist: 

%i  [Mo  2ni  +  2Ga  —  Mßo)  —  w„(«^)] 

x«l  ^  ^x  / 


23f» 


oder,  falls  man  besser  ordnet: 
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t/,j  —  Ct,t 


oder,  falls  man  den  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltenen  Aus- 
druck kurzweg  [und  zwar  nach  lliemann's  Vorgang]  mit  Ka  be- 
zeichnet: 

J,  =  G„  —  Ka  +  (3/0  :ti  +  ^  .^^6.,)  . 

Substituirt   man   schliesslich   diesen  Werth   von  Jq   in   die  Formeln 
(15.),  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 
Satz.  —  Die  Fimdion 

( 10.)  l\.)  =  d-  (w,  r.^)  —  G^ ,     \v.,{z)  -  a, . .  .     wp(z)  —  Gp) 

besitzt  auf  9t  im  Ganzoi  p  elementare  NnUpiuildr.  ?^j,  i].,^  ,  ,  ,  i]p,  Dic^ 
Ntdlpunkte  sind  ihrer  Loijr  ncieh  nnbeJcannt,  Jedoch  weiss  fnan,  dass 
zu'isehe)i  ihnen  und  den  <je(jehenen  Constanten  G^y  G2, .  » >  Gp  die  Rela- 
tionen stattfinden: 

(17.)    Wo(>^i)  +   Wa(^,.)  .  .  .  +    \Sn{r]p)  =  Gn  —  Ka  +  [MaTti  -}- ^  ^"'^^''n) 

^  x  =  l  ^ 

teo  Ko  du'.  Bedeutunff  hat: 


(18.) 


*, = '''>' r'"''"^- 1  (r +j:.  •-'-v/^^'''-.)^ 


während  die  M,  N  anbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Die    Norraalintegrale    erster    Gattung    Wj(<0),    w.,(>),  ...  W;,(^) 

sind  früher  in  bestimmter  Weise  festo:esetzt  worden,  abcresehen  von 

noch  unbestimmten  additiven  Constanten  [vgl.  (20.)  pg.  246].    Setzt 

man  also: 
(A.)  \yo(z)  =  Vo  +  «n(^),     (?  =  1,2,...^, 

so  darf  man  die  C0o(/)   als   vijllif/   frxirte  Functionen    ansehen,  falls 
man  nur  gleichzeitig  die  f,,  als  willkürliche  Constanten  auffasst. 

Die  gegenwärtigen  Untersuchungen  können  nun  durch  eine 
zweckmässige  Wahl  dieser  fo  einigermassen  vereinfacht  werden. 
Substituirt  man  nämlich  in  der  Formel  (18.)  für  Wa(^)  und  Wx(i') 
die  Werthe: 

W„{z)  =  Va  +  «a(^), 

(B.)  wv(/)  =  Tx  +  «x(^), 

rfwx(^)  =  dcoy(z)y 
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und  nynmt  man  dabei  Rücksicht  auf  die  Formel  (d.)  pg.  326,  so 
erhält  man: 

WO  der  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  als  eine  jenen 
fixirten  Functionen  &  zugehörige  Gonstante  zu  bezeichnen  ist.   Man 
(20.)  kann  somit  die  in   (19.)  enthaltene  willkürliche  Gonstante   Va  der 
Art  fcahlenj  dass  Ka  verschwindet. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  reduciren  sich  die  Formeln  (17.)  auf: 

(21.)       Woinx)  +  W(t(i?2)  +  •  •  •  +  ^a(^|.)  =  Ö^  +  i^a  ^i  +  2  ^n  hna)  5 

SO  dass  also  der  vorhergehende  Satz  die  einfachere  Gestalt  gewinnt: 
Ein&chere  Form  des  Satzes.  —  Die  Fundion 

.22.)  F{z)  =  ^  (wi(^)  —  fc?i,  w,(;er)  -  ß„  . . .  w^(iEr)  -  Gj) 

hesitgt  auf  der  Fläche  91  im  Ganzen  p  elementare  Nullpunkte:  q,,  q,^ 
. . .  i^p.  Diese  Nullpunkte  sind  ihrer  Lage  nach  unbekannt.  Jedoch 
weiss  man,  dass  zwischen  ihnen  und  den  gegebenen  Constanten  Gi,  G^, 
. . .  Gp  die  Relationen  stattfinden: 

(23.)         Wa (fii)  +  wa {%)  . . .  +  WaiVp)  =  Ga  +  ^Mo  ni  +  ^  N^bxo)  , 

tf  =^=  \  j  z j  • . '  Pj 

wo  die  M,  N  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  über  die  in  Wi(;?),  yr^(z),  ...  yfp(z) 
enthaltenen  additiven  Constanten  sei  in  ganz  bestimmter  Weise  ver~ 
fügt  worden,  nämlich  in  solcher  Weise,  dass  die  Rief nann' sehen  K's 
verschwinden;  vgl.  (20.). 

§3. 

Abgekünte  BeBeiohntingsweifle. 

Erste  Abkürzung.  —  Es  mag  hinfort 

^(Ua)  für  d(üi,  üj,...  Up) 
geschrieben  werden.     Nach  dem  Theorem  pg.  319  ist  alsdann  z.  B. 

(24.)  »X- üa)  =  ^  {Uo). 

Betrachtet  man  femer  zwei   Systeme  Ton  Argumenten   Ui,  V^,... 
Up   und    Fj,  V^,...Vp,   zwischen   denen   die   mit   irgend    welchen 


I 


t 
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ganzen  Zahlen  ^//j,  w/..,  .  .  .  uif,,  n^,  n.^,  . ,  .  fip  behafteten  Rel^ionen 
stattfinden : 
(25.)  ^n  =  Ua  +  0>?o  7t i  +  ^yny.hy.„)j    (?  =  1,  2,  .  . .  j), 

so  ist  zufolge  jenes  Theorems  pg.  311h' 

(26.)  »(F„)  =  *(6- .)  .-  ^o"'-  (' '■  +  ^ -  +  '""  "l 

Mit  andern  Worten*):  Siml  L, ,  T^,,  ...  i'p  beliebig  gcgebctic  Grössen, 
und  />?!,  w/oj  •  •  •  '^*h>y  ^'i?  ^^2^  •  •  •  W/)  beliebig  gegebene  ganze  Zahlen  j  so 
findet  i>fets  die  Formel  statt: 

(27.)  .«h  ! //..  +  '»o  ^i  +  iV».M  =  f^(T„)  ,-^'■""^^^'..  +  2'"'."'+'''"'^ 

Denkt  man  sich  endlich  die  Formel  (27.)  successive  für  irgend 

zwei  Grüssensysteme  t\,  l  .,,..,  Up  und  6\',  'V>---  ^V  hingeschriebeD, 

und  die  in  solcher  Weise  sich  ergebenden  beiden  Gleichungen  durch 

einander  dividirt,  so  erhält  man  die  Formel: 

Dabei  sind  in  all  diesen  Formeln  (25.)  — (28.)  die  Suramationeu 
ausgedehnt  zu  denken  über  k  =  l ,  2,  ...  p,  respective  über 
(7  =  1,  2,  .  . .  j). 

Zweite  Abkürzung.  ~  Stehen  irgend  zwei  Grössensysteme 
U^y  U.jy,..  Up  und  ]'i,  J'o,  ...  Vp  in  solcher  Beziehung  zu  ^^^' 
ander,  dass 

\\  =  ^^1  +  niy  Tci  +  n^b^^  +  *^>'^-i  -  •  •  +  ^^/>V> 

/9<. .  ^'2  =  ^1  +  ^^'1  ^'  +  ''i''i2  +  ^^iKi  •  •  •  +  'W/7vi7 

^'y>  =  ^'y  +  '''y>  :nf  /  +  ''1  ^^i/^  +  ^^-ihp  •  •  •  +  w^, ?>;,/> 
ist,   wo    die   m,   n    ganze    Zahlen    sind,    so   sollen   F^,  Fvj, .  •  •  ^p  ^^^ 
^hj  f  >}  '  •  '  ' /'   eongruent  genannt   werden.     Und    diese  Congni^nz 
soll  angedeutet  werden  durch  die  Formel: 

(30.)  ]'o  Inj      f/  -=  1,  2,  .  .  .^^. 

§  4. 

Beiläufige  Sätze. 

Aendert  man  die  in  der  Function  (22.): 

F{z)  =  .^{^^o^:)  -  (K) 
enthaltenen  Coustanten  ^'j,  <r\.,  .  .  .  Gpy  so  werden  ihre  p  (iiDbekan 
ten)  Nullpunkte  ij^,  ?].,,  .  .  .  rjp  im  Allgemeinen  ebenfalls  irgend  ^^ 

*)  Die  new  Formel   (-27.)  ergiebt   sich   nämlich   aus  (25.)   und     {W 
Elimination  der   F'h. 
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Verschiebungen  erfahren.  Doch  giebt  es  gewisse  Abänderungen  jener 
ConstAnten,  welche  keine  solche  Verschiebungen  yeranlassen.  So 
z.  B.  gilt  folgender  Satz: 

Satz.  —  Sind  irgend  ztvei  CanstatUensysteme  Gy,  G^, ..  .Gp  und 
(?/,  G^', . .  .Gp  unter  einander  in  der  Bessiehung, 

(31.)  Ga^Ga'j      6=l,2,...p, 

SO  findet  zwischen  den  zugehörigen  Functionen 

(32.)  F(z)^^{wa{z)-Ga)    und    1^(^)  =  ^  (w^Cxr)  -  G/) 

die  Beziehung  statt: 

(33.)  F'{0)^F{z)Eiz), 

wo  E{b)  eine  auf  9la6  ei^ideutige,  stetige  und  nicktversehwindende 
Function  bezeichnet  Demgemäss  sind  also  die  Nullpunkte  der  beiden 
Functionen  F{z)  und  F'{z)  unter  einander  identisch. 

Beweis.   —   Die  yoraasgesetzte    Congrnenz    (31.)    drückt    sich    aus 
mittelst  der  Formeln: 

0/  -  ö„  -  (3f^  ni  +  Z^  N^hJ,    <»  ==  1,  2,  .  .  .  p, 

wo  die  Mf  N  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.  Hieraas 
aber  folgt,  falls  man  mit  ( —  1)  mnltiplicirt,  und  auf  beiden  Seiten  yr^{s) 
snaddirt: 

[w„(«)  -  e;]  -  [w„(r)  -  G„]  +  (M„  ni  +  S,  N^b,„),    «  -  1,  2,  ...  p. 
Zufolge  des  Satzes  (25.),  (26.)  ist  daher: 

die  Sammation  im  Exponeaten  hinerstreckt  gedacht  über  0  <»  1,  2,  .  .  .  p. 
Der  hier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  besitzt  also  die  Form: 

K,  +  TT,  w,  {z)  +  ür,w,(r)  .  .  .  +  Ä^w^(z)  ^ 

wo  die  K*%  Constanten  sind,  und  repräsentirt  also  [Satz  pg.  273]  eine  auf 
^ab  eindeutige^  stetige  und  nichtoerschwindende  Function.  Bezeichnet  man 
dieselbe  mit  E{e),  so  erhält  man  also: 

d  (w  w  -  (?;)  -  ^  (w^(^)  -  G^y  E(z). 

Hiermit  aber  ist  der  Satz  (33.)  bewiesen. 

Ein  zweiter  Satz,  der  mit  dem  Torigen  wenigstens  äusserlich 
eine  gewisse  Äehnlichkeit  besitzt,  und  ebenfalls  sehr  leicht  zu  be> 
weisen  ist,  lautet  folgendermassen: 

Versteht  man  unter  2G,,  2Gj, ...  20,  und  20/,  20/, . . .  2ff/ 
zwei  unter  einander  congruente  Constantensysteme: 

l34)   2Ga=2Ga  +  (Ma7Ci  +  Nibia+Nibia,..  +  Npbpa),      tf  =  1,  2,  .  .  .  p, 

$0  repräsentirt  der  Ausdruck 
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eine  auf  9t  reguläre  Function  2p^'^  Ordnung, 

Bezeichnet  man  die  elementaren  Xulljninlie  der  Functionen 

.J  (yv„'z)  -  Gn)  und  ^  (w,(z)  —  Go) 
(30.)  respecticc  mit  yj^,  i].,y  .  -  -  rjp  u)ut  r^/,  r].j\  , .  .  >;/,  so  wird  die  Ordnungs- 
zahl  von  0(/)  in  yjij%y»*'  '^j,  den  Werth  2,  ferner  in  i;/,  1^2', . . .  V 
den  Werth  —  2,  u)id  in  alim  übrigen  Funlten  der  Fläche  91  dm 
Werth  0  haben.  Sollte  ::ufälliger  Weise  einer  der  Funlde  7]^,  V2  •  •  •  ^r 
mit  ei)iem  der  Funlde  t]^\  %\  .  .  .  }jp  zusammenfallen,  so  tvird  die 
Ordnungszahl  von  0(z)  in  einem  solchen  Funict  =2  — 2,  d,  i,  =Osein. 

Beweis.  —  Dass  die  Function  0(c),  (^^5.),  auf  der  Fläche  ^^^^  regulär, 
und  daäclbbt  mit  dt*n  genannten  Ordnunj^szahlen  behaftet  ist,  übersieht 
man  sofort;  [vgl.  die  Sätze  (8.)  und  (22.),  sowie  auch  den  früheren  Satz 
auf  p<?.  273].  Zu  beweisen  bleibt  daher  nur  noch,  dass  sie  auch  auf  der 
unrrrsehrtni  Flüche  ^  regnlilr  ist.  Fnd  zu  diesem  Behuf  muss  gezei;jt 
werden,  dass  ihre  Wertbquotienton  in  den  Schnitten  a,  b  sämmtlicb  =  1  Biod. 

Sind  nun  l  und  q  zwei  zu  beiden  Ufern  des  Schnittes  o^  einander 
gegenüberliegende  Punkte,  so  ergiobt  sich  aus  (35. \  mittelst  des  Satzes  (8): 

(«•)  längs  0^:      —  f-  _^  i^c     »^      J    =  e       ^         =1. 

Desgleichen  ergiebt  sich,  falls  l  und  q  zwei  gegenüberliegende  üferpunkte 
des  Schnittes   l>    vorstellen: 


V         ;         ^  (^^        (   -  f'.  -  -'  ^'/       ^\  b,^  +  N,,  6_  .  .  .  +  ,Y  h  V 
^       '■        0(c))  ^ 

also,  falls   man   für   (2(7^  —  2(/^')   den    ans    (34.)    folgenden    Werth  sub 
stituirt;    - 

Diese  P'ormcln  («.)  und  (ß.)  zeigen,  dass  die  in  Rede  stehenden  Werth- 
quotienten  in  der  That  =  1  sind.  —  (J>.  e.  d. 

Ein  dritter  Satz  endlich  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden 
durch  8peciulisirung.  Maclit  man  nämlich  in  (34.)  die  Zahlen  J\ 
sämmtlich  =  0,  setzt  man  also 

2Ga  =2Ga^Mo%i, 
d.  i. 

Gf^  =  Go  -f-  Mo  j,,    (y==l,2,...jp, 

so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Siml  Cr'i,  Cr^,  ,  .  ,  Gp  beliebig  gegebene  Constanfe,  und  M^jM^, 
,  . .  Nj,  beliebig  gegebene  ganze  Zahlen ,  so  repräsentirt  der  Atisärtick 
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*(w„(«)  -  <?„) 


(37.)  <t)  {z)  = 


f^{-ai^)  -  [^a  +  M„  ^; 


^2 Y 


eine  auf  91  reguläre  Function  2|)**'  OrJnuti^. 

Bezeichnet  man  die  elementaren  Nullpunkte  der  Functionen 

respective  mit  ijj ,  ly^ ,  •  • .  flp  wwrf  ij/  ,1^2',  . .  .^p',  so  trird  die  Ordnungs- 
sohl  von  0(i?)  tn  ij^,  i?2?  •  •  •  %» <few  TT^jHä  2,  /emer  in  q/,  iy/, . . .  V 
cfen  TFcr^Ä  —  2,  und  in  allen  übrigen  Punkten  der  Fläche  91  den 
Werth  0  haben. 

Eine  auf  91  reguläre  Function  von  e  ist  aber  [Satz  pg.  122] 
noihwendiger  Weise  eine  algebraische  Function  von  0.  Aus  dem  vor- 
stehenden Satze  folgt  daher,  dass  die  Function  0(ier)  eine  algebraische 
ist.  In  der  That  werden  wir  weiterhin  diese  zwischen  0  und  g  vor- 
handene algebraische  Abhängigkeit,  wenigstens  in  speciellen  Fällen, 
wirklich  anzugeben  im  Stande  sein. 

§5. 

Beb  Hanptresnltat  der  bisherigen  Untenmohnngen. 

Die  Constanten  G^,  G^^  .  ,  .  Gp  können,  wie  sich  später  [vgl. 
(23.)  pg.  347J  zeigen  wird,  der  Art  fixirt  werden,  dass  die  Function 

F{z)  =  -^CwiW  -  (?„  w,W  -(?„...  wp(;?)  -  G,) 

identisch  «»  0  wird,  also  stets  verschwindet,  welche  Werthe  man  dem 
e  auch  zuertheilen  mag.  Eine  solche  scheinbare  Function  F{si)  sub- 
ordinirt  sich  offenbar  nicht  mehr  den  bisherigen  Betrachtungen, 
namentlich  z.  B.  auch  nicht  den  Sätzen  (8.)  und  (22.).  Und  dem- 
gemäss  haben  wir  diese  Sätze,  falls  sie  wirklich  correct  sein  sollen, 
mit  der  nothigen  Reserve  auszusprechen.  Wir  gelangen  so  (unter  An- 
wendung der  abgekürzten  Bezeichnungsweise)  zu'  folgendem  Theorem. 

Theorem.  —  Denkt  man  sich  p  Constanten  G^ ,  G^^  . .  .Gp  der 
Art  gewählt  j  dass  die  Function  * 

(A.)  Fi0)  =  ^(w,(^)  -  Ga) 

nicht  identisch  «»  0  ist,  so  wird  dieselbe  auf  der  gegebenen  Bie- 
mann' sehen  Kugdfläche  91,  abgesehen  von  den  Curven  bx,  eindeutig 
und  stetig,  in  jenen  Curven  aber  mit  fönenden  Quotienten  behaftet  sein: 

(B.)  ^^^    "'  F{q)        ^ 
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JDahei  hczeiclmni  l  und  q  injnul  zwei  am  Jinlien  und  rechten  Ufer  der 
Curve  hy  einander  (icfjennhrrlieyende  J^unlfr. 

Ferwr  wird  alsdann  diese  Fu)wiio)i  F{z)  auf  der  Fläche  91  im 
Ganzen  p  elementare  Nullpunkte:  rJ^,  i].,,  >  •  -  yjp  hesitzen.  Diese  XuU- 
punktf  sind  ihrer  Lage  naeh  unbekannt.  Jedach  weiss  man,  dass  zici- 
sehen  iltnen  und  den  gesehenen  Constanten  G^y  G.,,  .  ,  .  Gp  die  Rela- 
tionen stattfinde)): 

3Ian  uriss  hingegen  z.  JB.  nicht,  oh  diese  Nullpunkte  durch  die  vor- 
stehenden Relationen  (C.)  eindeutig  bestimmt  sind.  Mijglicher  ]Yei6e 
ccistiren  also,  ausser  diesen  Xullpu)di'ten ,  noch  irgend  welche  andere 
Funkte,  die  ehm falls  den  Belationen  (C.)  Genüge  leisten. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  die  in  v>'i(z),  w._,  (,:),  . .  .  \Vp(z)  eixthal- 
tenni  additiven  ('onstanttn  seien  in  solcher  Weise  fxirt  worden,  dass  lUf 
[in  (18.)  pg.  o'2>^  augegebeneu]  Constanten: 

entweder  geradezu  verschwinden ,  oder  wenigstens  deji  Formeln  ent- 
sprechen : 
(E.)  /C,       0,     (?  =  1,  2, .  .  .jx 

Das  vorstehende  Theorem  dürfte  als  das  Haiiptresultat  der  Artikel 
17 — *22  der  beriihmteü  Uiemann'schen  Abhandlung  zu  bezeichnen  sein.  Die 
genannten  Artikel  17-22  (Ges.  Werke  jtg.  120— 127)  bieten  dem  Verständ- 
niss  keine  erhebliche  ir^chwierigkeit  dar.  Alsdann  aber  tindet  beim  Ueber- 
gang  zu  den  folgenden  Artikeln  23,  24  etc.  ein  ph'itzlicher  Sprung  statt; 
wie  Jeder  b(»merkt  haben  wird,  der  dem  Studium  der  Riemann'schen  Ab- 
handlung mit  gebührender  i>()rgfalt  sich  hingegeben  hat. 

Jener  plötzliche  Sprung  würde  beseitigt,  und  eine  legitime  und  con- 
tinuirliche  .Schlussfolge  hergestellt  werden,  falls  es  nur  gelingen  wollte, 
zu  zeigen, 

dass  die  yunpunlfr  r^,  ,  r; , ,  .  .  .  /y  der  Function  F{z),  durch  pas- 
iS.)  sende  Wahl  der  Coustantm   Cr',,    6',,  .  .  .  Cr      in    beliebig  vorgeschrie- 

bene Lagen  hineingedrängt  iverdcn  können. 

VerSPicht  man  aber  diesen  noch  fehlenden  Satz  (S.)  zu  beweisen,  so 
wird  man   auf  mancherlei  Schwierigkeiten  stossen. 

So  z.  ß.  wird  bei  dem  Bew('ise,  den  ich  in  der  ersten  Auflage  dieses 
Werkes  [Leipzig,  bei  Teubner  18C)ü,  i)g.  484  —  486]  für  den  Satz  (S.)  xu 
geben  versucht  habe,  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Nullpunkte 
r/i ,  ??._,,  ■  '  r)  der  Function  F{z)  bei  einer  Aenderung  der  Constanten  (/, , 
Cfj,  .  .  .  (r  sich  immer  nur  stetig  verschieben  können.  Solches  aber  wirk- 
lich darzuthun,  dürfte  seine  Schwierii^^keit  haben,  namentlich  in  den  Fällen, 
wo   bei    einer  Aenderung  jener   Constauteu   die   Nullpunkte   tiieilweise  lur 
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Coincidens  kommen,  um  sodann  epäter,  bei  einer  weiteren  Aendernng  jener 
Constanten,  sich  wieder  Yon  einander  zu  trennen.  Und  derselben  Schwie- 
rigkeit begegnet  man  aach  dann^  wenn  man  den  Satz  (S.)  mittelst  der- 
jenigen Metboden,  zu  begrQnden  sucht,  welche  Biemann  selber  in  seiner 
Abhandlung  Aber  das  Verschwinden  der  Thetafonctionen  exponirt  hat 
[1866.  Ges.  Werke  pg.  198  etc.]. 

Aber  selbst  hiervon  abgesehen,  stellen  einer  einwnr&losen  Begründung 
des  Satzes  (S.)  noch  andere  Schwierigkeiten  sich  entgegen.  Nimmt  man 
nftmlich  an,  es  m  bereits  bewiesen,  dass  die  Nullpunkte,  bei  einer  Aen- 
dernng der  Constanten  G^^  6r,,  .  .  .  (r  ,  nur  in  stetiger  Weise  sich  yer- 
schieben*),  es  seien  also  die  Nullpunkte  der  Function 

(«•)  F(z)~»iw„{$)-G„) 

YOn  denen  der  Function 
^ß-)  F, {$)  -  *(w„(«)  -  [<?,  +  dG„]) 

nur  unendlich  wenig  verschieden,  und  es  seien  demgemftss  die  Nullpunkte 
der  erstem  Function  mit  171,17t,  .  •  •  i7p,  nnd  die  der  letztem  mit  ffi-^-drii, 
fit  -{-  dfi^,  ...  Vp'h  ^%  bezeichnet,  so  ergeben  sich  allerdings,  mittelst 
des  Theorems  (C),  die  Formeln: 

{i.)  Wa(Vi+dVr)  +  y'a(V,+dri,),    ,  +  w^{rj^+dfj^)  =  G^+dG„, 

tf  —  1,  2,  .  .  .p; 

woraus  durch  Snbtraction  folgt: 
U )  w^'  (ijj  dfii  +  W^'(J2,)  ijj,  .  .  .  -f  w^'  (Vp)äfip  ^dG^, 

a  -«  1,  2, .  .  .p, 
&Us  nftmlich  zur  Abkürzung 

dwAz) 

gesetzt  wird.  Da  aber  [wie  oben  hervorgehoben  voutde]  in  Fragt  steht, 
ob  die  Nullpunkte  von  F{e)  durch  die  Formeht  (C.)  eindeutig  bestimmt 
sindy  so  läberträgt  sich  dieser  Zweifel  offenbar  auch  auf  die  Formeln  (y.), 
(d.)  und  (c).  Es  steht  also  r.  B.  in  Frage  ^  ob  die  unendlich  kleinen  Zu- 
wüchse  drii,  di},,  .  .  .  dri^  durch  die  p  Gleichungen  (e.)  eindeutig  be- 
stimmt sind.    Und  um  diese  Frage  zu  erledigen,  würde  die  Determinante 

i 

"^pM    V(i7«)  •  ..  w^'(i7p 

zu  untersuchen  sein.  In  der  That  vrürden  jene  diJi,  di},,  .  .  .  drj  durch 
die  p  Oleichungen  (e.)  eindeutig  bestimmt  sein,  fidls  sich  nachweisen  Hesse, 
dass  diese  Determinante  stets  von  0  verschieden  ist.    Dies  aber  ist  weder 


*)  Auch  wird  solches  zu  beweisen  in  der  That  wohl  möglich  sein  mittelst 
der  von  mir  im  sechsten  Capitel  dieses  Werkes  angegebenen  neuen  Methoden. 
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beweisbar,  noch  überhaupt  richtig;  denn  die  Determinante  verschwindet 
z.  B. ,   wenn  zwei  der  Punkt«  i], ,  rj^^  •••'?.;  ™i^  einander  coincidireo. 

Hiermit  dürften  die  Schwierigkeiten,  welche  einem  befriedigenden 
Beweise  des  Satzes  (S.)  sich  entgegenstellen,  und  auf  welche,  meines  Wis- 
sens, bis  jetzt  von  keinem  Autor  näher  eingegangen  ist,  einigermassen  an- 
gedeutet sein. 

Nach  vielen  vergeblichen  Anstrengungen  zur  Ueberwindung  dieser 
Schwierigkeiten  habe  ich  mich  schliesslich  veranlasst  gefunden^  den  Satz 
(S.)  vorläufig  ganz  fallen  zu  lassen,  und  den  Uebergang  zu  den  Riemann- 
scheu  Artikeln  23,  24  etc.  auf  einem  aiulcrn  Wege  zu  versuchen.  Dieser 
Weg,  bei  welchem  der  Satz  (S.)  nicht  zu  Anfang,  sondern  erst  im  weite- 
nn  Yerlaxif  der  anzustellenden  Betrachtungen  zum  Beweise  gelangt*),  soll 
in  den  folgenden  Paragraphen  dargelegt  werden.  Dabei  sei  noch  bemerkt, 
dass  eine  vorläutige  Mittbeilung  über  den  hier  einzuschlagenden  Weg  Ton 
mir  bereits  erfolgt  ist  in  den  Berichten  der  Königl.  Säch».  Ges.  d.  Wisä. 
vom  10.  Decbr.  1883. 

§  6. 
Betrachtungen  für  den  speciellen  Fall  'p  =  3. 

Wir  setzen  p  =  l>,  verstellen  also  unter 

^{l'o)  (He  Function  ^{l\y  U^,  U^)* 

Uebrigens  werden  die  Resultate,  zu  denen  wir  für  p  =  3  gelangen, 
später  sofort  auf  den  Fall  eines  hcliebigcn  p  übertragbar  sein. 

Es  seien  irgend  drei  Constanten  yl^,  Ä^,  Ä.^  gegeben,  vofi  solcher 
(1.)  Beschaffenheit^  dass  ^(Ao).  nntliin  auvli  %•{ — A^)  von  Ntdl  rersdde- 
den  ist. 

Markirt  man  also  auf  SR  eiuen  festen  Punkt  x  in  willkürlicher 

Weise,  so  wird 

F(z)  =  '^(w^,:)  -  I w.(x)  +  Aa]) 

im  Punkte  z  =  x  den  von  Null  versehiede^i<m  Werth  ^{ — Aa)  an- 
nehmen, mithin  zur  Kategorie  derjenigen  Functionen  gehören,  die 
yiiclit  identiscli  2shJI  sind,  und  die  also  dem  Theorem  pg.  333  sich 
ohne  Weiteres  subordiniren.  Zufolge  dieses  Theorems  besitzt  daher 
F{z)  auf  5R  im  Ganzen  drei  elementare  Nullpunkte  i^,  t;',  ri\  die  zu 
den  \nF{z)  enthaltenen  Constanten  [\v.,(;<)  +  Aa]  in  der  Beziehung 
stehen: 

somit  ergiebt  sich  der  Satz: 


*)   Es   ergiebt  sich   uämlich   dio   Richtigkeit   des    Satzes   (S.)  mittelst  des 
Theorems  ('22.),  pg.  347. 
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lEfdspredken  dreiConstanten  A^,A2,Ä^  der  Bedingung*^)  ^(Aa)^=^0^ 
oder,  was  dasseWe^  der  Bedingung  &•( — ^<,)=j=0,  so  können  dieselben 
stets  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

(2.)  Aa—-  —  Wa(x)  +  Wa(l?)  +  Wa(l?')  +  ^aWlf 

tf«  1,2,3, 

wo  von  den  vier  Punkten  x  und  rj,  k\\  tj"  der  erste  ad  libitum  zu 
wählen  ist. 

Es  seien  jetzt  B^y  B^,  B^  und  0^,0^,  Q  beliebig  gegebene  Con- 
stanten.  Welche  Werthe  dieselben  auch  haben  mögen,  stets  werden 
die  Ausdrücke 

^(Ba  +  Z)      und      ^(Ba  +  Ca  +  Z) 

durch  Vergrosserung  Ton  Z  beliebig  gross  gemacht  werden  können, 
wie  solches  aus  der  Natur  der  Function  d*  unmittelbar  folgt  Denkt 
man  sich  nun  dieses  Z  so  gross  gemacht,  dass  beide  Ausdrücke 
=^0  sind,  so  ist  [zufolge  des  Satzes  (2.)]: 


Bc  +  Z—Wa  (ji)  +  Wa(lj')  +  ^oin")  —  Wö(x),    * 

und  ebenso: 

Ba+Co  +  Z—  Wa(H)  +  Wa(H')  +  W,(H")  -  Wa(K), 

wo  iy,  1}',  fj",  X  und  H,  H',  H",  K  passend  zu  wählende  Punkte  vor- 
stellen.    Aus  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  durch   Subtraction: 


Ca 


[w,(H)  +  w,(H')  +  w.  (H")  +  w,  (x)] 

-  [W.  (n)  +  Wa  in)  +  ^cW)  +  Wa  (K)J, 


so  dass  man  also,  unter  nachträglicher  Abänderung  der  Buchstaben, 
zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Drei  ganz  beliebig  g€gd)ene  Constanten  C^,  Cg,  C^  sind  stets  in 
folgender  Form  darstellbar: 


(3.)  Ca  -^ 


[Wa(c)   +  W,(C')   +  Wa(c")  +  W.  (C^J 

~  [w.(d)  +  wa(d')  +  w.(rr)  +  M^r')\ 

6=  1,2,3, 


wo  c,  c\  c" y  e"  und  d,  d',  d'\  d'"  passend  zu  wälUende  PunJcte  vor- 
stellen. 


*)  Ebenso  wie  das  Zeichen  — ^  zur  Bezeichnung  der  Gleichheit  dient,  ebenso 
soll  andererseits  das  Zeichen  =<=  zur  Bezeichnung  der  Ungleichheit  dienen. 
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§  7. 

Fortsetzung  der  den  speciellen  Fall  p  =  3  betreffenden 

Betrachtungen.   . 

Wir   wollen    jetzt   insbesondere   solche   Constanten  A^^  A,,  A^. 
untersuchen,  die  der  Bedinjjrun«? 

(^1.)  ^{Ao)  ==  '^1  -  Aa)  =  Null 

entsprecluMi.     Dabei    sind    mehrere   Fälle   zu  unterscheiden,  je  nach 
der  Beschaffenheit  der  mit  yl,,  yl^,,  yl.>  behafteten  Ausdrücke: 

0,,  --  i>(w4'n  +  w,.K,V..  -f  \Vo{rn)  ■  -  w,.  ( j')  —  w,/^,)...  — w„(7'„)  -.1,.), 


hier  st)llen  r,    r, ,    r.,  .  .  .  r„,  .  .  .  und  y^  y^,  5\, ,  .  .  .  ^„,  .  .  .  irgend 

weU'he  Punkte  auf  diu*   l'^läehe  9i    vorstellen,   die   auf  dieser  Fläche 

b«diel)iLjj  verschiebbar  siiul. 

Was  zuvürdtrst  den  Ausdruck  0  betrifft,  so  wird  enUvcdn  irgend 

ein  Laü'cnsN  steui  der  beidtni  Tunkte  i\  y  existiren,  für  welches  <t>=j=^^ 

ist.     {){hy  (ihrr  es  wird  (p  stets  =0  sein,  welche  Lagen  man  jenen 

lieiden    Punkten    auch    zuertlieilen  mas^.     In   solcher  Weise  ergeben 

sich  zwei   llau|>tt'illlt\  die  an^edtutot  werden  können  durch  die  For- 

nudn: 

1.    0=4=0, 


CO 

11.    0  stets  =  0. 

her  l(f.:ft  Tall  kann  von  Xcut^ni  in  zwei  Falle  zerlegt  werden,  je 
nach  der  HcsrhatitMilicit  des  Ausdruckes  O^ .  Entnrdcr  wird  nanj- 
lii'h  irii'cutl  ein  LaL::ensy^teul  der  vier  Funkte  r.  c, ,  y,  y^  existiren, 
tür  weh  lies  c^^  =J=  0  i>t.  ihiir  dl"  r  es  wird  O,  stet^  =  O  sein,  welche 
Fae-»^  man  jenen  vier  Funkten  auch  zuertlieilen  mag.  Demgemäss 
erLTebeu  sieh  iet/.t  im  (lan/en  drei  Fülle,  die  angedeutet  werden  kun- 
Uiui  durch   die   Formeln: 

i.  a>4=o. 

7^  11.    0^  stets  =  <>.      Ch.  =^0, 

111.    4^  stet^  -  -  ".      l^.  strls  =  0. 
Her  letzte   ihestT  Fülle    kann    >eir^.f:>eiis    von   Neuem    in  zwei  Ffdle 


{X-) 


I. 

<t)#=0, 

II. 

0  stets  s«  0, 

III. 

0  stets  —  0, 

IV. 

0  stets  =  0, 

V. 

0  stets  =  0, 
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zerlegt  werden ,  je  nach  der  Beschaffenheit  von  0^;  wodurch  sich 
alsdann  im  Ganzen  vier  Fälle  ergeben: 

I.  04=0, 

IL  0  stets  =  0,  01  4=0, 

III.  0  stets  =  0,  01  stets  =  0,    0^  =|=  0, 

IV.  0  stets  =  0,  01  stets  =  0,     0^  stets  =  0. 

Zerlegt  man  jetzt  den  letzten  Fall  von  Neuem  in  zwei  Fälle^  je 
nach  der  Beschaffenheit  von  03,  so  erhält  man  im  Ganzen  fünf 
Fälle: 


01=4=0, 

l!^)      IlL    0  stets  =  0,     01  stets  =  0,  0,  =|=  0, 

0^  stets  =  0,  0SJ  stets  «0,     0s  =+=  0, 

0,  stets  =  0,  02  stets  =  0,    0,  stets  =  0. 

All  diese  Formeln  (6.),  (7.),  (8.),  (9.)  sind  nar  andtutender  Katar, 
und,  ohne  grosse  Weitläufigkeit,  wohl  auch  schwerlich  präciscr  ausdrück- 
bar. Es  ist  eben  im  Ged&chtniss  ea  behalten,  dass  s.  B.  durch  „<t>it|=o*' 
angedeutet  sein  soll,  es  ezistire  irgend  ein  Lagensystem  der  beiden  Paukte 
c,  y,  f&r  welches  O  nicht  verschwindet;  und  dass  andererseits  durch 
„<t>  stets  SB  0^*  angedeutet  werden  soll,  es  existire  kein  derartiges  Lagen- 
System  der  Punkte  0,7,  es  sei  vielmehr  O  stets  ■»  0,  welche  Lage  man 
den  beiden  Punkten  auch  suertheilen  mag.  Analoge  Bedeutungen  haben 
die  Formeln  „<l>i  ^^^l^^  0**  and  „<l>j  stete  =  0"  mit  Bezug  auf  die  vier  Punkte 
c,  C],  y,  Vf  —  U.  s.  w.  U.  8.  w.  Im  Folgenden  werden  übrigens  statt  der 
Buchstaben  c,  Ci , . . .  y,  y, , . . .  zuweilen  die  Buchstaben  ^,  ^j ,  . . .  t,  f, ,  . . . 
gebraucht  werden. 

Durch  die  Eintheilung  (6.)  sind  offenbar  alle  überhaupt  nur 
denkbaren  Fälle  erschöpft.  Gleiches  gilt  von  der  Eintheilung  (7.), 
ebenso  von  (8.)  und  von  (9.).  Wenn  wir  also  z.  B.  die  in  (9.)  an- 
gegebenen /un/*  Fälle  der  Reihe  nach  discutiren,  so  werden  wir  hier- 
mit alle  überhaupt  möglichen  Fälle  erschöpfen.  Dies  wollen  wir  in 
der  That  thun,  indem  wir  jene  fünf  Fälle  der  Reihe  nach  durch- 
mustern. 

I.  Fall.  —  Alsdann  sind,  nach  (9.);  zwei  Punkt»  Cj  y  angebbar, 
filr  welche  die  Formel  0=J=O,  d.  i.  die  Formel 

(  A.)  »  (Wa  (C)  -  Wa  (y)  -  Aa)  #=  0 

stattfindet.    Diese  beiden  Punkte  c,  y  wirklich  markirt  gedacht,  wird 
also  die  Function 

F(e)  =  »(M^)  —  wa(y)  -  Aa) 

22* 
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im  Punkte  z  =  c  nicht  rcrsclnvinden,  mithin  zur  Kategorie  derjenigen 
Functionen  geh()ren,  die  dem  Theorem  pg.  333  sich  subordiniren. 
Zufolge  dieses  Theorems  besitzt  daher  y{.:)  auf  SR  im  Ganzen  drei 
elementare  Nullpunkte.  Einer  derselben  liegt  in  y\  denn  im  z  =  y 
geht  F(z)  in  ^{—  A,)  über,  und  dieses  ^{ — Ao)  ist  =0  [zufolge 
der  Voraussetzung  (4.)]. 

Bezeichnet   man   die   beiden    übrigen  Nullpunkte  mit  >/  und  tj', 
so  finden,  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln  statt: 

woraus  folgt: 

(AA.)  ^^'~     Wo  (>;)  + w,,  (?;'). 

II.  Fall.   —    Alsdann  ist,  nach  (0.),  O  stets   =  0,  d.  i. 

und  gleichzeitig  sind  alsdann,  nach  (9.),  vier  Punkte  c,  r,,  y^  )\ 
angebbar,  für  welche  die  Formel  0^  =}=  0,  d.  i.  die  Formel 

(B'.)  '9'(w„uO  +  w,/ci)  —  w„i»  —  w^O'i)  —  A,)  =1=0 

stattfindet.  Diese  vier  Punkte  wirklich  markirt  gedacht,  hat  also 
die  Function 

im  Punkte  z  =  c  einen  yiirht  vrrsrIuvImJendm  Werth.  Sie  subordi- 
nirt  sich  also  dem  TJieorem  pg.  333,  und  besitzt  daher  auf  91  ini 
(ianzen  drei  elementare  Null])unkte,  von  denen  übrigens  zwei  sofort 
angebbar  sind,  nämlich  in  y  und  7,   liegen   [wie  aus  (B.)  folgt]. 

Bezeichnet  man  also  den  dritten  Nullpunkt  mit  iy,  so  werden  für 
y,  yi    und  )jj  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln  stattfinden: 

Wo(;0  +  w„(2^,)  +  ^^^.(^/)  -    —  ^v,.U'j)  +  yio{y)  +  y^n(yi)  +  A'n 

woraus  folgt: 
(HB.)  .4,.        Wo(^',)  +  wjr/). 

Erläuterung.  Wir  h;ib»^n  sot'ben  behauptet,  d;i«s  r/r«  Nullpunkte 
der  Function  /'(r)  unmittelbar  anj^t-bbar  seien,  nämlich  in  y  und  }'i  lie- 
gen. Diese  Bebauptunjj^  würde  bintallig  werdeu,  falls  y  und  y,  mitein- 
ander coincidiren  sollten;  so  dass  also  unsere  IJetrachtung  der  aVgememen 
Gülti«xk»ät  zu  ei»tbeluen  scheint. 

Nimmt   man  aber  an,   die  Präniis.^c  (B'.)   sei  erfüllt  für  zwei  init<?in 
ander  coineidirende  Punkte  y,  y, ,  es  sei  also  der  Ausdruck 

(a.)  ^  (w„  <c)  +  w^(r,)  -  2  w,.()')  ^  ^1„)  -i^  0, 

so  wird  der  Ausdruck 
(ß.)  ^  ( w,,  (c)  +  w,^  U-,  )  -  w,,(y)  -     w„  (y   +  dy)    —  A^;\ 
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von  jenem  Ausdracke  (a.)  nnr  unendlieh  wenig  verschieden^  mithin  eben- 
falls rj-  0  sein.  Dabei  ist  anter  (y  +  ^y)  ^^^  beliebiger  Nachbarpunkt 
von  y  zu  verstehen. 

Ist  also  die  Prämisse  (B'.)  für  zwei  miteinander  coinddirende  Punkte 
y,  yt  erfiUU,  so  werden  stets  zwei  nicht  coinddirende  Punkte  y,  y^  an- 
gebbar sein^  für  welche  sie  ebenfalls  erfüllt  ist.  Und  hieraus  folgt,  dass 
die  vorhin  angestellten  Ueberlegungen  ausnahmslos  gültig  sind. 

IIL  Fall.  —  Alsdann  ist,  nach  (9.),  0^  stets  *=  0,  d.  i. 
(C.j  d {wa(e)  +  Wo(iefi)  —  wait)  —  wa (f,)  —  Aa)  stets  =  O5 

and  gleichzeitig  sind  alsdann ,  nach  (9.),  sechs  Punkte  c,  q,  c^, 
y,  y^,  y^  angebbar^  für  welche  die  Formel  0,  =^0,  d.  i.  die  Formel 

'C'.)  ^  (Wa(c)  +  Wa(0  +  Wa(Cg)  —  w„(y)  —  Wa(yi)  —  Wa{y^)  —  Ao)  4=  0 

stattfindet  Dabei  können  die  drei  Punkte  y,yi,yf  als  von  einander 
verschieden  angesehen  werden  [zufolge  der  vorhergehenden  Erläu- 
terung]. 

Alsdann  aber  hat  die  Function 

F(;0r)  =  a-(Wa(^)  +  Wa(cJ  + W^(C,)  — Wa(y)  -  Wa(yi)-  ^o{y^)- A„) 

im  Punkte  xf  =  c  einen  nicht  verschwindenden  Werth  [wie  aus  (C) 
folgt].  Sie  subordinirt  sich  also  dem  Theorem  pg.  333,  und  besitzt 
daher  drei  elementare  Nullpunkte,  die  übrigens  sofort  angebbar  sind, 
nämlich  in  y,  y^,  y^  liegen  [wie  aus  (C.)  folgt]. 

Nach  dem  genannten  Theorem  finden  daher  die  Formeln  statt: 

wa(y)  H-  Wa(yO  +  waiyi)  =  • 

=  -  Wa(Ci)  —  Wa(c,)  +yfa(y)  +  Wo(y,)  +  Wa(y»)  +  Aa, 

woraus  folgt: 

(C  C.)  Aa  =  Wtf  (Cj)  +  Wa  (Cg) . 

IV.  Fall.  —  Alsdann  ist  nach  (9.);  <t>8  stets  =»0,  d.  i. 
(D.)  ^(      M')  +  M^^)  +  M^.)  \«tets  =  0; 

\—  Wa(S)  —  Wö(Si)  -    Wa(Si)  —  Aa) 

und  gleichzeitig  werden  alsdann,  nach  (9.),  acht  Punkte  c,  c^,  c,,  c^, 
7»  7x1  ytf  ?$  angebbar  sein,  fQr  welche  die  Formel  <t>,  ^=0,  d.  i. 
die  Formel 

^—  ^a{y)  —  Wa  (y,)  —  Wa  (y,)  —  WaCy,)  —  Aa/ 

stattfindet.  Dabei  können  die  vier  Punkte  y,  y^,  y^,  y^  stets  als 
van  einander  verschieden  angesehen  werden  [zufolge  der  Erläuterung 
auf  pg.  340]. 
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Alsdann  hat  die  Fnnction 

\—  Wo  (7)  —  Wo(7i)  —  ""^'oiTo)  —  w,,(^^3)  —  AJ 

im  Punkte  z  =  c  einen  nichtversclumidenden  Werth  [wie  aus  (D'.j 
folgt |.  Sie  subordinirt  sich  also  dem  Theorem  pg.  333,  und  besitzt 
daher  drei  elementare  Nullpunkte.  Üies  aber  steht  im  Widerspruch 
mit  der  Thatsache,  dass  die  Function  F(j:)  in  den  vier  Punkten  )\ 
Yi^  /'j;  V'i  ^'^^  ^\\^\  wird  [wie  solches  unmittelbar  aus  (D.)  sich  er- 
giebt].  Die  Annahme  dieses  IV.  Falles  führt  also  zu  einem  Wider- 
spruch.    Folglicli  ist  der  IV.  Fall  unnÜMjlich. 

V,  Fall.  —  Alsdann  ist,  nach  (9.),  ^3  stets  =  0,  d.  i. 

\~  Wo  (?)  —  Wo  (50  —  Wo  (?J  —  Wo  (S'j)  —  da- 
sind nun  7)\,  i?^,,  2)^  (viUkiirUch  gewählte  Constanten,  so  wird  man 
die  acht  Punkte  ^,  .:'j ,  .:'^>,  -t.j,  5,  f  1 ,  t>y  Sa   [zufolge   des  Satzes  (3.l| 
stets  so  placiren  kiHinen,  dass  sie,  in   Verbindung   xnit   den  gegebe- 
nen Constanten  A^,  ^L,,  J.^,  iXi^n  Formeln  entsprechen: 

Wo(^')   +   Wo(^i)   +   W„(^,)   +   Wo{z^) 

-     ^^^'(0     —     ^^^-CSl)     —     Wo  (So)     —     Wo  (£;,)! 

wodurch  die  Formel  (E.),  |vgl.  (25.),  (26.)  pg.  330J,  übergeht  in: 

d-iBa)  stets  =  0; 

was  nicht  ni'ö(fHch  ist,  w^eil  7)*i,  7i.,,  B^^  ganz  ivillkürlich  gewählte 
Constanten  vorstellen.  Der  V.  Fall  führt  also  zu  einem  V^  i^'^^' 
Spruch,  und  ist  daher  urtniöi/llcli. 

Von  den  fünf  Fällen,  die  auf<Jrund  unserer  Voraussetzung  i/^-'- 

discutirt  sind,  und  die  zusammengenommen  edle  überhaupt  defikboreii 

Fälle  erschöpfen,   haben  sich  also  die   beiden    letzten  als  unmögln^li 

herausgestellt,  während  die  drei  ersten  zu  den  Formeln  (AA.),  (B^-^ 

(CC.)  hinführten: 
(AA.j  Ao     -  Wo(v)  +  ^^.(ly'), 

iHB.)  Jo  ^     Wo(rj)+  Wo(^), 

(CC.)  Ao        Wo(ri)+  w  (c). 


Bo  +  A, 


Demgemäss  gelangt  nuin  zu  folgendem  vSatz: 
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Entsprechen  drei  Ccnstanten  A^,  A^^  A^  der  Bedingung  ^(A„)'=0, 
80  können  dieselben  stets  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

(10.)  Aa^^a(c)+Wa{c'),      (J  =  1,  2,  3, 

WO  c  und  c'  passend  zu  wählende  Punkte  vorstellen, 

§  8. 
Allgemeine  Sätse  über  die  ThetafanetioneD. 

Dass  die  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen 
Resultate  sofort  auf  den  Fall  eines  hdidngen  p  übertragbar  sind, 
unterliegt  keinem  Zweifel.  Man  gelangt  in  solcher  Weise,  von  (2.) 
und  (10.)  aus,  zu  folgenden  Sätzen: 

Erster  Satz«  —  Entsprechen  die  ConstatUen  A^,  A^,  .  ..Ap  der 
Bedingung 

•11.)  ^{Aa)^0, 

SO  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form: 

<y  =  1,  2, . .  .p; 

WO  von  den  Punkten  c,  c^  c^,  .  .  .  Cp  der  erste  ad  libitum  gewäklt 
werden  darf. 

Zweiter  Satz.  —  Entsprechen  die  Constanten  A^,  A^,  .  .  ,  Ap  der 

Bedingung 

(12.)  ^(J,)  =  0, 

so  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form: 

Aa  =  Wo(Ci)  +  WaCCg)  .  .  .  H-  Wa(Cp_i), 

<y—  1,2, ..  .p, 

wo  C],  Cg,  .  • .  Cp^t  passend  zu  wählende  Punkte  vorstellen. 

Wir  gehen  über  zur  Begründung  zweier  verwandter  Sätze.   Sind 

p  Constanten  A^,  A^^  .  .  .  Ap  beliebig  gegeben,  so  sind  nur  zwei 

Fälle  denkbar.    Entweder  nämlich  wird  die  mit  diesen  Constanten 

behaftete  Function 

F{z)  =  H^aiß)-Aa) 

identisch  Null  sein,  für  jedwedes  z.     Oder  sie  wird  nicht  identisch 
Null  sein. 

Ist,  um  mit  dem  letztern  Fall  zu  beginnen,  die  Function  F(z) 
nicht  identisch  Null,  so  wird  dieselbe  dem  Theorem  pg.  333  sich  sub- 
ordiniren,  mithin  im  Ganzen  p  elementare  Nullpunkte:  C|,  c,,  . . .  c^ 
besitzen,  welche  den  Formeln  entsprechen: 

(«0  -4a  =  Wa(cJ  +  Wff(Cg)  .  .  .  +  Wa(Cp). 
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Ist  andererseits  die  Function  F{ß!)  identisch  Null,  so  wird,  iails 
niiiu  unter  z^^  irgend  welche  feste  Lage  des  Punktes  z  verstellt,  stets 
die  (Jleichun*4  stattüiiden: 

uiithin  iiucli  die  Gleichung: 

Hieraus  aber  folgt  durch   Anwendung  des  Satzes  (12.): 

wo  6',,  6.,,  .  .  .  Cj,-i  })assend  zu  wählende  Punkte  vorstellen. 

Diese  Formeln  («.)  und  (/i.)  führen  respective  zu  folgenden 
beiden  Sätzen: 

Dritter  Satz.  —  Siml  die  Constmdcn  yl^,  A,^,  ...  Ap  von  soldin 
Beschaffenheit^  dass  die  Fiiuction 

nieht  identisch  Null  ist,  so  sind  dieselhm  stets  in  folgender  Form  dar- 
stellbar: 

Ao  --  Wo  (<■/,)  +  Wof^^)  .  . .  +  w„(r^,), 

Ö=  1,2,  ..  .jM, 

wo  6'i,  e^,  ...  Cj,  2Kissend  zu  wählende  Puulde  vorstellen. 

Vierter  Satz.  —  Sind  die  Co)istanten  A^,  A.^,  .  .  .  Aj,  von  sokher 
Besehaffhduitj  dass  die  Function 

(14.)  F{z)=^d'{yf.(:^)  —  A„) 

identisch  verschwundetj  für  jedwedes  z,  so  sind  dieselben  durch  die 
Formeln  ausdrürhbar : 

An  :^   Wn  Cr,).  +    W.>  (a/)  -   .  .   +    Wo(c^>), 

wo  einer  der  Funkte  Cj ,  e^j  .  .  .  t!;>  ad  libitum  gewählt  tverdcn  dar]]  ^ 

so  dass  also  unendlich  viele  diesen  p  Formeln  entsprechende  P^^^^'^^'  I 

Systeme  Cj ,  c, ,  ...  Cj,  existiren  werden.  ; 

Sind  also  z.   B.  irgend  welche   feste    i^mkte   a^,  a^,  .  .  .  ^i»  8^'  i 

geben,  von  solcher  r^age,  dass  die  Function  ( 

(15.)  F(z)  =  ^(wo(^-)  —  |wo(«i)  +  w„(a.)  .  .  .  +  w„(ß^,)J) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  ^,  so  wird  stets  ein  zweites  V^^ 
System  /3, ,  /!.,  .  .  .  ßi,  existiren,  welches  zu  jenem  ersten  a,,  a^j  -  •  •  ** 
in  der  Beziehunf^  steht: 

(U;.)     Wo(a, )   |-  w^;(«.) . . .  +  w\,(«^,)  -f  w^/jj  +  yfo{ß^) . . .  +  yf^Cßp^' 
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Dass  dieses  zweite  Punktsystem  so  gewählt  werden  kann,  dass  es 
von  dem  ersten  verschieden  ist,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Denn 
zufolge  des  letzten  Satzes  darf  einer  der  Pankte  ßi,  ß^,  -  .  .  ßp  ad 
libitum  gewählt  werden. 

Hieraus  aber  folgt  [unter  Anwendung  des  Satzes  (15.)  pg.  284] 
sofort,  dass  die  Determinante 

(17.)  A(a,,a2,  .  . .  «p) 

=»  0  isi  Setzt  man  also  nachträglich  c,,  c^,  , , .  Cp  für  a^,  a^, . . .  a>, 
HO  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Fünfter  Satz.  —  Sind  irgend  welche  festen  Punkte  c^,  Cg,  ..  .Cp 
gegd>eny  von  solcher  Lage,  dass  die  Function 

F{Z)  =  ^(Wa(Xf)  —  [Wa(c,)  +  W«((^)  .  .  .  +  Wa(Cp)]) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  e,  so  wird  die  Determinante 

il8.)  A(ci,C8,  ...Cp) 

nothwendig  «=*  0  sein. 

An  diesen  letzten  Satz  schliessen  sich  weitere  Ueberlegungen 
an.  Sind  nämlich  die  festen  Punkte  c^,  c^,  . .  .Cp  so  gewählt,  dass 
die  Determinante 

(A.)  A  (6*1,62,  ..  .Cp)=|=:0 

iät,  so  kann  die  Function 

B.)  F{0)  =  HM^)  -  [^a(cj  +  Wa(c^)  .  .  .  +  Wo(Cp)]) 

niemals  identisdi  verschwinden^  denn  sonst  müsste  [zufolge  des  vor- 
hergehenden Satzes]  A  (c^,  Cg, . . .  c^)  s=s  0  sein,  was  der  gegenwär- 
tigen Voraussetzung  (A.)  widerspricht.  Die  Function  F{z)  wird 
daher  dem  Theorem  pg.  333  sich  subordiniren,  mithin  p  elementare 
Nullpunkte  i}iy  i^s? «  *  *  %  besitzen,  welche  den  Formeln  entsprechen: 

Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  i^u  172;  •  •  *  ^i)  ™i^  ^u  ^y  . . .  e^  iden- 
tisch  sind.  Denn  wären  diese  Punktsysteme  von  einander  verschie- 
den, so  würde  aus  den  Formeln  (C),  [unter  Anwendung  des  Satzes  (15.) 
pg.  284],  folgen,  dass  A(C|,  o,)  •  •  •  ^p)  =»  0  sei,  was  der  gegenwär- 
tigen Voraussetzung  (A.)  widerspricht. 

Alles  zusammengefasst,  gelangen  wir  daher  zu  folgendem  ein- 
fachen und  wichtigen  Resultat: 

Sechster  Satz.  —  Sind  irgend  welche  festen  Punkte  C|,  c^,  .  . .  Cp 
gegAen,  von  solcher  Lage,  dass 

tlO.)  A(c^,c^, .  .  .  Cp)^0 

ist,  so  wird  die  Function 
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(20.)  I\z)  =  d-  (w.(^)  -  [^Vo{c,)  +  w„(c,)  ,  . .  +  w„(c;.)]) 

niemals  identisch  verschwinden.     Und  gleichzeitig  werden  alsdann 

die  p  NuUpunlde  dieser  Fnuction  durch  c, ,  Cg,  ...  Cp  dargestellt  sein. 

Entsprechen  also  c^y  6-g,  ...  Cp  der  Varaussetmng  (19.),  so  icird 

r.  7)\  d-  {—  [w,;(Ci)  +  Wo(^\>)  .  • .  +  Wo  (cy,_i)])  iwth wendig  =  0  », 

(21.)  #  (Wo(q)  +  Wo(c'.J  .  . .  +  Wo(6;;,-i)) 

ebenfalls  =  0  se/yi. 

§  9. 

Fortsetzung.     Aufstellung  zweier  sehr  allgemeiner  und  einfacher 

Theoreme. 

Bevor  wir  weiter   gehen,  sind  zuvörderst   die  schon  mehrfach 
discutirten  Determinanten  [vgl.  pg.  253  und  pg.  280]: 

I    w/(Cj)         W/(C2)   ...         W/(C^) 

W2'  (^i)    w.;  (C2) ...    w/  (cj,) 


(«.) 


jy  (^6'j ,  6^2 ,  .  .  .  C/)  j  — 


und 


(^.) 


A    (r'i  ;    C,,  ,    .     .     .    ('p)     ---= 


w/(^i)      w/(c2)...      w/(cp) 

i    Wi(c,)         Wj(c2)...         Wi(Cp) 
W.(Ci)  W2(C2)...         W2(Cp) 


yvp{cj     y^pie-ji) . . .     ^p\Pp) 
einer  weiteren    Untersuchung   zu    unterwerfen.     Da  Wa{z)  zur  Ab- 

kürzung    steht    tür       .       ,    so    wird   [vgl.  (f.)    pg.  280]    das  ^^[^') 

stets  identisch  mit  vv,/(r)  sein,  falls  nur  c  weder  einen  Windungs- 
punkfc  von  9t,  noch  auch  einen  der  in  SR  bei  z  =  00  liegenden 
Punkte  vorstellt.  Und  demgemäss  wird,  so  lange  die  p  Punkte 
t'i,  0^,  .  .  .  Cj,  dieser  Restriction  unterliegen,  auch  die  Gleichung  statt- 
Hnden : 
(;'. )  A  (r, ,  r., .  .  .  Cj.)  =  I)  (c'i ,  c^, .  .  .  Cp). 

Hieraus  aber  folgt,  dass  der  auf  j)g.  255  für  D  gefundene  c»atz 
ohne  AVeiteres  auf  die  Determinante  A  übertragbar  ist;  wodurcn 
mau  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

R(»pnisentirt  @  irgend  einen  Theil  der  Fläche  SR,  und  setz 
man  voraus,  dass  dieser  Flächentheil  S  frei  sei  von  den  Polen  ^^ 
Functionen 
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Wff'(^);     <y=  1,  2, .  ..p, 
ferner  frei  sei  von  den  Winduugspunkten  der  Fläche  91,  sowie  auch 
von  den  in  9i  bei  jer «»  oo  liegenden  Punkten,  so  sind  innerhalb  @ 
stets  p  Punkte  CiyC^j , .  ,Cp  angebbar,  f&r  welche 

ist.  Auch  wird  man  alsdann  auf  @  um  die  Punkte  c^,  c^;  •  •  •  ^p  (^I^ 
Centra)  Kreislinien  von  solcher  Kleinheit  beschreiben  können,  dass 
die  Determinante 

(f.)  A  (jBfi,  ifj, . . .  iSp)  stets  ^=  0 

bleibt,  welche  Bewegung  man  den  Punkten  JSi,^^,  > .  .0p  innerhalb 
jener  p  Kreislinien  auch  zuertheilen  mag. 

Denkt  man  sich  also  diese  Punkte  Cj,  (^,  . . .  Cp  nebst  ihren 
Kreislinien  wirklich  construirt,  so  gilt  für  alle  innerhalb  dieser 
Kreise  liegenden  Punkte  ZijB^y..,Zp  die  Formel  (c),  und  folglich, 
nach  Satz  (21.),  auch  die  Formel: 

(S.)  »  (Wa(^l)  +  Wtf(Äg)  . . .  +  Wa(v-i))  —  0. 

Die  hier  auftretende,  von  z^yg^^.,.  gp^i  abhängende  Function 

^  (Wa(i^,)  +  Wa(j?8)  . . .  H-  Wa(v-i)) 
ist  aber,  so  lange  diese  Variablen  innerhalb  Vlab  bleiben,  durchweg 
eindeutig  und  stetig.  Aus  ihrem  Nnllsein  innerhalb  jener  Kreise 
folgt  daher  [mittelst  des  Satzes  (1.)  pg.  101],  dass  sie  auf  9la6  M- 
enthalben  »»  0  ist,  mithin  auch  auf  91  selber.  Man  gelangt  somit 
zu  folgendem  einfachen  Satz: 
Theorem.  —  Der  Ausdruck: 

ist  stets  =»  0,  welche  Lage  man  den  p  —  1  Punkten  j?j,  ir^, . . .  Zp^i 
auf  der  Fläche  9i  auch  zuertheilen  mag.  Diesem  Theorem  kann 
sofort  folgender  Zusatz  beigefügt  werden: 

Zusate«  —  Markirt  man  auf  91  im  Ganzen  (p  —  2)  feste  Punkte 
e,,  Cg, . . .  ep^%  von  ganz  willkürlicher  Lage^  und  setzt  man 

(23.)  Go  =  —  [W«,(C,)  +  W<,(C2)  .  .  .  +  Wa(Cp_2)], 

SO  unrd  die  mit  diesen  Constanten  ü,,  6r,, . . .  G^  iehaftete  Function 

Fiz)  =  »iWa{z)^Ga) 

identisch  verschwinden,  nämlich  «»  0  sein,  welche  Lage  man  dem 
Punkte  z  auf  der  Fläche  9t  auch  zuertlmlen  mag.  Hiermit  aber 
iflt  die  zu  Anfang  des  fünften  Paragraphs  fpg*  333]  ausgesprochene 
Behauptung  als  richtig  constatirt 
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Ferner  gewährt  das  Theorem  (22.)  die  Mittel  zur  Vervollstäii- 
diguug  des  früheren  Theorems  pg.  333,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll. 

Es  seien  G^j  G.,,  ,  ,  .  (Jp  gegebene  Coustanten  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  die  Function 

^'^•)  F{z)=^{w,{z)-Ga) 

nicht  identisch  verschwindet.  Die  Function  F{z)  besitzt  alsdann, 
zufolge  des  Theorems  pg.  3,*),*),  j)  elementare  Nullpunkte  rj^,  ij., 
.  .  .  rjj,\  und  diese  genügen  den  Formeln: 

Leicht  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  ausser  diesen  Nullpunkten 
^/i?  V^j  *  '  •  ^p  ^^^^^^  weiteres  die  Formeln  (B.)  befriedigendes  Punkt- 
system Hl,  Hjj,  . .  .  Hy;  existiren  kann.  Denn  existirte  ein  solches, 
fänden  also  die  Formeln  statt: 

Go  -  -   Wa(HJ  '\-  Wa(K,)  .  . .  +  w«(Hp), 
so  würde  die  F'unction  1\£),  falls    man  diese  Werthe  der  Go  sub- 
stituirt,  die  Gestalt  annehmen  |vgl.  (33.)  pg.  331]: 

F{£)  =  E  .  %{y.^.{z)  -  I  w.(Hi)  +  w„(K,)  .  . .  +  Wo(H^)]), 
wo  E  einen  endlichen  und  nicht  verschwindenden  F^actor  vorstellt. 
Zufolge  des  Theorems  K^'^^l^  müsste  daher  F{ß)  z.  B.  verschwinden 
für  ^  =  H,,  ebenso  für  z  =  H^,,  u.  s.  f.  Dies  aber  widerspricht  der 
von  uns  in  ( A.)  gemachten  Voraussetzung,  dass  ¥{z^  nicJit  ident;;sci] 
verschwinden  solle.  Denn  zufolge  dieser  Voraussetzung  kann  Fi/h 
ausser  den  p  Nullpunkten  t^j,  >;.*,...'»?;;,  keine  weiteren  Nullpunkte 
besitzen  [Theorem  pg.  333].  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem 
Resultat: 

Theorem.  —  Sind  die  Constauten  6r,,  G'^,, . , ,  Gp  van  solder  Be- 
schafjhiheity  dass  die  Fundioii 

(24.)  F{z)=^^{y.'^^[z)  —  G..) 

nicht  identisch  verschwindet,  so  existirt  stets  ein,  und  immer  nur  eif^ 
einziges  den  Beding Hurjcn 

Gn        w.(r?,)  +  w„(7^,)  .  .  .  +  \yn(rjp) 

entsjnecheitdfs  Punldsgstem  ?/,,  ?;.,,  .  .  .  ijj,. 

Dieses  so  hebt  int  nde  FunJitsystem  repräsent  iri  die  p  NuUp^^^"'^^ 
der  Function  F(z\ 

Die  im  achten  Paragraph  erhaltenen  Resultate  lassen  sicn 
mittelst  der  Theoreme  (22.)  und  (24.)  wesentlich  erweitem  und  ver- 
vollständigen.     So  z.  B.  ergiebt  sich  der 
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Satz.  —  Entspred^en  irgend  welche  Constanten  A^^  A^j , , ,  Ap  der 
Bedingung: 

(25.)  •  ^  {Aa)  =  0, 

so  sind  dieselben  stets  in  der  Form  darstellbar: 

wo  c^yC^, ..  .Cp-i  passend  bu  wählende  Funkte  repräsentiren.  Und 
versteht  man,  umgekehrt^  unter  A^y  A^, . , .  Ap  irgend  welche  Grössen^ 
die  der  Darstellung  (26.)  fähig  sind,  so  werden  diesdben  stets  der  Be- 
dingung (25.)  Genüge  leisten.  In  der  That  ist  der  erste  Tbeil  dieses 
Satzes  nur  eine  Wiederholung  des  zweiten  Satzes  pg.  343;  während 
der  zweite  Theil  direct  aus  dem  Theorem  (22.)  sich  ergiebt 
Setzt  man  ferner 

(a.)  Äe  =  W«(Ci)  +  Wa(c,)  .  .  .  +  W„(Cp^i)y 

WO  c^yC^, » . .  Cp^i  willkürlich  gewiUUte  Punkte  vorstellen,  so  ist  nach 
dem  Theorem  (22.):  -Ö"  (-4a)  —  0,  mithin: 

d'  {—  Aa)  ebenfalls  =  0. 

Hieraus  aber  folgt,  mittelst  des  Satzes  (25.),  (26.),  dass  die 
üonstanten  ( —  A^),  ( —  Ai)^ . . .  ( —  Ap)  in  die  Form  versetzbar  sind: 

[ß,)  —  Aa-^-  Wa(di)  +  Wa(di)  .  .  .  +  Wa(rfj^l), 

WO  dl,  d^j . .  .  dp^i  passend  zu  wählende  Punkte  vorstellen;  so  dass 
man  also  schliesslich  durch  Addition  der  Formeln  (a.),  {ß,)  zu  fol- 
gendem Resultat  gelangt: 

Satz.  —  Sind  (p  —  1)  Punkte  c^,  c^,  . . .  c^— i  beliebig  gegeben, 
so  werden  stets  (ja  —  l)  andere  Punkte  rf,,  d!j, . . .  dp—i  existircn,  die 
zu  jenen  in  der  Beziehung  stehen: 

[Wa(Cl)H-Wa(C8)...  +  Wa(c^i)]  +  [Wa(c?0  +  Wa(d2)--.+Wa(d^l)]^0, 

^-'•)  <f  =  1,  2,  ...jp. 

Es  sei  ferner  aj,  a«»  •  •  •  ^p  irgend  ein  Niveaupunktsystem  einer 
auf  9t  regulären  Function  p^',  Ordnung  f(z),  und  /3|  ein  auf  9%  will- 
kürlich markirter  Punkt.  Alsdann  werden  stets  (p  —  1)  andere 
Punkte  ßi,  ßt}'  "  ßp  existiren,  welche  mit  ß^  zusammengenommen 
ein  zweites  Niveaupunktsystem  von  f{z)  repräsentiren;  so  dass  also 
[zufolge  des  Theorems  (A.)  pg.  277]  die  Relationen  stattfinden: 

Ji'Vo(A)  -  w„  («,)]-  0, 
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d.  i.  die  Relationen: 

5=1,2,...]). 

Hieraus  aber  folgt  mittelst  dos  Theorems  (22.)  sofort: 

Beachtet  man  also,  dass  /i,  irillhiirlich  markirt  wurde,  so  }:?elaiii^t 
man  zu  folgendem 

Satz.  —  Rrpräsnüiren  ß^,  c^,,  .  .  .  «;,  irgend  ein  Niveaupunht- 
sj/sfem  einer  anf  9}  regulären  Fnneiinn  p^^^  Ordnung^  so  icird  du 
Fnnetion 

(28.)  F{z)  =  .J  (w„(£)  -  |w„(r<:J  +  w.(a,)  .  .  .  +  w„(a^)l) 

idcntlseh  vrrseinvmdeii ^  näudirh  Xfdl  sein  für  jediredc  Loge  tks 
PunlU'S  z. 

\\\  analoger  Weise  ergiebt  sich,  wie  leicht  zu  übersehen,  für 
die  Kunetioneu  {p  -  1)*'"'^  Ordnung  ein  analoger  Satz,  nämlich  fol- 
gender 

Satz.  —  Hc.prdscntire))  a^,  rc^,,  .  .  .  «,,_,  ein  Nivcanptnddsysiem 
einer  (uif^X  regidiiren  Function  (p  -  -  l)'*'  Ordnung,  so  tvird  di/i Fundion 

r29.)     F(,:,  t)  ^  1^  (w„(-)  -  w./J)  -  I  w,.(«,)  +  w,.(«,)  .  .  .  -f  w.,(a,_i)l) 

identisch  verscltwindcn^  nändieh  Null  sein  für  jedwede  Lage  dei' 
beiden  Funkte  .:  und  ^. 

Desgleichen  ergiebt  sich  für  reguläre  Functionen  (j)  —  2)**"' 
Ordnung  folgender 

Satz.  —  Jicpriisentiren  «, ,  «^,,  ...  a^,.  .»  ein  Nlveaupunlisystem 
einer  au/  Üi  regulären  Funetiini  (p  —  2)^''^  Ordnung,  so  tcird  die  Fnndiim 

identisch  rerschwindoi ,  nändirJi  Kult  sein  für  jedwede  Lage  der 
Funkte  z,  £  und  ^j. 

U.  s.   w.    11.  s.  w. 

§  10. 

Vorläufige   Bemerkungen    über    das    Jacobi^sohe  Umkehrproblem. 

Auf  der  Fläche  9i  mögen  })  feste  Funkte  q,  c^,  . .  .  c^  und]) 
he  wegliehe    l*unkte    z^  z.^,   ...   .r^,    gedacht    werden.     Diese    letzteren 
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mögen  mit  den  camplexen  Variablen  U^^  U^^  , . .  Up  verbunden  sein 
durch  die  Gleichungen: 

p 
1.)  /^W^  +  /dW2  .  .  .  +  /dWjj  =   üg, 


e 
1» 


P 


fdwp  +  Jdwp  . . .  +  J*^^/>  *=•  f^i 


e 
P 


und  zwar  sollen  in  diesen  Formeln  je  p  ubereinandersteliende  In- 
tegrale ein  und  dieselbe  Integrationscurve  besitzen;  so  dass  also  im 
Ganzen  nur  p  Integrationscurven  sich  vorfinden;  die  erste  auf  belie- 
bigem Wege  gehend  von  c^  nach  z^^  ebenso  die  zweite  von  c^  nach 
r^,  n.  s.  f.;  endlich  die  letzte  von  Cp  nach  jSp.  Diese  p  Curven  sind, 
was  ihren  Verlauf  auf  der  gegebenen  Flache  91  betrifft,  völlig  ünll- 
kürlich  und  von  einander  unabhängig  zu  denken. 

Es  sötten  nun,  wenn  c^y  <^,  .  .  •  Cp  gegeben  sind,  die  variablen 
i2.)  Punkte  e^y  jPj,  ...  Zp  als  Functionen  der  variablen  Grössen  [7,,  U^, 
...  Up  dargesteüt  u^erden.  So  lautet  dfis  JacobVsche  ümkehrproblem. 
Man  kann  übrigens  dieses  Problem,  seiner  äusseren  Form  nach, 
mehrfach  ändern^  so  z.  B.  dadurch,  dass  man  statt  der  Integrale 
die  eindeutigen  w's  einfährt.  Für  die  Integrale  der  &^"  Vertikal- 
reihe gelten,  in  dieser  Beziehung,  die  Formeln: 

Jrfw,  =  w,(^0  ~  w,(c*)  +  J»f,<*)«i  +  N,m,,  +  N^m,, ...  +  Np^p^, 
•» 


wo  die  JlfW,  i\r<*>  unbekannte  ganze  Zahlen  sind,  deren  Weithe  von 
dem  Verlauf  der  Integrationscurre  Ci, . .  .tk  abhangen.  [Vgl.  (Y.), 
(Y,.)  pg.  293]. 
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Substituirt  mau  nun  die  Ausdrücke  (3.)  in  die  Formeln  (1.) 
des  Jacobi'.schen  Problems,  und  bedient  man  sich  dabei  zur  Ab- 
kürzung des  Zeichens      -  [vgl.  Q^O.)  pg.  330],  so  erhält  man: 

7)r/.s  Jaroh'Csche  V mlehrprohh m  hrsfeht  also  darin j  die  diesen  Formeln 
(4.)  entsprechenden  PanJde  .r^ ,  .:.,j  -  *  .  Zp  zu  ermitteln,  falls  die  rechtm 
Seiten  do'  Formeln  [  nämlich  Cj,  c^,,  ...  e^  und  U^y  lu,  ...  f>]  i/^'- 
(jehen  sind. 

Bezeichnet  man  daher  diese  gegebenen  rechten  Seiten  kurzweg 
mit  F|,  Fg,  ...  Vp,  so  kann  man  das  Problem  einfacher  so  aus- 
sprechen: 

Es  sollen,  falls  p  Grössen  T", ,  T^,  ...  V^  in  heliehiyer  IKn^ 
(feifehen  sind,  auf  der  Flüche  9i  p  l*tm/ctc  z^,  z^,  .  .  ,  Zy  tnniikli 
werden,  die  den  Formeln  entsprechen: 


Dass  ein  diesen  Anforderungen  entsprechendes  Puiiktsjstem 
j8r^,  ^2'  •••  ^y  ^tets  existirt,  folgt  unmittelbar  aus  dem  dritten  uud 
vierten  Sutz  pg.  344.  Zugleich  ergiebt  sich  dabei,  dass  je  nach  deu 
arnjenhl ich' liehen  Werthen  von  V^,  \\j  ...  Vp  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden sijid.  Denken  wir  uns  nämlich  (des  bequemeren  Aus- 
druckes willen)  die  augenblicklichen  Werthe  der  Variableu  Fj,  K, 
...  )],  fixirtj  die  Variablen  also  in  ein  System  von  Cofistwüen  ver- 
wandelt, so  werden  diese  Constanten   Fj,   Fo,  ...   Vp 

entireder  von  solcher  Bostliatfenheit  sein,  dass  die  Function 

/m»  =  -^(w.(^)-  f.) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  z.  Alsdann  existiren  nach  dem 
vierten  Satz  pg.  344  unoulUch  fiele  den  Formeln  (5.)  entsprechende 
Punktsysteme  ;?i,  z.,,  ...  Zj,,  der  Art,  dass  man  einen  dieser  Punkte 
'willkiirlieh  wählen  darf 

Oder  aber:  Jene  Constanten  }\,  F^,  .  . .  Vp  sind  von  solcher 
Peschalfenheit,  dass  die  Function  i'X-)  '^^^^'^d  identisch  verschwin(]^^ 
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Alsdann  existirt  nach  dem  Theorem  pg.  348  nur  ein  einsiges  den 
Formeln  (5.)  entsprechendes  Punktsystem  z^,z^, , .  .  Zp.  Auch  wird 
dieses  eine  System  alsdann^  zufolge  des  genannten  Theorems,  nichts 
anderes  sein,  als  das  Nullpunktsystem  der  Function  y(z). 

Dieser  zweite  Fall  ist  offenbar  der  im  Allgemeinen  stattfindende, 

und  der  erste  nur  ein  Ausnahmefall.    Denigemäss  kann  man  sagen: 

D(is  JacoMsche  Umkehrproblem   besteht   im   Allgemeinen    in   der 

iß,)  Auffindung  der  p  elementaren  Ntdlpunhte  der  mit  p  gegebenen  Con- 

stanten  F^,   Vg,  . . .   Vp  Miafteten  Function  %•  (yfa{^)  —  F,). 
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A^Lorz(3lnites  (Japitel. 
Die  Uiiikeliruiig  der  liy])erelliptiselicn  Integrale  erster  Gattung. 

Will  man  die  all<^einoiiie  Uiemanii'seho  Theorie  auf  das  Im- 
kehrj)vobi<'m  der  hyperrUipfi^rhcn  Integrale  anwenden,  so  handelt  es 
8i(  h  dabei  im  Wesentlichen  nur  um  die  wirkliche  Berechnung  der 
in  den  betreft'enden  Normalintet/ralen  vorhandenen  additiven  Con- 
stanten.  Diese  sind  im  Sinne  der  Iliemann'schen  Theorie  zu  fixireü, 
also  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die  betreffenden  A''s  [vgl.  den  Satz 
ptr.  .^2i)|  vcrscJnvinden. 

Eine  derartige  l^estimmun^'  der  in  Rede  stehenden  additiven 
Constanten  wurde  bereits  im  Jahre  18().*>  von  mir  aussjeführt  ), 
mittelst  einer  Methode,  die  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
von  Neuem  und  nudir  in  extenso  dargelegt  ist.  Auch  in  der  gegen- 
wärtigen zive'iten  Auflage  werde  ich  an  der  dort  getrebenen  Methode 
festhalten,  dieselbe  aber  wesenttieh  rereinfoehen'^'^). 


n  "o 


8  1. 

Die  hyperelliptischen  Integrale  erster  Gattung.     Die  betreffenden 

Normalintegrale. 

p]s  s(»i: 
(1.)  I\z)  =  {,:  —  //,)  (>  -  //,)  (;,:•  -  //;)  (.:  —  /^,)  .  .  .  {z  —  (7^+,) (-?  —  *;>+ 1)- 
wo  die  //,  //   beliebig  gegeln^ne   eoinplrue   Coustanten   vorstellen^  die 
jedoch  alle  von   (»inandcu*  versehieihn  sein  sollen;  ferner  sei: 

Diese  letztere  Function  ist  alsdann  [Salz  (13.)  pg.  83J  eindeutig 
ausbreitbar  auf  einer  zfve'ddiittr'Kien  Kienumnschen  Kugelfläche  % 
die    (2;^ +  2)    Windungspunkte   //j,  //,,  <;.,,  //.^,  ...  r/^-fi,  hpjf.\  und 

*)  ^^cMmann:  Die  ('mkchrtDHf  der  AhcV^chen   fnfrgrale,   Halle,  im  Verlag 
der  Buflihamllunt^'  dos   Waisoidia,uH»»s.      1S(;S. 

''^■■)  Man    liiidt't    die   dctinitive    P.ostiimnnnfr  jener   additiven   Conblanten  id 
(40. "i  pp:.  .S07.      Dieselben  sind  dort  mit  /^^*'  bezeichnet. 
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(p  +  1)  Uebergangslinien  gi^^,  g^h^,  . . .  gp^ihp^i  besitzt.  Auch 
ist  sie  auf  dieser  Fläche  9%  überall  stetige  bis  auf  zwei  bei  z  =  oo 
liegende  Pole.  Sie  ist  also  eine  auf  91  reguläre  Function.  [Vgl.  die 
Definition  pg.  117.]  Ueberdies  besitzt  sie  in  je  zwei  übereinan- 
(3.)  derliegenden  Punkten  der  Fläche  91  entgegengesetzte  Werthe  [vgl. 
pg.  80—84]. 

Bemerknng.  —  Sind  N  und  JV*  die  Grandzahlen  der  Fläche  9{  and 
der  zagehörigen  panktirten  Flüche  %  so  ist  nach  pg.  181  nnd  186: 

N=^^p  +  1     ond    N  =>  2p. 

Demgemäss  ist  [vgl.  pg.  186]  Si  (2p  -\-  lyfach  und  91  selber  2 p- fach 
zusammenhängend.  —  Die  Fläche  91  kann  dnrch  gewisse  Schnitte  a^,  2»^, 
c^,  Yon  denen  die  (dem  Fall  p  «»  3  entsprechende)  Figur  pg.  179  eine 
dentliche  Yorstellang  giebt,  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ver- 
wandelt werden.  Hinsichtlich  jener  Schnitte  mögen  die  Bezeichnungen 
^a*  ^b*  ^o*»  ^abc  ^^®  früher  festgesetzten  Bedeutungen  haben  [vgl.  die 
Bemerkung  pg.  185]. 

Da  nnn   s   eine   auf  91   reguläre    Function   Torstellt^   so   wird 
[Satz  pg.  113]  jeder  Ausdruck  von  der  Form 

(4.)  9  =  Ratf.  (s,  z) 

wiederum  eine   auf  9%  reguläre  Function  sein.     Alle  Integrale  von 
der  Form 

(^5.)  JV  dz  =  J*Ratf.  (s,  z)  •  dz 

sind  daher  uibersche   Integrale  [vgl.  die  Definition  pg.  198].     Und 
insbesondere  sind  die  Integrale  von  der  Form: 

(6.)  f-^'    «  =  1.2,3,. ..p, 

als  AbeVsche  Integrale  erster  Gattung  zu  bezeichnen  [vgl.  (g.)  pg.  209]. 
Definirt  man  also   Wq(z)  mittelst  der  Formel: 


«0 


(7.)  W',(r)=/'':^,    [fRa,],    8=1,2,3,...,,, 


80  wird  diese  Function  Wq(z)  [zufolge  des  Theorems  pg.  217]  auf 
der  Fläche  SR,  mit  Ausnahme  der  Curven  a^,  fc«  (x  =  1,2,  ...|>), 
eindeutig  und  stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen 
behaftet  sein.     Die  in  solcher  Weise  definirten  Functionen 

(8.)  W,{z\  U;W,  ...   W,{z) 

sind,  wie  man  leicht  übersieht,  linear  unabhängig,  nämlich  der  Art, 
daas  zwischen  ihnen  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coeffi- 

cienten  möglich  ist. 

23  ♦ 
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Kxistirte  nilnilich  eine  solche  lineare  Relation,  f;lnd»^  also  die  für 
r  identische  (Tleichunfj  statt: 

(«.)  (',    'I',  (-)    +    <':  li;  (--)    •    •    •    +    ^;,  T';,(^)    =    C, 

WO  die  ("ii  irgend  welclie  Constanten  sind,  so  musste,  wie  hieraus  dnrcb 
DilVercntiation  nnd  mit  Rücksicht  auf  (7.)  sich  ergiebt,  auch  folgende  iden- 
tisch«^ (ileichnnrr  stattfinden: 

iß.)  ^i -'-'-"  +  ''-""  + •••  +  'v'l'  =  o. 

s 

Hieraus  aher  würde  folgen,  da<9  C,  ,  C^,  Cj,,  .  .  .  C  siunintlich  =  0  sind. 
Uud  hior<lurch  würde  die  Formel  («.)  aufhören  eine  Relation  z\risclifn 
den    1}  "s  vorzustellen. 

Die  Aimahme  der  Existenz  einer  Relation  (a.)  führt  also  mit  Noth- 
wendigkeit  zu  drr  Folgerung,  dass  eine  solche  Relation  nicht  existirt 
Q.  e.  (L 

Da  nun  die  Intoi^^ralo  erster  Oaitunt^  W^(z),  WAß)y  ...  ir^^fr) 
von  einander  linear  nnabliäniL^ig  sind,  so  ist  [Satz  (IG.)  \).2Ah\je(hmh'S 
der  Fliiclie  3i  '/ugeliörige  Intei^ral  ersten*  (lattung  U'{z)  ausdrückbar 
durch  die  Formel: 

(D.)  iviß)  =  /^''^  +  ^''  '^^  W  +  /'''  n;(r)  .  .  .  +  /</')  Wjiz), 

wo    die   /'s   constante    Coefficienten    vorstellen.     Dieser    Darstellung 
sind  mithin  z.   1^.  auch  die  soo-oiiannteu  p  Nonnnlinteymle 

(10.)  w,  (z),  Wo(.^),  .  .  .  W;,(rj 

fähig;  so  dass  man  dif  Formeln   erhält: 

(11.)         w,(r)  =  /j'»  +  i,y^\\\{z)  +  /,/^)  wjz) . . .  +  /./^)w;(5), 

^  =  1,  2,  3, ...;). 

Bekanntlich  sind  [vgl.  den  Satz  (20.)  pg.  246]  die  /)  Normal- 
integrale völlig  l)estimint,  bis  auf  additive  Constauten.  Folglich 
..  sind  in  den  Formeln  (11.)  die  Coei'tieienten  U^\  lj'\  ...  IJ^^'^  völlig 
hestimmiy  die  /„'"'  hingegen  wiflkürlicli.  Ferner  ist  bekannt,  dass  die 
;>  Normalintegrale  von  einander  linear  unabhängig  sind  [Satz  (21.) 
]»g.  247 1.     Hieraus  folgt  sofort,  dass  die   Determinjinte 

(lll>.)  ^'  =     ."    .  ".     .     ."    . 

rou  0  rersclürdn)   ht. 

Man  kann  übrigens  die  Formeln  (11.)  mit  Rücksieht  auf  (J-) 
auch  so  schreiben: 
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(12.)  w„(«)  ==  /„w  +/(«»<•)  +  ?o«>«  +  lo^'^^i^  ...  +  lo^^^g"-')  ^/ ,    I9i«*j, 
oder  mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so: 

(13.)  ''•'(*)  ==^''"'+/~Jir'  ^'^^' 

wo  alsdann  ifa{^)  die  Bedeutung  hat: 

(13a)  M^)  =  ^«^'^  +  ^"^'^^  +  lo^'^^'  •  •  •  +  ^/''^'^^-^ 

Aus  (12.)^  (13.)  folgt  durch  Differentiation  nach  g: 

Markirt  man  daher  auf  91  irgend  welche  p  Punkte  ^i,  Cg, ,  .  .  Cp, 
so  erhalt  man  ftir  die  zugehörige  Determinante  D  (c^,  c^,  ...  Cp), 
pg.  253,  mit  Rücksichtnahme  auf  (Hb.)  den  Werth: 

X  C«    C|      •  •  •  ^1 

L 


(15.)  D{ci,c^,. .  .Cp)  =  - 


VfM  fM  . . .  f(c) 


L    Cd    C^      •    *    •   Ca 


X   Cp  Cp     •  •  •  i/p 


und  hieraus  folgt,  dass  diese  Determinante  nur  dann  verschwinden 
il5a.)A'a/tn,  wenn  zwei  der  Funkte  q,  c^,,,,Cp  mit   einander  zusammen- 
fallen, oder  aber  einer  von  ihnen  ins  Unendliche  rückt. 

Was  femer  die  aus  den  w<,(ci),  yia{c^}  •  . .  Wn(Cp)  zusammen- 
gesetzte Determinante  A  (ej^,  Cj, . . .  Cp\  pg.  280,  betrifft,  so  ergeben 
.  sich  für  yia(e)  verschiedene  Formeln,  je  nachdem  der  betrachtete 
Punkt  c  von  sämuitlichen  Punkten  gj,  hj,  oo  verschieden  ist,  oder 
aber  mit  einem  dieser  Punkte  coincidirt,  [vgl.  pg.  280].  Im  ersteren 
Fall  wird: 

w,(c)«w.(c)  =  ^^^^; 

während  andererseits  im  letztem  Fall  die  betreffenden  Formeln  fol- 
gendermasaen  lauten: 

'"^'^^'^VF^'  '"'^^'^^vF^'  ""("^^^i^"'"' 

wo  f\z)  für-~^   steht.     Dabei   gilt  in   der    letzten    Formel    das 

Zeichen  -f"  ^^^^  — }  j^  nachdem    man   von  den  beiden  auf  91  bei 
g  s=s  oo  übereinander  liegenden  Punkten   den  einen  oder  andern  in 
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Hotracht    zielit.    —    Aii^rosichts    dieser    Formeln    erkennt    man   nun 


I 


UJ.)  leicht,  (las.s  jene  Determinante  A(rj ,  Co,  .  .  .  c^,)  nur  dann  verschwin- 
den  hann,  wenn  zwei  der  Pnnkte  c, ,  c,  ...  Cp  miteinander  zusam- 
men lallen. 

Die  Werthe  der  Normalintegrale  erster  Gattung  in  den 

Windungspunkten. 

Wir  seiticken  unsern  Betrachtungen  zwei  leicht  zu  beweisende 
IliUlssjUzt»  voraus. 

Erster  Hülfssatz.  —  Shid  z  und  Z  itycnd  zivci  im  ohern  und 
(17.)  unlirn   Jylatte  (Irr   Fläche   3J    'nhcrclnanderlivijendc  Punkte,  so  gelten 
für  die  Nonualhdeffmb:  Wj(,:),  w^,(^),  .  .  .  w^Xz)  die  Formeln: 

w,/(.:)  +  Wö'(Z)  =  0,     0"  =  1,2,...^. 

Zweiter   Hülfssatz,  -  -  Construiri   man    in   der  Fläche  SR  cinni 

beide   Jilällev  duichdrinip ndcn^  dabei  aber  die  S(7'öme  ay.,  hx,  (x  =  \, 

(l'"^.!  1\  .  .  .  i))  rermeidenden  Se/iuilt,  und  bezeiehnet  man  die  am  Anfang  uml 

Emle  dieses  ,Srhrulls  äbeninauderHeijenden  Punkte  respective  mit  z^j  Z^ 

uml  ^o,  Z^,  so  (jeUen  die  Formeln: 

Wo^^rJ  +  w„(Z,)  -  -  w„UO  +  w„(Z^,),     (j  =  1 ,  2,  . .  .7). 

Beweis  des  ersten  Satzes.  -  -  Aus  (12.)  folgt  durch  Difleren- 
tiation  nach  z  sofort: 

Die  Function  s  hat  aber  |  vgl.  i'^.)\  in  je  zwei  übereinanderliegen- 
den Punkten  z,  Z  entifcgengesrtzle  Werthe^  während  der  in  der  eckigen 
Klammer  enthaltene  Ausdruck  in  beiden  Punkten  gleidie  Werthe 
besitzt.     Q,  c.  d. 

Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Der  im  zweiten  Satz  angegebene 
^Schnitt  liefert  zwei  in  den  beiden  Blilttern  übereinanderhegende 
und  die  Ströme  Uy^  by  [z  =  lj2,.../>)  vermeidende  Curven  c,  (\ 
von  denen  die  eine  die  l^mkte  z^  und  z.^y  die  andre  die  Punkte  Z, 
und  Z,  verbimlet.  Da  nun  Wniz)  auf  der  Fläche  SR,  mit  Ausnahme 
der  Ströme  (fy,  b^ix  =  1,2,..  ./»),  überall  eindeutig  und  stetig  ist, 
dies(.'  Eigenschalten  also  z.  13.  auch  längs  Cy  und  ebenso  längs  C 
besitzt,  so  ist: 


Wni.:..)  —  \y„(z^)  ^=  I  d\ynyz)=J  \\„\3)dz, 


[a.] 


\\n[Z.^  —  \yn{/^i)=J  d\\o{Z)=j  \\n{Z)dZ\ 
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(ß-) 


iyO 


dabei  sind  unter  s,  Z  irgeud  zwei  übereinanderliegende  Punkte  der 
Curven  c,  C  zu  verstehen,  und  die  Integrationen  hinerstreckt  zu 
denken  über  alle  Punkte  z  der  Curve  c,  respective  über  alle  Punkte 
Z  der  Curve  C.    Zufolge  des  schon  bewiesenen  Satzes  (17)  ist  aber: 

Somit  folgt  durch  Addition  der  beiden  Formeln  (a.): 

IM^s)  —  M^i)]  +  IM^^)  —  wa(^,)]  =  0.  -  Q.  e.  d. 

Wir  wollen  diese  Sätze  zanächst  in  Anwendung  bringen  auf  den 
specidUn  Fall  p  »  8,  also  auf  diejenige  Fläche  fH,  welche  der  schoD 
früher  [pg.  179]  entworfenen  Zeichnung: 


lA.) 


(B.) 


ftj 


Mi 


■■•■•■■lAiB^aaa 


\ 


entspricht.  In  dieser  Fläche  91  lässt  sich,  von  ^,  nach  A,  hin,  ein  beide 
Blätter  durchdringender  Schnitt  führen,  der  im  untern  Blatt  gar  keinen 
der  Ströme  a^,  6^,  und  im  ohern  Blatt  lediglich  den  Strom  a, ,  und  zwar 
von  Q  nach  1,  d.  h.  vom  rechten  zum  linken  Ufer  überschreitet.  Dieser 
Schnitt  ^, /i,  ist  in  der  nächstfolgenden  Zeichnung  durch  die  krumme 
Linie  g^alh^  angedeutet.  Die  beiden  Punkte  X  und  q  sind  also  durch  den 
Strom  a,  von  einander  getrennt,  während  die  darunter  liegenden  Punkte 
A  und  P  überhaupt  nicht  von  einander  getrennt  sind,  weder  durch  den 
Strom  a,,  noch  durch  irgend  einen  andern  der  Ströme  a^,  b^.  Demgemäss 
ist  also: 

hingegen:       w^(A)  —  w^(P), 


?>m 
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(C. 


u 


^>:) 


(y.) 


n\.) 


M 


wo  r/  j  Jie  in  (19.)  )»</.  240   festgesetzte    Bedeutung  hat.     Bringt   man  nun 
«Icn   Satz  ;18.)  auf  die    Sehnittstrecke  //j  9  in  Anwendung,   so  erhillt  man: 

oder,   weil  ^,    ein   WiiHUin«rspnnkt    ist,  mithin   g^     A  ^^^^ 

und  ^r'i   ci)i  und  dniscWen  Punkt  rcpräsentiren: 


'•::i^^ 


in  trleicher  Weise  lietVrt  der  Satz  (18.)  in  seiner  /^'     7 

Anwendung  auf  die  Sehnittstrecke  il//,  die  Formel:       L--''      yy 

w   (A)  4-  w  rA)  =  2w,(//,).  -^^         ^/ 


«< 


/ 


&, 


,)  +  w,/A)  =  2w„(//,) 

Ad^liit  min  aber  diese  beiden   Formeln  (C),  (D.),    so  folgt  mit   Rücksicht 

auf  (H.i: 

2fw,/7j^)  —  w,,'r7.j]  =  ^„,. 

Nun  lässt  sieh  weiter  in  der  Figur  (A.)  durch  beide  Blätter  der  Flache 
hindurch  ein  Schnitt  Ii^Xqq  X' (j.  führen,  welcher  im  obern  Bhitt  nur  die 
Ströme  ^,    und  h, ,  im  untern  Hlatt  aber  gar  keinen  » 

Strom  überschreitet;  wie  solches  in  beistellender 
Zeichnung  genauer  angegeben  ist.  Der  Satz  (18.) 
liefert  alsdann  für  die  drei  Schnitt-trecken  (li^  A), 
(()()'),  (X' (j.)  rrspective  die  Fornu'ln: 

2  w„  ■'//,)  =  w^^^A-  +  w^^/A), 

w,;(9:>  -I-  w,^  P,  -=  wJq'.  +  wJ^P'), 

w,,(^-')  +  w,/;a')  =  2  w,,  (</;). 

Addirt  man  aber  diese  drei  Formeln,  und  beacht«  t, 
da  SS  w^^  A)  =  w,^'P)  und  w^  (A')  ^=  w^^'.P')  ist,  so 
erhillt  man : 

=  |w,,a)  —  w,/'())J  —  \\y,/X')  -  w,^(9')l, 
d.  i.: 

wo  />,^,,   ?>,.,  die  in  {VJ.)  pg.  246  festgesetzte  Bedeutung  haben. 

In  ilhrjlicher  Weise  wie  die  beiden  Formeln  (E.)  und  (F.)  ergeben 
sieh,  auf  (»rund  der  Figur  (A.),  im  Ganzem  folgende  acht  Formeln,  näm- 
lich die  zu  (F.)  anah)gen  Formeln: 

r'-i|w,(//,)  -  w,(r/,)l  =  ^/„i, 

und  die  zu  (F.)  analogen  Formeln: 

(2[wjj/,)  -  w„(//,)i  =  ^2-  ^,p 

21  w   (r/..)  -      w   (7^)1  =  &,,..  —  !;„.,, 


Ä^ 
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(19.) 


Diese  beideu  für  den  Fall  p  »■  3  geltenden  FormelHjrsteme  (U),  (i.) 
sind  nun  sofort  auf  den  Fall  eines  beliebigen  p  übertragbar. 

Für  deu  Fall  eines  gan0  beliebigen  p  erhält  man  offenbar,  an 
Stelle  Ton  (H.),  das  System: 

2[Wa(Ai)  -  Waigi)]  =öal, 

2[Wa{h^)  —  y^aigt)]  =  üai, 

a 

2[wa(A^i)  —  Wafflp^i)]  =  a„p^i, 
2[wa(Aj,)  —  yfa(gp)]        =  aap, 

2[wa(Vf-i)  —  ^n{gp+i)]  =  —  {ooi  +  aa%  +  a„s  •  •  •  +  a„p)] 
und  andererseits,  an  Stelle  von  (L),  folgendes  Formelsystem: 

2  [wo  (^j)  —  w„(AJ]      =  bot  —  bot , 

2[Wa(<^8)  —   Wa  (*«).!        =  ^>3  —  608, 


(20.) 


2[Wtf((7H-i)  — Wa(/v)] 


6nn    


'rt/i 


«0 

=  b„i 


Oap — ly 
Oapj 

0. 


21.) 


Die  Addition  aller  Formeln  der  Systeme  (19.)  und  (20.)  giebt  die 
identische  Gleichung  0  =  0.  Demgemäss  repräsentiren  also  die 
(2jp  +  2)  Formeln  (19.)  und  (20.)  im  Ganzen  nur  {2p  +  1) 
Uleichangen.  Und  mittelst  dieser  (2p  -)-  1)  Gleichungen  kann  man  nun 
die  {2p  -|-  2)  unbekannten  Werthe 

Wa(Ä);      '^o{hj),     i=l,2,3,...(j)+  1), 

auf  einen  dieser  Werthe,  z.  B.  auf  ^a{gi)  reduciren.  Man  erhält 
in  solcher  Weise*): 

2wa(i7i)  =  2wa{gi)  +  [b„i  —  boi], 
2wa(<7,)  =  2wa{gi)  +  [boi  —  bot  +  a„i], 

2y^a(gz)  =  2Wa{gi)  ^  [bos  —  bat  +  »Ol  +  flfnS.l, 


2yra{gp)  =  2  Waf^i)  +  [bap  —  6al  +  «01  +  002 f"  Oop^i], 

2wa(flH-i)  ~  2wa(^,)  +  LO  —  boi  +  aai  +  apt h  <^op^i  +  aop], 


^  Die  erste  der  Formeln  (21.)  ist,  wie  man  siebt,  eine  identische,  und  nur 
der  Symmetrie  willen  zugefügt. 


O  1  •  o 
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•>»•; 


und  ferner: 


Ifnl    +   <'ol    +   ^/n:.'], 


2\S'n[hj.)    =    2\Vo{fJi)    +    Ka,;,    —    ^ol    +    «Ol    +    «o2    +    «rT3 ["  ^^1? 

2w..7/,,4i)  =  -^v„(//J  +  |0  -  />.i|. 

Br-aclitei  man,  dass  r/,,^,  je  nacluleni  (T,  x  gleich  oder  imgleich 
bind,  den  Werth  Itc  oder  0  besitzt  [vgl.  (10.)  j^g.  246J,  dass  mit- 
liin  die  Siinune 

jederzeit  =  in  ist,  so  reducirt  sieh  die  letzte  der  Formeln  (21.)  auf: 
'-•' )  2\yn(f/j>-^\)  =  2wo(fJi)  +  \i7t  —  hol]. 

Bildet  man  ferner  die  erste  der  Gleichungen  (21.)  für  ö=\,  'ü^* 
zweite  fiir  ö  =  2,  die  dritte  für  0  =  3  u.  s.  w.,  und  beachtet  man 
dabei  wiederum  die  eigenthümliehen  Werthe  der  ^ox,  so  erhält  luuu: 

2w,(r/,)  =  2w.(</0  +  [«'H  — ?>„1, 


2v\>(//^;)  =  2w^,(^7^)  +  [/v;.  —  bpi]] 
(h'm^emäss  gilt  also  ganz  allgemein   für  jedwedes  ö  die  Formel: 

( :i  I.)  2wo(//„)  =  2wo(//,)  +  [hnn  —  bni]. 

Kndlich  ergiebt  sieh  durch  Subtraetion  von  (23.)  und  (24.): 

2  |w..  (//,.)  —  Wo(//H-i)J  =  ''""  —  ^^• 
In  allen  diesen  Formeln  (10.),  (2().j,  (21.),  (22:),  (23.),  (24.),  (25.) 
repriisentirt  ö  eine  beliebige  Zalil  aus  der  Reihe   1,  2,  3,  .../>• 

Bostimmung   der   in   den  Normalintegralen    enthaltenen  additiven 

Constanten. 

hie  betraehieten  Integrale  w,(r),  w.(r),  ...  w^,(r)  sind  [vergi- 
illa.)|  vl)]lig  bestimmt  bis  auf  die  in  ihnen  noch  enthaltenen^'''' 
kühriieheii  additiven  t\)nstanten  //^'\,  A/"\  ...  //">.  Bevor  wir""" 
au  das  Vmkehrpyi)hh  m  iler  genannten  Integrale  näher  herautret^^ö« 
orsriieiut  es  zweckmässig,  zuvi^rderst  über  diese  additiven  Constanteö 
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der  Art  zu  verfQgeu,  wie  es  für  die  Anwendung  der  Tlielafunctionen 
geboten  ist. 

Versteht  man  unter  G^y  G^,  . . .  Gp  willkürlich  gegebene  Con- 
stanteu,  so  werden  bekanntlich  [Theorem  pg.  333]  die  Nullpunkte 
17,1  1},!  ...  12p  der  Function 

(26,)  F{js)  =  HM»)  —  Go) 

den  einfachen  Formeln  entsprechen: 

1 27.)  wa(i?i)  H-  wa(i?,) h  Wö(ijp)  —  Go,     <y  =  1,  2, . . .  p, 

falls  es  nur  gelingt,  jene  in  den  w's  enthaltenen  additiven  Con- 
stanten /i<*^>,  lj^\  . . .  Ip^^'^  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die  Congruenz- 
bedingungen  erfüllt  sind: 

,29.)  Ka , L^^y^  +  ^,J^^ _ rfw.jzzO, 

a  =  1,  2, . . ./). 

Dabei  dienen  die  Buchstaben  Ka  nur  als  Abbreviatur  zur  Bezeich- 
nung der  links  vom  Congruenzzeichen  (^  stehenden  Ausdrücke. 
Es  handelt  sich  zuvörderst  um  die  wirkliche  Bildung  der  Con- 
gruenzen  (28.),  d.  i.  um  die  wirklidie  Berechnung  der  Ausdrücke  K„. 
Die  in  (28.)  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  A  und  p  repräsen- 
tiren  irgend  zwei  zu  beiden  Ufern  des  Stromes  bx  einander  gegen- 
über liegende  Punkte.  Demgenuiss  ist  also:  \Va{^)  —  ^ft((f)  =  haxj 
oder  etwas  anders  geschrieben: 

ix.)  .w„(p)=  Wo(A)  —  bax. 

Diese  Formel  gilt  für  zwei  beliebige  zu  beiden  Ufern  von  b»  einan- 
der gegenüberliegende  Punkte  9,  A,  und  ist  also  [vgl.  die  Figur 
pg.  326]  z.  B.  auch  anwendbar  auf  die  Punkte  a«,  ßg]  wodurch 
sich  ergiebt: 

Dabei  repräsentiren  x  und  6  beliebige  Zahlen  aus  der  Reihe  ], 
2,  . . .  p.     Macht  man  insbesondere  x  =  0,  so  folgt: 

r^\  Wa(ao)  =  Wo  (/Ja)  —  b„„. 

Schreibt  man  jetzt  den  Ausdruck  Ka  von  Neuem  hin,  indem  man 
daselbst  für  Wa(p)  und  Wo(art)  die  Werthe  (x.)  und  (z.)  eintreten 
läset,  so  erhält  man: 

,29.)        K„  =  w„(^„)  -  '>-  +  "jC;'-  +  ;.  J^  [w„(A)  -  ~]'/w.). 
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Bfkaiiiitlich  ist  aber  |vgl,  (U.)  pg.  o24J: 

Jl  dwy.  =  —  7ti, 
Somit  folgt: 

wo  A>,  das  Integral  bezeichnet: 
• )  t  /  > 

Dabei  ist  es  einerlei,  ob  man  unter  dem  (hv^  das  Differential  rfw^'^) 
oder  das  Differential  r/w^(^)  versteht.  Denn  w^il)  und  Wx(q)  uuter- 
scheiden  sieh  längs  b^.  nur  durch  eine  additive  Constante;  so  daas 
also  jene  beiden  Dilferentiale  (/Icicluvvrthif/  sind.  Zur  Fixirung  der 
Vorstelhing  mag  gesetzt  werden: 

Um  nun  dieses  Ay,  zu  berechnen,  markiren  wir  innerhalb  ehr 
cinfaclf  ::HS(nnmrnhän<jC)i((cn  Fläche  9{,,/,c  einen  beliebigen  Punkt  ^^p  um! 
verstehen  unter  fi::)  das  von  z^^  ausgehende  und  in  seiner  BeweguiijL' 
auf  9i„/,c  beschränkte  Integral 

(A.)  fiz)  =  fwr>{z)  ^/w,(.-),     L5W.^.]. 

Die  so  delim'rte  Function  f{/)  ist  alsdann  [Satz  (8.)  pg.  197]  inuer- 
halb  3{„/„    überall  cindcutKj  und  stetig. 

Wir  wollen  jetzt  die  Werthe  dieser  Function  f^z)  in  den  Punktcu 
[/y:j  IfiTj  «x;  ßxf  J'x,  ^ y  betrachten,  dabei  aber  zur  augenblicklichen  Ab- 
kürzung diese  Punkte  schlechtweg  mit  r/,  h^  «,  ß^  y,  ö  bezeichnen 
[vgl.  die  folgende  Figur].  Das  Integral  A>r  (32.)  läuft  längs  des 
linken  Ufers  des  Stromes  by,  von  ß  nach  y,  besitzt  also  eine  von 
ß  nach  y  gehende  und  dabei  innerhalb  5R<,/,c  [oder  vielmehr  am  Rande 
von  ^„hr\  fortlaufende  Integrationscurve.     Demgemäss  ist 

(IJ.)  A,  = /W  -  A(/3), 

d.  i.  gleich  der  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  die  Function 
f(z)  in  y  und  ß  besitzt. 

Die  Punkte  a,  ß,  y^  d  liegen  im  obcrn  Blatt  der  Fläche  S*« 
Bezeichnet  man  die  darunter  liegenden  Punkte  des  untern  Bla^^^^ 
respective  mit  A,  B,  f,  A,  so  läsest  sich  offenbar  ein  beide  Blätt^jr 
der  Fläche  durchdringender  und  die  Ströme  a,,  a^,  ...  Oj,,  h^  ^^ 
. ,  .  ^/;,  <A,,  ('3^  ...  Cjj  vermeidender  Schnitt  ausführen,  welcher  ausgen^ 
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TOD  h  und  endigt  in  ^,  B.  Dieser  [in  beistehender  Figur  ange* 
gebene]  Schnitt  liefert  zwei  in  beiden  Blättern  übereinander  liegende 
Curven^  deren  übereinander  liegende  Punkte  mit  z,  Z  bezeichnet  sein 
mögen.    Alsdann  ist,  was  die  Function  f{z)^  (A.),  betrifft: 


({?>) 


-A/»)=AW'^w«(0),     \j^ 


h 


^r.) 


B 


/•(B)  -  m  =  /w.(Z)rfw.(Z),         ---U 


fD.) 


die  Integrationen  erstreckt  über  alle 
Punkte  z   der   chem   Curve   Ä  . . .  /J, 
respective   über   alle   Punkte  Z    der 
untern  Curve  h . .  .B,    Zufolge  des  Satzes  (18.)  gelten  aber  die  Re- 
lationen: 

Wa(xr)  +  Wa(Z)«2Wcr(A), 
W.(^)  +  Wx(Z)  — 2Wx(A). 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  kann  man  in  (C.)  den  Punkt  Z  elimi- 
niren,  und  erhält  alsdann: 

h 

m-'m  ^j[w„iz)  -  2w„(Ä)]  dwriz), 


und  hieraus  durch  Subtraction: 


w„(A)/d 


wr(e), 


oder,  was  dasselbe  ist: 
(F.)  m)  -  m  =  -  2  w„ (A)[w,  (Ä)  -  w,  iß)\. 

Ebenso  wie  diese  Formel  (F.)  erhalten  wurde  mittelst  eines 
von  h  nach  ß  laufenden  Schnittes,  in  ganz  ähnlicher  Weise  wird 
man  offienbar,  durch  Anwendung  eines  von  g  nach  y  laufenden 
Schnittes  [vgl.  die  Figur],  folgende  Formel  finden: 

(G.)  /-(y)  -  m  =  -  2 w„G,)[w.O/)  -  w,(y)]. 

Nun  ist  die  Function  f{z)f  wie  schon  bemerkt,  iunerhalb  der  Fläche 
Äa6c  überall  dndmtig  und  stetig^  mithin  f{B)  =  /'(f).     Subtrahirt 
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man  also  die  beiden  Formeln  (F.)  und  (G.)  von  einander,   so  (o]^i 
mit  Rücksicht  auf  (B.): 

(H.)    .         A.  =  2w,(//)[w.(/0  -  w,(/3)l  -  2w„(r/)[vv,(^)  ~  w,(y)]. 

Zu  berechnen  sind  die  in  (30.)  enthaltenen  Grössen  Aj,  A,, 
.  .  .  A^.  Es  ist  also  in  (II.)  unter  x  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  j) 
zu  verstehen.     Für  x  =  1,  2,  .  .  .  j)  ist  aber  nach  (19.): 

2  \\\,  (hy,)  —  2  W,,  (Cjy)  =  Gay  , 

mithin  z.   B.  auch: 

Diese  beiden  Kelationen  aber  können,  weil  wir  die  Punkte  g,, 
hyj  «x,  ßy,  T/j  <^/  kurzweg  mit  //,  A,  «,  ß,  y,  Ö  bezeichnet  habeu, 
auch  so  geschrieben  werden: 

2wo(/0  =  -  Woi//)  +  rw, 
^^•^  2wy(h)  =  2\Vyj(/)-{-7ci. 

Ueberdies  ist,  was  die  zu  beiden  Ufern  des  Stromes  a^  einander  gegen- 
überliegenden  Punkte  ßj  y   betrifft  [vgl.   die   vorhergehende  Figur] 

offenbar: 

(?;.)  ^v,(^)  =  \v,(ß)  —ni. 

Eliminirt  man  nun  mittelst  der  Relationen  (|.),  (i^.)  die  Punkte  h 
und  y  aus  dem  Ausdruck  (H.),  so  erhält  man: 

f2vv.,(V/)  +  aaA[\s,{g)  —  Wy(ß)  +  ^7ti] 

2  Wo  (//)  [  w,  ((j)  —  W;,  iß)  +  jii]      r 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(K.)  A^  =  r^,^[w;.(r/)  —  \Vy(ß)  +  l7ti\  —  7ciwa(g)y 

oder,  falls  man  jetzt  statt  //  und  ß  die  genaueren  Bezeichnungen  g/ 
und  ßy  eintreten  lässt: 

llii'raus  folgt,  falls  man  nach  x  summirt,  und  dabei  beachtet,  dass 
üoyj  je  nachdeui  (J,  x  gleich  oder  ungleich  sind,  den  Werth  ni  oder 
0  hat,  sofort: 

(M.)  -— A^  =  nl\\Vo((fo)  —  Wo(/i„)  +   \7li]    —  7ti^Wa(g,)' 

Substituirt    man   jetzt    endlich    diesen    Werth   in    (30.),  so  er- 
hält man: 


(J)  ^^  =    .  .    ., 


/  =  1 
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oder,  falls  man  für  Wo{ga)  den  aus  (25.)  sich  ergebenden  Werth 
substituiri: 

(34.)  Ka  «  Wa(i/p+i)  +  ^''iftax  -  Wa{g.)] , 

x  =  l 

oder,  mit  Einführung  des  Congruenzzeichens: 

..Sä)  Ka  =  Wa(gp+l)  —  ^    ^^aigx),      «J  =  1 ,  2,  .  .  .  J). 

Die  in  den  w's  enthaltenen  additiven  Constanten  sind  nun  aber 
[nach  (28.)]  der  Art  zu  fixiren,  dass  diese  Grössen  Ka  ^=^0  werden. 
Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

SatSL  —  Versteht  man  unter  G,,  G^^  . . .  Gp  tvillkürlich  gegebene 
Constanten,  so  werden  die  Nullfunkte  ri^y  ly^,  . .  .  ijj»  der  Function 

.  36.)  F  (z)  =  d  (Wa  (z)  —  Ga) 

den  einfachen  Formeln  entsprechen: 

l37.)  Wtf  (ij,)  +  Wa(lJ,)  .  .  .  +  Wa(l?p)  ~  Ga,      «J  =  1,  2,  .  .  .p, 

/iiKs  i»ian  nur  die  in  den  yf^s  enthaltenen  additiven  Constanten  in  sol- 
cher  Weise  sich  fixirt  denkt,  dass  die  Bedingungen: 

(38.)  Wa(gi)  +  ^aig^)  .  .  .  +  Wa(<7p)  -^  Wa(^p+i),      «J  =  1,  2,  .  .  .p 

erfüllt  sind. 

Bezeichnet  man  die  Formel  (13.)  kurzweg  mit 

(39.)  Wa{z)  =  U^^  +  Oaie), 

80  gehen  die  Bedingungen  (38.)  über  in: 

<y  =  1,  2, . .  .j); 

so  dass  also  diesen  Bedingungen  Genüge  geschehen  wird^  wenn  man 
den  additiven  Constanten  V^^  h^^\  •  •    ^p^"^  «'»e  Werthe  zuertheilt: 


(40 


.;       «a*  '  =  —     «  —  1  "     '         —  i ,  ^,  .  .  .  |}. 

§4. 

neber  Thetafonetionen,  deren  Argumente  hyperelllptisohe 

Integrale  erster  Ghtttong  sind. 

Sind  Gl,  ög,  . .  .Gp  beliebig  gegebene  Constanten,  utid  Jlfj,  Jtf,, 
Jlfp  beliebig  gegebene  ganze  Zahlen,  so  wird  der  Ausdruck: 
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(41.)  et)  =  <t>  (-) 


(42.) 


*(w„(--)-^;„-  .1/.."/) 


steL^  eine  auf^i  rrtjulärc  Fuurtiou,  mithin  eine  nlfjrbraische  Func- 
tion von  z  sein.  So  lautet  der  tVulier  in  (;)7 )  pg.  o.j^  gefundene  Satz. 
Wir  stellen  uns  liier  die  Aufj^abe,  diese  aljjcebraische  Abhändj'- 
keit  zwischen  O  und  z  wirklich  durch  eine  Formet  darzustellen.  Zu 
diesem  Zwecke  müssen  wir  zuvörderst  die  Nullpunkte  des  Zählers 
und  Nenners,  d.  i.  die  Nullpunkte  der  Functionen 

ermitteln.  Solches  aber  wird  sich  am  Einfachsten  bewerkstelHgon 
lassen,  wenn  wir  die»  (Jonstaiiten  (i  und  die  Zahlen  M  nicht  belie- 
bi<^  lassen,  sondern  auf  geeignete  Weise  festsetzen. 

Die    auf  SK    vorhandenen    Windungspunkte    bilden    zusammen- 
genommen {})  +  1)  Punktpaare: 

und  diese  Punktpaare  mögen,  in  irgend  welche  heliehige  Reihenfolge 
versetzt,  mit 

(«, «'),  iii,  n.  •••  0',  /),  {s,  8') 

bezeichnet  werden,  der  Art,  dass  etwa  (a,  «')  identisch  mit  igmJhfX 
ferner  (/i,  ß')  identisch  mit  (//„,  h„)  ist,  u.  s,  f.    Alsdann  ist  nach  (19.) 


W'aicc')   --    Vio((c)   =  Ao 


o    f 


nt 


w.,(/i')->v„(/i)  =  iy.,  V, 


w,.{y )  -  w,ar)  ==  ^>  „  , 

m 

\\\,(Ö')  —   W„  {6)   -=   Da    ^/, 

wo   yl,T,   i>,i,  .  .  .  (o,  /^(7   ^^»^^    Zahlen    vorstellen,    deren   Summe 

c=  0  ist: 

(42a.)  y|,.  +  J>\,  +  .  .  .  +  T',  -f  />,  =  0. 

Es  ist  nämlich  stets  eine  dieser  Zahlen  =  -[-  1,   eine  andere  =  —  1, 
während  alle  übrigen  =0  sind. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

wj«)  -j-  w„(/3)  . . .  +  ^y^iy)  ==  0„. 

^    '  '  wJfO   +  W,;(/j)  .  .  .  +  W„f^)  +  W.((Jj  =^.Ha, 
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80  wird  zufolge  (42.)  und  (42  a.): 


n% 


Wa(a')  +  Wa  (/»')  .  .  .  +  Wa(y')  =  öa  +  -Ma  ^  > 


2 


^**'*'^  Wo  (a')  +  w,  (^')  . . .  +  w.(y')  +  w.(*0  =  ^a, 

wo  Ma  eiue  gewisse  ganze  Zahl  vorstellt.  Die  durch  diese  Formeln 
(43.),  (44.)  bestimmten  Constanten  G,  M  sind  es  nun,  welche  wir  in 
den  Ausdruck  0  einsetzen  wollen.    Wir  erhalten  alsdann: 

r45  ^  d)  M  —  /^K(^)~[^a  («)  +  w,  (P)  .  .  ^  +^ wj;y)])\ 2 

^  .;  V  (z)  —  y^  ^^^^^j  _  ^^^-^ ,j_l_  ^^ (p'j  /. .  _|.  ^^  ^y')]^;  ; 

fiberdies  ist  [vgl.  (16.)  pg.  358] 
A(a,  /J,  . . .  y)  =4=  0,     und  ebenso  auch     A(a',  ^',  .  . .  y')  ^=  0. 

Somit  folgt  aus  dem  Satze  (20.)  pg.  346,  dass  die  in  (45.)  enthal- 
tenen Thetafunctionen  nicht  identisch  verschwinden,  und  dass  ihre 
elementaren  Nullpunkte  respective  in  Uy  ß,  . .  .y  und  in  a'y  ß'y  ...  y' 
gelegen  sind.  Demgeinäss  repräsentirt  also  ^{z)  eine  auf  9t  reguläre 
Function  2p*"  Ordnung,  welche  p  Nullpunkte  sfweüer  Ord..dng:  a,  ß, 
...  7^,  und  Aenso  auch  p  Pole  zweiter  Ordnung:  a',  ß',  ...  y'  besitzt. 
Genau  dasselbe  gilt  aber  auf  91  auch  von  der  Function 

wie  aus  dem  Satze  (27.)  pg.  115  sich  leicht  ergiebi  Hieraus  folgt 
weiter,  nach  Satz  (33.)  pg.  118,  dass  die  beiden  Functionen  ^{z) 
und  q>{z)  nur  durch  einen  constanten  Factor  verschieden  sein  können. 
Bezeichnet  man  diesen  mit  K,  so  ist  also:  ^{z)  =  K(p(z),  d.  i. 

U7  \  /^('^a  W  -  [w,  («)_+  w^  iß)  .  .  .  +  w^  (y)])>^«  _ir     r\ 

Es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  von  K.    Nun 
ist  nach  (43.),  (44.): 

Wa  («)   +  Wo  (/J)  .  .  .  +  Wa  (y)  =  Ha  —  Wo  (*), 

wa(a')  +  w„(/J') . . .  +  Wo(y)  =Ha-  w,(*'); 
wodurch  die  Formel  (47.)  übergeht  in: 

Hieraus  ergiebt  sich,  falls  man  den  variablen  Punkt  e  successive  iu 
d  und  in  8'  hineinfallen  lasst: 

Hau  mann,  A>berselie  Integrale.    S.  Anfl.  24 


fl70  Vierzehntes  Cu])itel. 

iiiul 


/»(w„(A)+w„(«-)-7/,)y' 


c 


und  hiorans  fol^rt   weiter  durch  Multiplicatiou: 

'^(•Jw  (d)  —  7/  )\-' 

Der   hier    auf   der    linken    Seifig   stehende   (Quotient    hat    aher,  weil 

[nach  (42.)  I 

2w.(d')  -  2\y.,{d)  =  IKni 

ist,  und  /)„  eine  ganze  Zahl  vorstellt,  uothwendiger  Weise  den  Werth 
1 ;  wie  solches  mittelst  des  Satzes  (27.)  pg.  330  sich  sofort  ergiebt. 
Somit  erhält  mau: 

(48.)  A'=  ^  , 

un<l  gelangt  also  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Bezeichnet  niayi  die  (;)  +  1)  l^aare  von  WindmigsimMen: 

in  ityend  einer  hei iehi(/en  lieilieif/olt/e  mit 

(«,  «'),     (ß,  ii'),     ...(^  y'),     iß,  <J'), 
und  i>etzt  man  zur  Ahhilrzumj: 

sr)  //«^/^^  jederzeit  die  für  z  identi^sehe  (Ueichunfi  statt: 

/)/>>r  (Ueichunij  repyä^entirt^  weit  die  mit  («,  «'),  (/j,  ß' )  etc.  ttczeidi- 
nete  An<trdnnn(i  drr  Piinlctpaare  i^tj^  h)  eine  lieJichiffc  ist,  im  Ganzni 
(p  +  0  Formeln. 

Portsetzung. 

Wir  wollen  die  Bezeichnungen  (a,  «'),  (/i,  /i'),  .  .  .  (y,  y'),  (^,  <'') 
genau  in  demselhen  Sinne,  wie  im  vorhergehenden  Paragraph,  bei- 
behalten, ausserdem  aber  auf  der  Fläche  9t  p  Punkte  markiren:  r,, 
z^,  *  . '  Zj,,  von  denen  der  erste  hew&jlich,  die  (p  —  1)  übrigen  aber 
fest  sein  sollen.     Der  Ausdruck: 

'^^     '^  \^(w,,(rj  +  w,(c,)  +  .  .  .  +  y^,{z^)  -  V^{6'))) 
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wird  alsdano,  weil  [nach  (42.)] 

w.(0-w,(*)  =  D.^/ 

and  Da  eine  ganze  Zahl  ist,  eine  auf  9{  reguläre  Function  von  z^ 
vorstellen;  wie  solches  ans  dem  Satee  (41.)  unmittelbar  folgt.  Nun 
kann  man,  nach  Satz  (27.)  pg.  349,  stets  (p  —  1)  Punkte  c^j,  C3, . . .  Cp 
sich  vorstellen,  die  zu  den  (p  —  1)  festen  Punkten  z^y  0^,  , . .  Zp  in 
der  Beziehung  stehen: 

Wa(^2)  +  •  •  •  +  yfo(Zp)  =  —  [Wa(Cäj)  +  .  .  .  +  ^a{Cp)], 

tf  *^  1,   ^,   •  .  .  Jp. 

Föhrt  man  aber  mittelst  dieser  Relationen,  statt  xr^,  ^^3,  . . .  5p,  diese 
neuen  Punkte  c^,  ^3,  . . .  Cp  in  den  Ausdruck  V  ein,  so  ergiebt  sich 
[ähnlich  wie  im  vorhergehenden  Paragraph],  dass  Y=  V(;efi)  eine  auf 
SR  reguläre  Function  2p^  Ordnung  ist,  welche  p  Nullpunkte  zwei- 
ter Ordnung:  ^2,03,...  Cp,  d,  und  ebenso  p  Pole  zweiter  Ordnung: 
c^jC^,  >  •  'Cp,  d'  besitzt*).  Die  mit  einander  coincidirenden  Nullpunkte 
und  Pole  zerstören  aber  einander;  so  dass  V  =  ^(^1)  5^*  schHess- 
lieh  cUs  eine  reguläre  Function  zweiter  Ordnung  herausstellt,  welche  in 
d  einen  Nullpunkt  zweiter  Ordnung^  andererseits  in  8'  einen  Pol  zwei- 
ter Ordnung  besitzt. 

Genau  dasselbe  gilt  aber  auf  91  auch  von  dem  Ausdruck 

(52.)  *  =  H^u  ^.,  ...^p)  =  (^^:zTH?r=^ÖT7r^dV 

vgl.  den  Satz  (27.)  pg.  115.  Die  beiden  Functionen  V  =^  V(^i)  und 
^  =  ^(i?,)  können  daher,  nach  Satz  (33.)  pg.  118,  nur  durch  einen 
consianien^  d.  i.  von  z^  unabhängigen  Factor  von  einander  verschie- 
den sein.     Es  ist  also  der  Quotient 

von  Zi  unabhängig.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  [auf  Grund  der  in 
Bezug  auf  Zi,  z^,  z^,  '»»Zp  vorhandenen  Symmetrie],  dass  derselbe 
auch  unabhängig  ist  von  z^y  z^,  .  .  .  Zp.  Man  erhält  also  die  For- 
mel: Y  =  iT*,  d.  i. 

*)  Voraasgesetzt,  dasa  von  den  beiden  im  Zähler  und  Nenner  von  ^(Zi) 
enthaltenen  Thetafnnctionen  keine  identisch  verschwindet.  Vgl.  die  Bemer- 
kung pg.  374. 

24* 
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wo  K  eine  Couslanfey  d.  i.  eine  von  z^,  ^.,, .  .  ,  2p  unabhängige  Grösse 
vorstellt. 

Es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  von  K.  Zu  die- 
sem Zweck  lassen  wir  in  der  Formel  (fK^.)  die  Punkte  z^^  z^,  ...r^ 
einmal  in  die  lesti*n  Punkte  a,  ji,  .  .  .  y^  das  andere  Mal  in  die 
Punkte  a',  ß\  .  .  .  y'  hineinfallen,  und   erhalten  so  die  Gleichungeu: 

/^(w,(«)  +  ^Jß)  •  ■  .  +  w,.(y)  -  w,(d^  ))y  _  . .     ,      .  . 

U(w„(a)  +  w,.((i)  .  .  .  +  wjy)  -  w,,^d'..)/  A  i^l^a,  p,  .  .  .  y), 

Gleichungen,   die   unter  Anwendung   der  Bezeichnungen  (43.),  (44.) 
sieh  auch  so  schreiben  lassen: 

/*w, --w„(A)-w„(d'))Y     „  ,  ,  .,       „ 
\  -  -9(11,;-  -iw^-^)  -  j  =  ^  ^<« ,  ^ ,  •  •  •  y  )• 

Hieraus  folgt  durch  Multiidication: 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Quotient  ist  aber  =  1  [vgl. 
die  analoge   Betrachtung  auf  |)g.  37()J.     Somit  erhält  man: 

\  ip{a,  /i,  ..  .y)  »/'(«',  ß\  ...y') 

und  trelantrt  daher  zu  fol<jendem   Hesultat: 

Satz.  —  Bezck'huct  man  die  {j)  +  1)  J*aarc  von  Wifuhingspinikieti 

/>?   irgend  einer  belieb  igen  lleihenfohje  mit 

imd  setzt  man  zur  Abkürzung 

50  ft'mZ  für  beliebig  rariirende  Lagen  der  IWnlie  z^,  z.j,   ..,  Zp  stets 
die  Formel  stattfinden: 

V'  V~I  >    "H    •  •   •   '*,J 
^^_  ____-v -     —  • 
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Und  ßicar  repräsefitirt  diese  Formel  im  Gänsen  (p  +  1)  Gleichungen^ 
tveü  die  mit  (a,  a)y  {ß,  ß')  etc.  bemchnete  Beihenfolge  der  Punktpaare 
(g^  h)  mehrfadi  geändert  werden  kann. 

§6. 

liösxing  des  Jaoobi'sohen  Umkehrproblems  für  die  hyper- 

elliptisohen  Integrale. 

Das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  besteht  [nach  (5.)  pg.  352] 
in  der  Ermittelung  desjenigen  Punktsystems  ^i^  ^2>  •  •  •  ^Pf  welches 
den  Formeln  entspricht: 

(56.)  Wa(-Cf,)  +  yrai^i)  .  .  .  +  Wa(^p)  =  F^,      (T  —  1,  2,  .  .  .p, 

wobei  Fj,  Fj, . . .  Tp  als  belid>ig  gegebene  Grössen  zu  betrachten  sind.' 
Oder  mit  andern  Worten:  Das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  be- 
steht in  der  Ermittelung  desjenigen  Punktsystems  g^,  is^,  .  ,  .  ßpy 
welches,  in  Verbindung  mit  irgend  welchen  ganzen  Zahlen  m,  n, 
den  Gleichungen  Genüge  leistet: 

(56a.)  Wa(i8ri)  +  WaC^^)  . . .  +  Wa  (iSTp)  =  Fe,  +  nia  ni  +  S^n^h^y 

6=  l,2,...l), 

die  Summation  ausgedehnt  gedacht  über  x  =  1,  2, . . .  j?. 

Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  dieser  Formeln  (56  a.)  für  den 
Augenblick  mit  Za^  so  ergeben  sich,  falls  man  Wa{ß)y  respective 
Wo(d')  auf  beiden  Seiten  subtrahirt,  die  Gleichungen: 

Za  —  Wa(*  )^[yo  —  Wa(*  )]  +  Wa«»  +  ^^n^hoy 
Za  -  Wa(*')  =  IVa  -  Wa(*')]  +  Wa«i  +  Äfl^^xo. 

Zufolge  des  Satzes  (28.)  pg.  330  ist  daher: 

die  Summation  ausgedehnt  gedacht  über  tf  «=  1,  2, . .  .p.  Der  hier 
auftretende  Exponentialfactor  hat  aber,  weil  nach  (42.) 

und  Do  eine  garn^  Zahl  ist,  den  Werth  +  1.     Somit  folgt: 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Quotient  ist  aber,  falls  man 
die  eigentlichen  Bedeutungen  der  Zo  im  Auge  behält,  nichts  Ande- 
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ivs,  als  (ItT  in  der  Kormel  (/")•">.)  enihaUeiiP  Quotient;  so  dass  mau 
also  jene  Formel  jetzt  auch  so  schreiben  kann: 

Tnd  diese  Formel  rei>räseutirt,  ebenso  wie  (55.),  im  Ganzen  (i>+l' 
(Gleichungen,  und  zwar  (ileichungen,  durch  weldie  die  (jemichU-n 
Pnnli'tr,  ,rp  ,:.,,  .  .  .  .r,,  in  unmittelbare  Beziehung  gesetzt  werden  zu 
<len  (/('fjcbcneii  (iriissru  Fj,  1\,,  ...  1^,.  Demgemäss  gelangt  man  zu 
folgendem   Kesultat: 

Lösung  des  Jacobi'schen  Problems.   —   Siml  Fj,  I^g,  . . .  F;,  /w- 
//r/y///  (/(ydtrnr  (ififssm^  loid  .sf/Koi  dir  doi   Formt  In 

(,5S.)  Wo  (-/)  +  w„  (.:. )  .  ,  .  +  w„  {:^)     _  \\, ,     <J  =  1 ,  2,  .  .  , ;; 

cnisprrrlirvdcn  Pf  od' fr  ,:^ ,  ^.,,  .  .  .  .:),  ennittrlt  ivcrdrn,  so  bezvichnc  man 
zuvörderst  die  (;>  +  1)   Voarr  von    Wuidnngspmiktcn 

m  in/rnd  welcher  he( lebi(/en   IteihcH/oh/e  md 

und  setze  zur  Ahhilrzuntj 

Alsdann  erf/iefd  sich  zur  Jk'stimnuiiH/  jener  Vunldc  z^,  z,,  .  .  .  Zp  die 
Formt  I: 

i  Ji'(«,  (^ y)  i/^;«',  f,...  y')         V^(>',,  -  w„(()'))/ 

Diese  Fftrmef  rejträseidirt ^  weil  die  mit  (a,  «')^  f/j,  /3'j  cte,  he- 
zrichtirte   J!rihen/'ol(/e   der   VHnJd}m(ire  (//,  li)    eine  beliebige  isty  im 
<     (ianzen  (p  +1)  (Urithumjen,  also  (jleichioigen,  die  mehr  als  hinrci- 
rhend  sind,  um  dir  vnheliCnvdcn  Patdde  z^,  z^y  •  » -  ^p  ^k  ermdkhu 

« 

Bemerkung.  —  Auf  [»g.  :{71  war  von  einer  gewissen  Fuuction  M'r=H'i*i) 
«lie  Hede.  Dabei  ist  dort  aus.^er  Acht  gelaasen,  dass  der  Zähler  dieser 
Function  niöf»li(her  \Veif?<3  identisch  verschwinden  kann,  ebenso  auch  ihr 
Nenner.  Die  hierdurch  in  den  Sätzen  p«^.  372  und  374  hervorgebrachte 
Unsicherheit  wird  indessen  beseitigt  werden  durch  den  Schluss  des  Dächst- 
folgenden  Capitel:?. 


Fünfzehntes  Capitel. 
Die  Umkehrnng  der  Abersehen  Integrale  erster  Gattang. 

Ich  werde  in  diesem  Capitel  mich  wesentlich  stützen  auf  das 
ausgezeichnete  Werk  von  Clebsch  und  Gordan  über  die  Theorie  der 
Abersehen  Integrale  (Leipzigs  1866),  daneben  aber  auch  auf  die 
diesem  Werke  sich  anschliessenden  Aufsätze  von  H.  Weber  im 
70.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  Seite  193  und  314. 

§  1. 

Darstellung  des  Quotienten  zweier  Thetafunotionen  durch 

Integrale  dritter  Gattung. 

Wir  kehren  zurück  zu  unsem  allgemeinen  Betrachtungen,  indem 
wir  wiederum  unter  91  eine  willkürlich  construirte  n- blättrige  Rie- 
mann'sche  Kugelflache,  ferner  unter  Wi(jsr),  Wg(jßr), ...  Wp(jE?)  die  derselben 
zugehörigen  AbeVschen  Normalintegrale  erster  Gattung  verstehen. 

Sind  tr,,  Gtjj,  .  .  .  Gp  und  ffj,  H^^  .  .  ,  Hp  beliebig  gegebene 
Constanten,  so  ist  der  Quotient 

wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll,  in  einfacher  Weise  ausdrück- 
bar durch  die  der  Flüche  9t  zuguhörigen  Integrale  dritter  Gattung. 
Um  näher  auf  die  Sache  einzugehen,  markire  man  auf  91 
irgend  welche  Punkte  c,,  Cg,  .  .  .  r^  und  d, ,  d^,  .  . .  dp,  jedoch  von 
solcher  Lage,  dass 

(1.)  A(Ci,r2,  ...Cp)=4=0     und     A(di,  (/,»,...  rfp)  =^=  0 

ist    Alsdann   sind   [Satz   (20.)  pg.  346]    Zühler  und   Nenner   des 
Bruches 

(2.)  ^  W  —  ^(w„(.)  -  [w^Cq)  +  w„(c,)  .  .  ;  +"w'jc^)l) 

wirkliche  Functionen  von  z^  d.  i.  Functionen,  die  nicht  identisch  ver- 
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schwinden.  Der  Nenner  besitzt  [zufolge  des  genannten  Satzes]  p 
elementare  Nullpunkte:  r^,  r>,  ...  Cp,  und  der  Zähler  ebenfalls  2?  ele- 
mentare Nullpunkte:  rfj,  d^j  .  .  .  dj,.  (Gleichzeitig  ergiebt  sich  [vgl. 
Theorem  pg.  338],  dass  F{/)  eine  auf  91^  reguläre  Function  is^  mit 
den  elementaren  Polen  r, ,  e.^, ,  .  .  c),  und  den  elementaren  Nullpunk- 
ten difd.^y  .  . .  dp,  und  dass  diese  Function  in  den  Curven  by,  (x  =  l, 
2,  ...i^)  folgende  Quotienten  besitzt: 

(Jenau  dasselbe  gilt  aber,  zufolge  des  Satzes  pg.  274,  auch  von 
d«T  Function 

Der  Quotient  ^^  ist  daher  auf  $R  allenthalben  tindetitig  und  5^?/?^, 

mithin  [Satz  pg.  118]  eine  Constnutc.  Bezeichnet  man  also  irgend 
zwei  Lagen  des  Punktes  z  respective  mit  ^^  und  Zy  so  ist: 

Fi/)  ^  F(-o) 
O  (r)         O  {:,) » 

d.  i. 

F(.)  ^   cD(c) 

also,  falls  man  für  0  seine  eigentliche  Bedeutung  substituirt: 

(4.)  /-''    =    If  C     ''^'  %'h^  ''\ 


Fi^o"^ 


/<  =  l 


Hiermit  ist  diese  Formel  (4.)  bewiesen  unter  den  in  (l.)  über 
die  Punkte  r,  d  gemachten  Voraussetzungen.  Versetzt  man  jetzt 
den  Punkt  c^  auf  der  Fläche  SR  in  willkürliche  Bewegung,  während 
alle  übrigen  Punkte  c,  (/  ihre  anfänglichen  Lagen  beibehalten  solleu, 
so  werden  jene  Voraussetzungen  (L)  beständig  erfüllt  bleiben,  ab- 
gesehen von  gewissen  einzelnen  Lagen  c*/,  c/',  f/",  .  .  .  des  Punk- 
tes r^.  Und  hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (4.),  abgesehen  Ton 
den  speciellen  Lagen  q',  q",  r/",  .  .  .  ,  gültig  ist  für  jedwede  Lage 
des  Punktes  Tj,  und  dass  sie  daher  [so  weit  ihre  beiden  Seiten  be- 
stimmte Worthe  behalten]  selbst  noch  gültig  bleibt  für  jene  spe- 
ciellen Lagen  r/,  r;/',  c/",  .  .  .  Analoges  ergiebt  sich,  wenn  man 
jetzt  zweitens  den  Punkt  c.^  in  Bewegung  versetzt.  U.  s.  f.  Die 
(rleichung  (4.)  ist  daher  [so  weit  ihre  beiden  Seiten  nicht  etwa  un- 
bestimmt werden]  allgemein  (jiUtifj  für  jedwede  Lage  der  2p  Punkte 
e,  d 
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Also  der  Satz:  Versteht  man  unter  F{ss)  den  Quotienten: 

^  ^»7/  die  Formel: 

(6.)  |:j)  =.  j7>V'^- V»(^.). 

I/itrf  jTu^r  wird  diese  Formel^  soweit  ihre  beiden  Seiten  überhaupt  be- 
stimmte Werthe  rq>räsentiren,  gültig  sein  für  ganz  beliebige  Lagen 
der  (2p  +  2)  Punkte  a^  z^  und  c^,  Cg,  .  . .  Cp,  dj,  d^,  . . .  dp. 

Diesen  einfachen  Satz  vorangeschickt,  gehen  wir  jetzt  über  zu 
unserm  eigentlichen  Gegenstande.  Es  sei  f(z)  irgend  welche  auf 
91  reguläre  Function  g*®'  Ordnung.  Ferner  seien  («j  ...  /Sj),  («^ . . .  /J^), 
(fff . . .  ßq)  irgend  welche  simultane  Bahnen  der  q  Niveaupunkte  von 
(7.)  f(z)]  und  zwar  mögen  diese  Bahnen  die  Cur?en  a«  nach  Belieben 
überschreiten  dürfen,  nicht  aber  die  Curven  b^.  Alsdann  gilt  nach 
dem  Abel'schen  Theorem  [vgl.  (20.)  pg.  303]  die  Formel: 

(8.)  SVc.(Ä)  -  m,,{aj)]  =  log  ^1  -  log  ^-||^-J , 

oder 9  was  dasselbe  ist,  die  Formel: 

wo  A  und  B  die  Werthe  von  f(z)  respective  in  cc^,  a^j  .  .  .  a,  und 
ßij  ßi,  •  '  '  ßq  vorstellen. 

Nimmt  man  nun  für  (c,  d)  der  Reihe  nach  beliebige  p  Punkt- 
paare (c^fdi),  {c^jd^),  '"(cp}dp),  und  multiplicirt  alle  so  sich  er- 
gebenden Formeln  (9.)  mit  einander,  so  erhält  man: 


m    &'|5fA'.<*'--.<v)=|;'((;«z|)(«=^)-) 


Die  linke  Seite  dieser  Formel  kann  aber,  nach  (6.),  auch   so  ge- 
schrieben werden: 

/-«  F(ßj) 
'10a.)  JJ  2^(-y, 

oder,  weil  F{z)  die  Function  (5.)  repräsentirt,  auch  so: 
(lOb.)  ff  (f^tw„(0;-7>„)\  /<Kw„(P,)-(7„U-M 

fJi  i\*(w,(«v)-i^„)A*(w„(«/-c„);  j' 
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wo  (\,  mid  J)n  lue  in  (:">.)  in  dun  eckigen  Klammern  enthaltenen 
Ausdrücke  vorstellen.  l>(Mn<j;einäss  gelangt  mau  also  zu  folgen- 
dem vSatz: 

Theorem.  —  Mdn  )n(uhirc  auf  ^H   injrnd  welcJic  Funkte  Cj,  c, 
.  .  .  Cj,^  (Jyj  (ijy  .  .  .  <Jj,,  iiiul  s('t.:c  ;jHr  AhkiiyzHn(j: 

^^  j  )  ('"  =-  ^v„  (r,)  +  w.,  (ä,)  .  .  .  +  Wo  (r,,) , 

/>,  —  Wo(V/i)  +  w„(fA,)  .  .  .  +  Wo(r//),     (J  =  1,2,...;). 

Versieh!  man  ahdanu  lotfcr  fix)  injeud  eine  auf  9{  rctfidärc  Function 
(/'"■  OrdnuiHf,  frrncr  nnitr  (a^  .  .  .  /j^),  («^  .  .  .  /l),  •  •  •  («7  •  .  •  ^7)  ir(Joid 
nrlc/tc  stwiiltanr  Jidlmru  der  q  Nivcaupunidc  von  f{z),  und  sdd 
man  roraaSy  dass  diese  Hahnen  wohl  dir  Cnrvcn  a^^  nicht  aher  dir 
(^uncn  h^  Hherselircilen,  so  fmdet  die  Formel  statt: 


Ihdni  tiexriehnen  A  and  B  die  Werthc  von  f{z)  in  w^,  «^,  ,  .  .  ßy 
n}ui  /ii,  /!,,  .  .  .  [ij. 

Wählt  man  .:.  J>,  für  «,,  r^^,,  .  . .  «,^  die  Pole  der  F'unction  f{:), 
so  aird  A  ^=  oc;  .so  dass  in  dieson  Fall  die  Formel  die  einfachere 
(i estalt  erhält: 

/(,:)  ist  eine  wdtkärlieh  zu  wählende,  auf  91  reguläre  Function. 
Man  kann  also   für  /'(.:)  z.  ß.  auch  .:  selber  nehmen: 

I)i('  Niveauj)unkte  von  /(:)  verwandeln  sich  alsdann  in  die  Niveau- 
j)unkt(j  vun  x,  d.  i.  in  diejenigen  Punkte,  in  denen  ^  einerlei  Wertli 
hat.  Mit  andern  Worten:  Die  in  iu'de  stehenden  Niveanpunkte  sind 
alsdann  dargestellt  durch  je  ;/  in  der  n-blättrigeu  Flüche  91  an  ein 
und  derselben  Stelle  übereinander  liegende  Punkte;  woraus  folgt, 
ihiss  die  Zahl  q  in  diesem  Fall   =  n  wird. 

(Gleichzeitig  erkennt  man,  dass  die  simultanen  Bahnen  der  in 
l\cdc  stehenden  n  Niveaupunkte  im  gegenwärtigen  Falle  durch  je  n 
in  den  //  ßlättern  der  Fläche  9i  i^enau  übereinander  liegende  Cur- 
veu  dargestellt  sind;  —  so  dass  also  der  vorhergehende  Satz  (12.) 
folji;(Mide  Gestalt  annimuit: 
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Specielleres  Tbeorem.  —  Sind  auf  der  Fläche  91  irgend  welche 
Punkte  Cj,  c,,  •  .  .  Cpy  d^,  rf^,  .  .  .  dp  markirt,  und  setzt  man: 

Ca  =  Wo(Cj)  +  Wö(ßj) }-  VTaiCp), 

Da  =  Wö(rf,)  +  WoCrfg) h  Wo(rfp);      <J  =  1,  2,  •  •  -p, 

50  gilt  die  Formel: 

2>aie»  sind  unter  A  wwd  B  beliebige  Constanten  zu  verstehen.  Femer 
repräsenüren  «j,  Cg,  ...  a«  rfie  in  der  Flädie  91  fcc*  jp  «»  A  überein- 
ander liegenden  Punkte^  und  ebenso  ß^,  ß^,  ...  ßn  die  bei  z  =  B  über- 
einander liegenden  Punkte. 

Dodi  dürfen  jene  beiden  Constanten  A,  B  nicht  ganz  ad  libitum 
gewählt  werden.  Vielmehr  müssen  die  beiden  Stelleti  jSf  =  A  und  j8?  =  B, 
'15.)  falls  die  Formel  (14.)  gültig  sein  soll,  der  Art  gewiüUt  werden,  dass 
man  von  jer  =  A  aus  nach  j?  »»  B  hin  einen  alle  n  Blätter  der  Flädie 
durchdringenden  Schnitt  zu  führen  im  Stande  ist,  welcher  keine  der 
Curven  bx  durchkreuzt. 

§2. 

Die  Lösung  des  Jaoobi^sohen  TTmkehrproblems. 

Das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  besteht  [vgl.  (5.)  pg.  352]  in 
der  Ermittelung  desjenigen  PuuktsysteDis  z^,  z^,  ,. .  Zp,  welches  den 
Formeln  entspricht: 

'l»>.)  Wc,(;»,)  +  Wo(-?2)..  .  +  Wo(jerp)-     Vo,     tf  =  1,  2, . .  .p, 

wobei  V^y  F,,  .  .  .  Vp  als  beliebige  Variabein  zu  betrachten  sind. 
Genauer  ausgedrückt  besteht  also  dieses  Problem  in  der  Ermitte* 
lung  desjenigen  Punktsystems  z^,  Z2,  .  -  >  Zp,  welches,  in  Verbindung 
mit  irgend  welchen  ganzen  Zahlen  m,  n,  den  p  Gleichungen  Ge- 
nüge leistet: 

1 16a.)  Wa(ifi)  +  Wo(if5,) h  w«(j8i,)  =  Va  +  m^ni  +  Z'^nx^x«; 

6    =     \y      2,       .     .     .     P. 

Um  dieses  Problem  zu  lösen,  bezeichne  man  die  linken  Seiten 
der  Formeln  (16.a)  zur  Abkürzung  mit  Za* 

(17.)  ^oiz^)  +  Wa(i?j) h  "^aiZp)   =   Z^. 

Femer  markire  man  auf  8)  p  feste  Punkte  c,,  c^,  . . .  Cp  von  ganz 
beliebiger  Lage,  und  setze: 
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(18.)  ^^0(^1 )  +  Wo(r'.) 1-  W„(C^;)  =  Co. 

Sodauu  bilde  man  irgend  eine  auf  SR  reguläre  Function  f{z) 
von  beliebiger,  etwa  7^^''  Ordnung,  und  construire  irgend  welche 
simultane  Bahnen  («j  , .  .  ß^),  («^  •  •  •  ß^>)j  •  . .  («7  ...  ß.j)  der  q  Niveau- 
jmnkte  von  /(/),  jedoch  in  solclier  Weise,  dass  diese  Bahnen  die 
Curven  hy,{K^=\,2y..}))  nirgends  übersehreiten,  und  bezeichne  end- 
lich die  Werthe  von  /*(^)  in  den  Anfangs-  und  Endpunkten  dieser 
Bahnen  respective  mit  A  und  B.  —  Alsdann  ist  zufolge  des  Theo- 
renies  (12.): 

7/  ( /A~-.)  -^>|  //'(--.)  -_^\-'  1  _ 

In  dieser  Formel  können  die  Zo  durch  die  Vo  ersetzt  werden.    Nacli 
(16,a)  und  (17.)  ist  nämlich: 

Zn  =    Vo   +  ^^^o^i  +   2J^7lyhxaf 

mithin: 

(vv'o(ft)  —  Zn)  =  (wof/3,)  —  F<,)  —  nioTci  —  U^tlybya, 

WO  die  wi,  n  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.     Somit  folgt  aus 
(28.)  pg.  330: 

( 20.)  ^[^  ( w^,  (a;)  -  Z,)         d  (w,.  (« .)  -  K ,)  ^    ' 

wo  4'j  die  Bedeutung  hat: 


y 


tj  =  Jb"2?/„|w„(/3^)  —  w„(a>)]. 
Demgemäss  ist  z.  B.: 

«/•l    +    V-,    +   •   •  ■    +    #-,   =  J:r''  (2H0  Ji'  lW„(^;)    -    W„  («,)]), 

also  unter  Anwendung  des  Abelschen  Theorems  [vgl.  (B.)  pg.  294]: 


0=/, 


^'1  +  ^'2  -I h  t'i  ^  2^  (27in3Io7ri)  =  N  •  2m, 


wo  die  3/'s  r7<7W^6'  Zahlen  sind,  mithin  Gleiches  auch  von  N  gilt. 
Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte  Formel  aber  ergiebt  sich  aus  (20.) 
sofort: 
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Dies  aber  in  (19.)  substitnirt,  erhält  man  offenbar  eine  Formel^ 
welche  von  (19.)  selber  nur  dadurch  sich  unterscheidet,  dass  statt 
der  Za  die  Va  auftreten;  und  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 
Losung  des  Jacobl'schen  Problems.  —  Soll  das  Jacdbische  Um- 
kehrprcblem  (16.),  (16.  a)  gelöst  werden,  so  markire  man  zuvörderst  auf 
m  irgend  welche  festen  Puncte  o,,  c^^  ...  Cp,  und  setze: 

r2'2.)  Wa(c,)  +  ^a{c^) h  Wa(Cp)  =  G,,      tf  =  1,  2, p. 

Sodann  bilde  man  irgend  eine  auf  fR  reguläre  Function  f{z)  von  he- 
lidfiger,  etwa  g*'"  Ordnungy  und  construire  irgend  welche  simultane 
Bahnen  («,...  ßi),  («^ . . .  ß^),  ...  («,...  /S^)  der  q  Niveaupunkte 
von  f{z)y  jedoch  in  solclier  Art,  dass  diese  Bahnen  die  Curven  6* 
(x  =  1,  2, .  .•!>)  nirgends  überschreiten ,  und  bezeichne  endlidi  die 
Werihe  von  f(z)  in  den  Anfangs-  und  Endpunkten  dieser  Bahnen 
respedive  mit  A  und  B. 

Alsdann  gut  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Punkte  z^,  z^,  ...  Zp 
die  Formel: 

Diese  Formel  enthält,  ausser  den  construirten  Constanten  c,  C,  Oj  A, 
ßf  B,  nur  noch  die  Variablen: 

A^i)»  /^Wi  •  •  •  fM  ^^  Vit  Viy '"  K- 

Man  kann  nun  solcher  Formeln  (23.)  beliebig  viele  bilden,  in- 
dem man  die  Constanten  a^,  a^,  ...  a^,  A  und  ß^,  ßi,  •  -  •  ßq,  B  inner- 
haJb  des  ihnen  durch  die  Constmction  angewiesenen  Spielraumes  beliebig 
varHren  lässt.  Bildet  man  aber  in  dieser  Weise  im  Ganzen  p  solche 
Formeln  (23.),  so  kann  man  mittelst  dieser  p  Fonmln  die  Grössen 
f{Zi),  /'(^j);  . . .  f(sip)  ausdrücken  als  Functionen  von  V^,  F,,  ...  Vp, 

Allerdings  sind  hierdurch  die  Zi,  z^,  ...  Zp  noch  immer  nicht 
Yollig  bestimmt  Denn  f(z)  ist  eine  reguläre  Function  g^'  Ordnung; 
so  dass  also  z.  B.  durch  Kenntniss  des  Werthes  von  f{ei)  im  Ganzen 
q  Punkte  j?,  sich  bestimmen,  unter  denen  nur  einer  der  gesuchte  sein 
kann. 

Man  kann  aber,  in  derselben  Weise  wie  f(Zi),  fiz^),  . . .  fij^p), 
z.  B.  auch  <p(Zi),  <p{Zi),  ...  (p(Zp)  berechnen,  falls  nämlich  q>(z) 
irgend  welche  zweite  auf  91  reguläre  Function  repräsentirt.  U.  s.  w. 

Empfehlenswerther    als   dieses    sehr    umständliche   Verfahren, 
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dürfte  tV)lg(*n(]os  sein:  Man  nimmt  zur  Function /"(j")  das  Argument 
z  selber.  Die  Niveaujuinkte  von  fiz)  verwandeln  sich  alsdami  in 
die  Niveaupuukte  von  z,  d.  i.  in  diejenii^en  Punkte,  in  denen  z  cincrhl 
Wcrth  hat.  Mit  andern  Worten:  Die  in  Rede  stehenden  Niveau- 
punkte sind  alsdann  <largestollt  durch  die  in  der  ?i-blattrigen  Fliiihe 
3i  an  ein  und  dHrs(dl)en  Stelle  übereinander  lie<^<'nden  n  Punkte; 
woraus  tVdgt,  dass  die  Zahl  q  in  diesem  Fall  =  n  wird.  Der  vor- 
hergehende Satz  nimmt  dalier,  bei  dieser  Specialisirung,  folgende 
(J estalt   an: 

Einfachere    Lösung   des   Problems.    —    Man    maricirc   tviedmm 
au/' "ü  ztit  orderst  in/oiiJ  welche  fratrn  P^nihtf  f , ,  f.»,  ...  Cj.,  und  setze: 

Sodann  niarkirc  man  ireUer  auf  der  n-hläffri(/e)i  Fläche  91  an  mjnid 
zwei  Stellen  r  =  A  und  z  =  B  die  ühereiyrnndcr  liegendem  Punick  cTj, 
«.,,  ...  «;i  titui  /ij,  ß.,^  ...  ßn]  dabei  wühle  man  alter  di/ise  heiilrn 
Stellen  in  solcher  Weise ^  dass  wan^  vfßn  r  =  A  aus,  nach  z  ==  B  hin 
einen  edle  n  lililtter  der  Fläche  5K  durehdrinifenden  Schnitt  zu  führen 
im  Stiuide  ist,  weleher  keine  der  (^urren  hy.  (x  =  1 ,  2,  .  .  .  j))  dureh- 
kreuzt. 

Alsdann  (jilt  für  die  unhelannten    Punldc  r, .  jsTo,  .  ,  .  r^  folgende 
Formel : 


(2-). ) 


^1 


Diese  lunmel  repräsent irt  eine  Jlelation  zwischen  den   Variablen 

~       /y  -  und         V       V  V 

»-jj     »-».     •••    t.  ^)  i\  im  l7  *  J     •••      '  p ' 

Jhnl't  mein  sieh  nun,  durch  Variation  der  Constanten  A  und  B  im 
(lanzen  p  solehc  Formeln  (25.)  henjestellf ,  so  hestimmcn  sich  nnttelst 
dieser  die   Punkte  z^,   z.>,  .  .  •  Zf,  als  Functionen  von    I\,   K,  ...  T;,. 

Fortsetzung.    Anwendung  auf  den  Specialfall  der  hyperelliptischen 

Integrale. 

Für  dl  sei  gegeben  diejenige  l^^^-lach  zusammenhängende  zicei- 
hlättriffc  Riemann'sclu^  Kugelfläche  9{,  auf  weleher  die  Function 

(-<>• )      ö-  =  |^(.r  -  //,)  i  z  —  //,)  (z  —  //. )  yz  —  h,)  •  •  •  (r  —  g^^i) (z  —  hp^i) 


128.) 
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m  eindeatiger  Weise  sich  ausbreitet,  wo  die  g,  h  beliebig  gegebene 
(reelle  oder  complexe)  Constanten  vorstellen.  Und  auf  dieser  Flache 
seien  die  2p  Biemann'schen  Curven  a«,  bx  in  solcher  Weise  fest- 
gesetzt;  wie  in  der  Figur  pg.  359  för  den  speciellen  Fall  p  =  3 
näher  angegeben  ist. 

Es  handelt  sich  nun  wieder  um  die  Lösung  des  Jacobi*schen 
Umkehrproblems ;  d.  i.  um  die  Ermittelung  derjenigen  Punkte  r^, 
^27  ...  ^p,  welche  den  Formeln 

(27.)  W«(;S?i)  +  W«(£?j)  .  .  .  +  WaijSp)  —  Va,       Ö  =l,2y"'P, 

entsprechen.  Zu  diesem  Zwecke  markiren  wir  zuvörderst  auf  Sfl 
irgend  welche  festen  Punkte  c^,  c^,  ...  Cp  und  d^,  r^,  . .  .  dp  und 
setzen: 

Wa(Ci)  +   Wö(^a) 1-  WaC^i,)  =  Ca, 

^^W  +  Wa(djj) f-  w^(dp)  =  D„,    tf  =  1,  2,  •  •  -p. 

Dies  vorangeschickt,  wollen  wir  jetzt  den  vorhergehenden  Satz 
(25.)  auf  den  gegenwärtigen  Fall  in  Anwendung  bringen.  Dabei 
sind  alsdann  auf  der  Fläche  91  irgend  zwei  Stellen  z  =  ^  und  e=^B 
willkürlich  zu  wählen,  jedoch  [vgl.  den  vorhergehenden  SatzJ  in 
solcher  Weise,  dass  man  in  der  Fläche  91  von  der  einen  Stelle  zur 
andern  einen  beide  Blätter  durchdringenden  Schnitt  zu  fuhren  im 
Stande  ist,  welcher  ieine  der  Curven  h^  durchkreuzt.  Ein  Blick 
auf  die  Figur  pg.  359  zeigt  daher,  dass  man  für  je?  «=  A  und 
j?  =  B  z.  B.  tlie  beiden  Windungspunkte  g^  und  h^  wählen  darf,  oder 
auch  g^  und  \y  u.  s.  f.  Man  kann  also  den  vorhergehenden  Satz 
(25.)  in  Anwendung  bringen,  indem  man  dabei  für  (A,  B)  irgend 
eines  der  (|)  +  1)  Punktpaare  (^r,  **)  eintreten  lässt.  Die  bei 
Ä«=»A=«=5Pr  über  einander  liegenden  Punkte  «j,  a^  verschmelzen 
alsdann,  weil  gt  ein  Windungspunkt  ist,  zn  einem  einzigen  Punkte, 
der  kurzweg  mit  A  oder  gt  zu  bezeichnen  sein  wird.  Desgleichen 
verschmelzen  alsdann  die  beiden  bei  jg=:B  =  h^  übereinander  liegen- 
den Punkte  /3|y  /3^  zu  einem  einzigen  Punkte  B  oder  Jig,  Demgemäss 
wird  das  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (25.)  stehende  Product 
die  Gestalt  besitzen: 

TiFia,,  ßj), 

d.  i.  die  Gestalt 

Fia„ß,)F(a„ß,)  =  [F{^,B)\'■, 

SO  dass  also  jene  Formel  (25.)  folgendes  Aussehen  erhält: 
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x-i  IV,  -  B^  V,  -    Ä;      ]       V^(w.,(A)  -  K,)/   V^(w„(A)  -Cj)   ' 
Und   diese    Formel    kann   unter    Einführung   des    Functionszeicbens: 


n 


(-,      -  B)  {:,  -  B)  .  .  •  (r     -  B) 


p 


^•^    -^  ^  ^'^i^  "-'  '^^'''         C™,        A)  c.\.  -  A)  .  .  •  (r^^  -  A) ' 

einfacher  so  dargestellt  werden: 
,.  .  .  ^(m  »-.>•■•  >^   _  /^(w,,(B)  -  r,)  YY^(w„  (B)  -  C,)  w 

J)enli  man  sirh  nun  (Urse  Formel  Q^  +  1)  Male  hingeschriehprij  indem 
utan  dabei  für  (A,  B)  der  lieihe  naeh  die  Funktpaare  (gi.hi),  {g^-h^^ 
•  •  •  ((/y,^i,  //y,4-i)  eintreten  Idsstj  so  erhalt  man  im  Ganzen  (l>  +  1) 
Gleichungen,  nni  denen  bereits  p  ausreichend  sind,  um  z^^  z^j  ...  *> 
als  Functi<men  von   T^,    K,,  ...  Vj,  zu  bestimmoi, 

Hiemit  ist  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  für  den  gegenwär- 
tigen Fall  absolvirt.  Es  bleibt  noch  übrig,  diese  Lösung  weiter  zu 
vereinfachen. 

Die  Gleichung  (»^0.)  findet  statt  zwischen  je  zwei  den  Formeln 
(l?7.)  entsprechenden  Werthsystemen  der  Variablen  z^jZ^j...Zp 
und  \\,  J\>,  .  .  .  Vj,,  Sie  wird  also  [zufolge  (28.) j  z.  B.  auch  stattfinden 
zwischen  c, ,  c^,  ...  Cj,  und  f, ,  C^,  .  .  .  Cj,,  ebenso  zwischen  d^,  (L, 
.  .  .  dj,  und  />)i,  iKj  ,  .  .  I)j,.  Durch  Substitution  dieser  letzten  Werthe 
erhält  man: 

i/^M^e/,,  .  .  -d^)  __  /^(w,,(B)  -     7)^J\Y^(w,^(B)  -  C^)\-^ 
V'lq,  ^•>,  •  •  •  ^V)   "~  V^(w„(A)  ---  Dj)  U(^,(Ar-  Cj)    ' 

oder,  falls  man  für  die  Do  ilire  eigentlichen  Bedeutungen  (28.)  ein- 
treten lässt: 

die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  über /=  1,2,  •••j).  In  dieser 
Formel  (31.)  repräsentiren  r/, ,  r/^,  ...  (7,,  beliebig  zu  wählende  Punkte; 
so  dass  also  die  Formel  gültig  bleiben  wird  bei  jedweder  Variatim 
dieser  Punkte,  llievon  soll  sogleich  Gebrauch  gemacht  werden. 
In  (30.)  und  ebenso  in  (-U.)  war  unter  (A,  B)  irgend  eines 
der  Punktpaare  (g^,  //j),  (g.^^  //.,),  .  .  .  {gj^u  ''y+i)  ^^  verstehen. 
Wir  wollen  uns  jetzt  für  (A,  B)  irgend  ein  bestimmtes  dieser  {p  +  ^) 
Punktpaare  festgesetzt,  die  übrigen  2>  Punktpaare  aber  in  irgend 
welcher  Reihenfolge  mit  (Aj,  B,),  (A^,  B^,),  ...  (A^,  Bp)  bezeichnet 
denken.     Nehmen    wir   nun    in   (31.)    für  die   willkürlichen  Punkte 
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dl,  d^,  ...  dp   einmal  die   A^^  Ag,  .  . .  Ap,    das  andere  Mal  die   B|, 
B^y  ...  Bp,  so  erhalten  wir: 

und: 

"^(c„  c„  .  .  .  Cp)  V^(w^(A)  -  2^.w^(B^));  U(vv„(A)  -  CJ  )    ' 

und  hieraus  durch  Multiplication  und  Wurzelausziehung: 

wo  K  die  Bedeutung  hat: 

^     ^^  ^(w,(A)  -  Jl^w^(A^.))  ^(w^(A)-2;^w„(B^))' 

die    Summationen    stets    ausgedehnt   gedacht   über  j  =  \^2y*  *  -  p. 
Schliesslich  folgt  aus  (30.)  und  (32.)  durch  Division: 


(34.) 


(35.) 


(37.) 


f/V'CA ,  A,,  .  .  .  Ap  V'CBj ,  B,,  .  .  .  Bp 

Bemerkung.  —  Es  ist  nach  (19.)  pg.  361: 
2[w^(Ä,)  — w^(p,)]  =  +  a^i, 
2[w^(Ä,)  —  w^(^,)]  «  +  a^, 


worauB  durch  Addition  folgt: 

(36.)  ^o(^h)  +  w^(Ä,) h  w,,(^p4.i)  —  w^(^i)  +  n(^«) h  ^a(^H-l^' 

Gleichzeitig  folgt  aus  (35.),   mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Bedeatnng 


der  a 


WO  die  M^  lauter  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  eine  <»  1,  eine  andere 
B>  —  1 ,  und  die  übrigen  =»  0  sind,  so  dass  also  die  Beziehung  stattfindet; 

(37  a.)  M}^^  +  3f  j'> . .  •  +  3f ^<^*>  «  0. 

N  0  n  in  ft  n  D ,  Abertoho  Integrale.  9.  Anfl .  2  5 
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Wir  haben    ]iun   im  Vorhergehenden   die    Punktpaare   (//,,  h^\ 
(^^>, /O,  •••  (i/y>-fi, /'y.-i-i)  in  irgend  welcher  hcllchif/ni  Reihenfolge  mit 

(A,B),  (A,,B,),  (A>,B,),  ...  iA,B,0 
bezeichnet.     Zufolge  (oO.)  ist  daher  z.  B.: 

(3S.)  w,,(A)  +  J^'  w.(A,)  =  w„(B}  +  ^'  Wo(B,)  =  La, 

wo   La   den   gemeinschaftlichen   Werth    der   beiden    Ausdrucke  vor- 
stellen soll.     Ferner  folgt  aus  (37.)  z.  B.: 

(39.)  2[w.(B)  —  w,,(A)]  =  MoTci, 

und  ebenso: 

(40.)  2[w.(B,)  -  w.(A,)J  =  M,y>7ci,    j  =  1,  2, .  •  -j), 

wo  die  M  und  die  M^'^  (/a)Kc  Zahlen  sind. 
Nach  (33.)  war  nun 

^(w,,iA)  -  2;,.w,,(A.))  i^(w,(A")  -  2:^.w,(B.))' 

die  »Summationen  ausgedehnt  über  j  =  l,  2^  •  -  -  p.  Eliminirt  man 
diese  Summen  2.}Wo(A;)  und  27,Wo(Bj  mittelst  der  Formeln  (38.), 
unter  Einführung  von  L,,,  so  ergiebt  sieh: 

^  ^(w,,(B)  +  wJA)  -  7.J  ^(2w,^B)  -  LJ 

^-~  ^(2w„(A)  -  L.,)  ^(w„(A)  +  wJ.B)  -  LJ  ' 

Oller,  was  dasselbe  ist: 

^^(2wJB)-/.J 

^(2w,XA)-7>j' 

Hieraus  folgt  mit  Uücksiclit  auf  (3!>.),  unter  Anwendung  des  Satzes 
(27.)  pg.  330,  sofort: 
(41.)  K  =  1.     Q.  e.  (l 

Somit  gelangt   man,   auf  Grund   von  (3)4.),  zu  folgendem  Resultat 
Soll  das  Jacohischc  Vynlcehrprohlcm  für  diejenige  stveiilättrige 
Jiiemannsclie  Kugel llü<  he  ^)i  (feinst  werden,   auf  welche)'  die  Function 

(42.)  ^  ==  V  (>'  —  (Ji)  C^  —  Äi)  ip  —  //:i)  (^  —  /<,)  •••(;?  —  gj>+i)  {2  -  /v+i"» 

///  eimleutigrr  Weise  sieh  ausbreitet y  so  he.zeiehne  man  die  Puulipaarc 
(.(/ii  ^'i)'  ifhy  hj,  .  •  .  (g,.-].i,  hj,-ui)  in  irgend  ivelcher  heliehigen 
/leihen folge  mit 

(A,  B),  (A,,  B,),  (A.,,  BJ,  ...  (A^,,  B^). 
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Alsdann  gut,  tvenn  mr  Abkürzung 

Mox  (^1  -B)(£r, -B)...(2r    --B) 

{z^  —  A)  (2j  —  A)  .  .  .  (fTp  —  A)         ^  ^  J '    2>  Pf 

gesetzt  tcirdy  für  die  unbekannten  Funkte  z^y  z^^  , . ,  Zp  folgende  Formel 
[vgl.  (34.)  und  (41.)]: 

'     '^  V^(A7,  A,,  .  .  .  Ap  ^(B~  B,T..  •  -"b^         U(^a(A)  -"  ^a)/  * 

IHese  Formel  repräsentirtj  weil  (A,  B)  ein  beliebiges  unter  den 
(p  +  1)  Funktpaaren  (g^,  h^),  {g^,  h)y  " '  (Sh-i;  VhO  vorstellt,  im 
Ganzen  (i>  +  1)  Gleidiungen,  von  denen  bereits  p  ,ausreicliend  sind, 
um  Zif  z^,  •  •  •  Zp  als  Functionen  von   V^,  Fg,  •  •  •  Vp  zu  bestimmen. 

Dieses  Resultat  (44.)  ist^  abgesehen  von  einer  etwas  anderen 
Bezeiehnungsweise,  in  yollem  Einklang  mit  der  früher  erhaltenen 
Formel  (60.)  auf  pg.  374. 
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8echzehiit(^s  Capitel. 
Einfiiliraiig  der  Fuiulaiiientalfiiiictioiieii  einer  gegebenen  Fläche. 

* 

Um  nachträ<;lich  die  Rioinann'scbon  Existenztheoreme  [pg.  238, 
2.')9J  zu  heivrisrn,  werde  ich  in  diesem  und  den  beiden  folgenden 
(Jiij)itoln  zuv(")rderst  gewisse  FimdameiiiaJfunctionen  einführen,  sodann 
die  Fundamentalfunctionen  einer  Kreisjlärhe  näher  imtersuchen,  und 
sodann  schliesslich  den  in  Rede   stehenden   Beweis  wirklich  liefern. 

§  1- 

Einige    Bemerkungen    über    monogene    Functionen.      Einführung 

des  Wortes  harmonisch. 

Es  sei  /(,:)  =  IJ  -(-  il^eine  monogene  Function  von  2  =  5:+  ///: 

(1.)  U  +  iV  =  fi::)  =  fix -^  iif). 

Alsdann  erg«d)en  sicli  durch  Differentiation  nach  x  respective  y  die 
Formeln: 

+  V        ==y/  (,r). 
Hieraus  folgt  sofort: 
{'>•}  —         =0      und      ,  -    +      =0, 

und  hieraus  folgt  w-eiter  durch  Elimination  von   V,  respective  T: 

^  f  .1-     '     f  ir  c.r-    '     dr 

Nimmt  man  nun   an,   die   Function  /'(.c)   sei   auf  irgend  einem 
rJebiet  %  der  ^-Ebene  rindcntifi  un<l  shiig,  so  gilt  Gleiches  innerh.ilb  ?l 

[Satz  pg.  2?}]  auch  von  f\c),  also  nach  (1.),  (2.)  auch  von  fT,  .;    ,    7- 
und    y,    -     /     .     Also  der  Satz: 

ex  '    (  // 
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Ist  eine  Function  f(is)  =  U  -{-  iV  auf  einem  g€gd)enen  Gebiet  Ä 
der  z-Ehene  eindeutig  und  stetig^  so  gilt  offenbar  Gleiches  daselbst 
au€h  von  U,  Ueberdies  aber  unrd  U  innerhalb  %  deii  Formeln  ent- 
sprechen: 

(^•^  du    du    ...         dW.d^V       ^ 

Genau  dasselbe  ist  von  V  eu  sagen. 

Dieser  Satz  ist  fast  unmittelbar  übertragbar  auf  solche  Functionen 
f{si)y  die  eindeutig  und  stetig  sind  auf  irgend  einem  Theil  @  einer 
mehrblättrigen  Biemann' sehen  Eugelfläche.  Eine  Ausnahme  findet 
dabei  offenbar  nur  statt  in  den  Windungspunkten  Denn  in  diesen 
kann  bekanntlich  [vgl.  pg.  124]  aus  der  Stetigkeit  von  f{e)  noch 
kein  Schlnss  gemacht  werden  auf  die  Stetigkeit  von  f'{z). 

Um  nun,  trotz  dieser  Ausnahmefalle,  ein  fQr  die  ganze  Fläche 
@  gleichmässiges  Verfahren  eintreten  zu  lassen ,  zerlege  man  @  zu- 
vorderst in  einzelne  Stücke,  der  Art,  dass  jedes  dieser  Stücke  eines 
natürlichen  Zustandes  fähig  ist.  Bezeichnet  mau  irgend  eines  dieser 
Stücke  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustande  mit 

U(c,0),  respective  «(y,?),    [vgl.  pg.  96,  97], 

oder  ausführlicher  mit 

U  (a  +  ib,  X  +  iy)f    respective     Ä  (a  +  iß,  5  +  iij), 

so  ergeben  sich  für  die  auf  diesem  Flächenstück  ausgebreiteten 
Functionen  zweierlei  Ableitungen,  nämlich  einerseits  die  Ableitungen 
nach  Xy  y,  und  andererseits  die  nach  |,  17.  Die  ersteren  mögen  die 
ursprünglichen,  die  letzteren  die  natürlichen  Ableitungen  genannt 
werden. 

Da  nun  die  gegebene  Function  /"=  f(e)  =  U  -{'  iV  auf  ©,  mit- 
hin auch  auf  U  und  "&  eindeutig  und  stetig  sein  soll,  so  kann  man, 
was  %  betrifft,  die  frühere  Schlussfolge  (1.),  (2.),  (3.),  (4.)  von  Neuem 
wiederholen,  wobei  alsdann  gegenwärtig  statt  x,  y,  z  die  Buchstaben 
I,  ti,  %  eintreten  werden.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f(js)  ^^  U  -{-  iV  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer 
Riemann' sehen  Kugelfläche  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  Gleiches  da- 
(6.)  selbst  auch  von  U.  Detikt  man  sidi  überdies  die  Fläche  @  in  einzelne 
Stücke  zerlegt,  deren  jedes  eiften  natürlichen  Zustand  anzunehmen 
vermag,  so  werden  die  natürlichen  Ableitungen  von  U  innerhalb 
eines  jeden  solchen  Stückes  den  Formeln  entsprechen: 


*')0(.)  Sechzehntes  Capitrl. 

(icuati  (lassrlhr  ist  von    V  zu  sa[/e)i. 

Zur  Abkfirziin»^  inajjj  iui    Ful^eiuleu  jede   mit  den   Differeütial- 
(hb.)  eij^oiisehattcii   f^Ki.j  behaftete  Fuiictiun  schlechtweg  eine  harmoni^cht 
FiDiction  ^('iiaiiut   werden. 

Genaneres.  —  Ein  belicbi«;  ^'cjj^olH'iier  Thcil  8>  einer  Uiemaiiii'&clitn 
KuijfclUilclie  kiiiiu  inum.'r  in  einzelne  Stücke  zerle^'t  werden,  deren  jedes  eint'b 
n(((iirlich(  H  Zn>tandes  faliijLT  ist.  Und  eine  auf  3  ausgebreitete  Functiou 
/' —  ((x,  v)  soll  iiineilialb  3  /(armorüsch  belesen,  sobald  innerhalb  eines 
jeden  hülehen  Stückes  die  natürlichen  Ableitungen  von  U  den  Formeln 
entsprechen: 

,    .       stell*' ,  ^,   4-   ,     „  =  0. 

Ich  habe  mich  hier  bei  llenutzuu^  des  Wortes  y^harmcmisch*^  einem 
schon  vorhaudenei)  Spvaclij^^ebrauch  angelehnt  [vgl.  z.  B.  das  Hantlbucb 
der  theoretischen  l'liysik  von  Thomson  und  Tait^  Braunschweig  1871, 
Band  l,  Theil  i,  Seite  15ü|.  Dabei  habe  ich  allerdings  diesem  Worte, 
mit  Hücksicht  auf  die  hier  zu  behandelnden  Gegenstände,  eine  gewisse 
sjKcirlky  BediMitung  zuertheilt. 

Holches  l'estgesetzt,  kann  man  also  den  vorstehenden  Satz  fOj 

jetzt    auch    so    aussprechen:    Ist  citw  Fiuicthm  /(.r)  =  11  -J-  /)'  ivtf 

injoul  einem  Unit  3  einry  Ilinnrnnisrlioi  Kugel jläche  eindeutig  und 

(7.)  stetig,  so  wird  ilw  reeJtrr    Theit    1'  innerludb  ©  harmonisch  sein. 

(fteiches  ist  von    V  zn  sagen. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  in  wie  weit  dieser  Satz  umhhr- 
har  ist,  also  untersuchen,  ob  eine  auf  ®  eindeutige,  stetige  und 
harmonische  Function  ?/ =  /'(./",  //)  stets  als  der  reelle  Theil  irgend 
einer  monogenen  Function  /'(,:)  angesehen  werden  darf.  Zu  diesem 
/weck  zerlegen  wir  wiederuni  ®  in  einzelne  Stücke  lljjlL, ...  und 
])ezeichneii  die  natürlichen  Zustand«^  derselben  mit  21^,  Sfg,  . . .  Da 
nun  /'  auf  S,  mithin  auch  auf  IL  und  SL  eindeutig,  stetig  und 
harmonisch  sein  soll,  also  z.  B.  auf  ?(;,  den  Bedingungen  entspricht: 

c  ,       .  ,  steti}^,     .  -y  +  T.  ..  =  0, 

SO  ergiebt  sich  leiclit  |vgl.  pg.  (>,  7]: 


odr*r,   was  dasselbe  ist: 

f  r 


Diese  Formel  kann  man  offenbar  auch  so  schreiben: 
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t/U  \\dx  di    '     cy  dij      '        \dx  dn    '    ^y  ^vj      j 

oder,  weil  ^  =  a:  +  iy  eine  monogene  Function  von  g  =  g  -j-  iiy  ist, 
mithin  die  Relationen  stattfinden: 


äT  =  ä^^^^ä^  +  F|-  =  ^' 


auch  so: 


•^'ujv^^^'?      ^y^n)^'^  \dxdi  ""^asj^^l  "'^' 

oder,  falls  man  nach   a-  und  -^—  ordnet,  auch  so: 
'  ox  oy  ^ 

Denkt  man  sich  aber  diese  Formel  der  Reihe  nach  fQr  <Me  Stücke 
UiY  Us»  •  •  •  der  Fläche  @  gebildet,  und  all'  diese  Formeln  addirt, 
so  erhalt  man  offenbar: 

so  dass  man  also  vorläufig  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Ist  eine  Function  [/=  U{x^y)  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer 
Biemann' sehen  Kugelfläche  eindeutig,  stetig  und  harmonisch,  so 
gut  stets  die  Formel: 


(»■)  /s  (I?  "»  -  Vi  ^')  -  0. 


die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Bandcurven  von  @. 

Dieser  Satz  ist  selbstverständlich  auch  anwendbar  auf  jeden 
Theil  von  @.  Ist  nun  insbesondere  die  Fläche  @  einfach  zusammen- 
hängend,  so  wird  dieselbe  durch  jedweden  Rückkehrschnitt  6  in  zwei 
getrennte  Stücke  zerfallen,  von  denen  eines  lediglich  von  6  begrenzt 
ist.    Demgemäss  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  Formel  (8.): 

/.  (^  ^^  -  '^  ^')  -  «> 

so  dass  man  also  [vgl,  die  einfachen  Betrachtungen  pg.  195 — 197J 
zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Theorem.  —  Bepräsentirt  ©  einen  einfach  zusammenhängen- 
den Theil  einer  Eiemanrischen  Kugelflüche,  und  ist  die  Function 
U'=^  U(x,y)  auf®  eindeutig,  stetig  und  harmonisch,  so  wird 
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c/^/.s  vnn  (incm  frshn  Vniikfv  ./'„,  //„  aiLsychende,  und  in  seiner  Beivegmuj 
auf  2  iM'.ifhränLfc  Jriiiyml 
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rrne  Fiotr/ion  von  x,  y  scin^  die  auf  ®  eindeutig  und  stetig  ist. 
Die  so  dcfrnirte  Function  V  besitzt  [zutulgc  (1).)]  die  Ju'genschaßcn: 


rV       br 

d  V             d  U 

cg         bx  ' 

ex                ry 

f  nd  dongcmäss  rejniisndirt  (dso  das  Binom 

MM.)  U+iV 

eine  viouf^gruf  Function  von  ::  =  x  -\-  iy,  welche  auf  ©  eindeutig 
und  stetig  ist. 

Dieser  Siiiz  lässt  sich  leicht  übertragen  auf  den  Fall  einer 
nicltrfarli  ziisaiunioiihiingeiuleii  Flüche.    Man  erhält  alsdann  folgendes 

Allgemeineres  Theorem.  —  Ist  die  Function  U=  U(x,y)  ein- 
den f ig,  stetig  und  harmonisch  auf  irgend  einem  mehrfach  zn- 
sannncnhiimjcndcn  Thcd  ®  eirwr  [xicmatni' sehen  Kxigctfläche,  und  denlil 
)n(ui  sich  diesen  lltcit  'S  durch  irgend  welche  Schnitte  6^^  0,^j ..  .(5t  ^^^ 
eine  ei n fach  zusaninunhängnulc  Fläche  verwandelt ,  so  wird  U  dw 
reelle   Tlwil  einer  monogenen  Function 

iioa.)  r+  iV 

sein,  wehlh  auf  S,  mit  Af(sn<dn)U'  der  Cnrroi  6^,  a.^,  .  .  .  6%,  cindcu- 
ti<i  und  st  (tili,  ///  j«d<r  sohhcn  Curre  aher  mit  einer  eonatantcn 
uutl  zwar  ri  in   i ))iii ginären    Wcrthdijferenx  behaftet  ist, 

Homorkung.  —  l>enkt  man  .<iih  dio  Fli'ube  5  in  lauter  kleine  Stücke 
U  /«'rU'ixt,  tUMon  jt^ies  oinon  natürlit-'lion  Zustand  anzunehmen  Hihig  i^^^? 
uml  ilif^jeiiii^t'n  Stiicke  U,  woloho  die  Iiitogratiouscurve  des  Integrals  [^-i 
diiu"lil;;uU,  iln-  Ktiho  iKuh  mit  Uj ,  U.,  .  .  .  U,^  bezoicbnet,  so  kann  das 
UitOi:ial  si'lluM-  dtMuont>i'rociionvl  in  )i  Thoüe  zorle<xt  werden.  Und  "*^^ 
niuin  c /'.:;.'/.■' ^i  >olclun  U  zn^r^lu  riiro  IntOizralthoil  ist  alsdann  in  die  Form 

\c\^K  [.\\{\\  wo  i,  f,  :\\  .r.  7  in  «.Kr.-tll'on  Bozichnnj::  stehen  wie  aufpg-*^**" 
Pu\-e  /eiK  ^b.v.kt  it  wiA  Imtoimbarkt  it  dos  Integrales  \0.^  und  üo^* 
livbvv  liiii'Lrr.ilo  i-t  >:o:>  im  A'-.i^o  :\\  bvbaltt-n.  Sie  ii^t  z.  B.  lU  ^^ 
.w\\{c\\,  u'/is  IV an  d:o  im  >at--:»  'J.  'ibor  die  ^^Wti'jkat  von  1*  gemacbte 
iH'i'.aui'tnUi^   w'.ikluh  b'vWtist'ii  wi"/.. 
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§2. 

Aufstellung    einer    gewissen    Fnndamentalanfgabe.      Begriff    der 

Fnndamentalfonotionen. 

Die  Function   17  =  U  (x,  y)  sei  auf  irgend  einem  Theil  @  einer 

(11.)  Riemann'schen   Kugelfläche  eindeutig  und  stetig,  und  innerJiaJb  @ 

harmonisch.    Wir  stellen  uns  die  Aufgabe^  diese  Function  U  näher 

zu  untersuchen,  und  namentlich  den  Punkt  näher  zu  bestimmen,  in 

welchem  sie  auf  ©  den  grössten  Werth  hat. 

Bemerkimg.  —  Wir  onierscheiden  hier  and  im  Folgenden  swischen 
auf  und  innerhdlh.  Unier  den  auf  @  gelegenen  Punkten  Tcrsiehen  wir 
n&mlich  alle  Punkte  der  Flftche  0,  inclusive  ihrer  Randpnnkte,  nntcr  den 
innerhaib  @  befindlichen  Punkten  hingegen  alle  Punkte  der  Fl&che  @,  tx- 
dusive  ihrer  Randpnnkte.  Und  in  analoger  Weise  benutzen  wir  die  Worte 
auf  und  innerhaU>  auch  bei  Angabe  irgend  welcher  Eigenschaften  einer 
auf  6  ausgebreiteten  Function. 

Uebrigens  werden  wir  statt  .^auf  6'*  zuweilen  auch  mit  schärferer 
Accentuirung  sagen:  „tn  Ersireckung  von  6"  oder  „in  ganzer  ErHreckung 
von  S". 

Da  die  Function  U  nach  unserer  Voraussetzung  auf  @  eindeu- 
tig und  stetig  sein  soll,  so  unterliegt  es  zuvorderst  keinem  Zweifel, 
dass  sie  auf  @  in  irgend  einem  Punkte  einen  Mazimalwerth  erreicht. 
Dieser  Punkt  soll  näher  bestimmt  werden. 

Zu  diesem  Zweck  markiren  wir  irgendwo  innerhalb  @  einen 
Punkt  c  Gleichzeitig  construiren  wir  das  Bereich  U  (c,  z)  oder 
St  {yj  ^  dieses  Punktes,  und  zwar  iu  solcher  Weise ,  dass  einerseits 
U  völlig  innerJialb  @  liegt,  und  dass  andererseits  %  eine  um  y  (als 
Centrnm)  beschriebene  Kreisfläche  vorstellt.  Alsdann  ist  U  in  ganzer 
Erstreckung  von  U  oder  %  eindeutig,  stetig  und  harmonisch«  Zu- 
folge  (10.)  existirt  daher  eine  monogene  Function 

U+iV, 

welche  auf  U  oder  9  eindeutig  und  stetig  ist.  Diese  letztere  aber 
wird  im  Centrum  y  der  Kreisfläche  91  einen  Werth  haben,  der  nach 
dem  Cauchy 'sehen  Satz  [pg.  21]  folgendermassen  darstellbar  ist: 


Setzt  man  nuu  hier  in  bekannter  Weise 

g  —  y  BS  gef^y  mithin  .  ^    =  i  dd", 
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WO  Q  den  von  y  luicli   J  t^eliendeu  Radius,  und  0^  das  Azimutli  des- 
selben vorstellt,  so  erhält  man: 


f'y-h    iVy-=.'„J\U-{-lV)d», 


und  folixlicli: 


u 


1       /* 


0  0 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  nimmt,  falls  man  das  Uaudelemeiit 

der  Fläelie  "ü  mit   ih),   und   den  in   do   vorhandenen  Werth   U  mit 
U,i   bezeichnet,  die  (»estalt  an: 


'ITIQ 


und  saj^t   also   aus,   dass  der  Ccnlrcdarrth    Vy   identisch   ist  mit  dm 
arit/if}i(fisrltcn  Jlfiffc/  der  pcriplicrischrn    Wcrthe   Ua- 

Nun  sind  oH'enbar  nur  zwei  Fälle  denkbar.  Knf weder  die  U., 
sind  Lonstant,  d.  h.  alle  von  einerlei  (?rnsse.  x\lsdanu  wird  ihr 
arithmetisches  Mittel  d.  i.  1^,  ebemlieselbe  Cirössc  haben.  Odo' 
aber  die  Co  sind  nicht  alle  von  einerlei  GriKSse.  Alsdann  wird  ibr 
aritlimetisches  Mittel  d.  i.  iL,  zwischen  den  U,,  eine  mittlere  Rau<?- 
stufe    einnehmen,   indem    es    einige    derselben   an  Grösse    übertrilit, 

(14.)  anderen  nachsteht.  Xicmcds  (dso  ivird  Uy  die  sümmflichen  Uo  of^ 
Grösse  iiljertrc/fcn.  hihmen. 

Dieser  Satz  führt  zu  wichtij^en  Folgerungen.  Bezeichnet  man 
nämlich  alle  Werthe,  die  V  in  Erstreckung  der  Fläche  ©  besitzt, 
mit  ^"2,  so  dass  also  z.  B.  /^  und  ebenso  auch  die  U^  nur  Indi- 
viduen aus  dem  System  der  l\  vorstellen,  so  ergiebt  sich  aus  (14.) 

(l'^-)  sofort,  diiss  jenes  Uy  unniö(ffirh  (die  nhrir/en  f/3  an  Grösse  üheirwjen 
kann.  Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  jenes  Uy  z.  B.  auch 
alle    lo  im  GrJ'isse  übertrelfen;  was  dem  Satze  (14.)  widerspricht. 

Nun  war  aber  e  ein  innerh(dlf  S  beliebig  markirter  Punkt,  und 
jenes   //..  ist  identisch  mit   T,   d.  h.  mit  demjenigen  Werth,   den  l 
im  Punkte  c  besitzt.     Demgemäss  kann  der  Satz  (15.)  auch  so  aus- 
gesprochen werden:  Marlürt  man  injendivo  innerhath  @  einen  PtiM 

(1(). )  c,  so  wird  der  daselJjst  rorhandcne  ]Verth  l^c  nnmöfflich  grösser  sein 
Lönnen  als  alle  iibrajen   U^. 

Existirt  also  überhaupt  unter  den  Werthen  U^  einer,  der  alle 
übrigen  an  Grösse  überragt,  —  und  das  w^ird  stets  der  Fall  seiu, 
wenn   U  auf  ®   ineo)isfant  ist,    —    so   kann   dieser   Werth   niomh 
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innerhalb  @,  folglich  nur  am  Rande  von  @  anzutreffen  sein.  Oder 
kürzer  aasgedrückt:  Ist  die  Function  ü  auf  @  inconstant,  so  wird 
ihr  grösster  Werth  niemals  innerhalb  @,  sondern  nur  am  Bande 
von  ®  anssutreffen  sein. 

Sollte  andererseits  die  Function  U  auf  @  constant  sein,  so 
würde  ihr  grösster  Werth  allenthalben,  sowohl  innerhalb  @  une  auch 
am  Rande  von  @  sich  vorfinden.  Beide  Fälle  zusammengefasst, 
gelangt  man  also  zu  folgendem  Resultat: 

Erster  Satz.  —  Es  sei  ©  irgend  ein  TJieil  einer  Riemann*scfien 
Kugelflädw,  femer  U  =  Uipc^y)  eine  Fundion j  die  auf  ©  eindeutig 
(17.)  und  stetig j  und  innerhalb  ©  harmonisch  ist. 

Alsdann  wird  der  grösste  Werth  von  U  unter  allen  Um- 
ständen, einerlei  ob  U  auf  ©  constant  oder  inconstant  ist,  am  Rande 
von  ©  anmtreffen  sein.  Ist  aber  ü  auf  ©  inconstant,  so  wird 
dieser  grösste  Werth  nur  am  Bande,  und  nietnals  innerhalb  ©  an- 
zutreffen  sein. 

Analoges  gilt  offenbar  andererseits  auch  für  den  kleinsten  WerOh 
von  U. 

Betrachtet  man  also  die  Bandwerthe  einer  solchen  Function  U, 
und  bezeichnet  man  den  kleinsten  und  grössten  dieser  Randwerthe 
respectiye  mit  K  und  O,  so  werden  die  Werthe,  welche  U  inner- 
Jkxlb  ©  besitzt,  ebenfalls  sämmtlich  zwischen  K  und  G  liegen, 
folglich  constant  sein,  falls  K^^^  Gist.    Somit  ergiebt  sich  folgender 

Zweiter  Satz.  —  Ist  die  Function  U  ^=^  U{x,  y)  auf  @  eindeu- 
(18.)  tig  und  stetig,  ferner  innerhalb  ©  harmonisch,  und  seist  man  voraus, 
dieselbe  sei  längs  des  Bandes  von  ©  constant,  so  wird  sie  auf  © 
allenthalben  constant  sein. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  eine  Function,  die  auf  ©  eindeutig 
und  stetig,  und  innerhalb  ©  harmonisch  sein  soll,  durch  blosse  An- 
gabe ihrer  Randwerthe  vollständig  bestimmt  ist.  Denn  existirten 
zwei  solche  Functionen  U  und  V,  beide  mit  denselben  Randwerthen, 
so  würde  offenbar  ihre  Differenz  U  —  U'  eine  Function  sein,  die 
auf  @  eindeutig  und  stetig,  innerhalb  ©  harmonisch,  und  am  Bande 
von  ©  überall  <»  0  ist.  Zufolge  des  Satzes  (18.)  würde  daher  diese 
Differenz  U  —  U'  auch  innerJialb  ©  überall  =  0  sein.  —  Q.  e,  d. 

Es  ergiebt  sich  in  dieser  Weise  also  folgender 

Dritter  Satz.  —  Soll  eine  Function  11^=^  U  ipj  y)  ^^f  irgend 
(19.)  einem  Theil  ©  einer  Biemann'schen  Kugelflache  eindeutig  und  stetig, 
und  innerhalb  ©  harmonisch  sein,  so  wird  sie  vollkommen  bestimmt 
sein  durch  blosse  Angabe  ihrer  Bandwerthe. 
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All  diesen  Satz  scliliesst  sieh  von  selber  die  Aufgabe  au,  eine 
mit  den  genaunten  Eigenschaften  versehene  Function  wirklich  zu 
construiren,  falls  ihre  Randvrerthe  irgendwie  vorgeschrieben  sind. 
Diese  Aufgabe  biUlet  den  eigentlichen  Angelpunkt  unserer  weiteren 
Betrachtungen.  Sie  mag  demgeniäss  die  Fundamentalaufgabe  ge- 
nannt, und  sorgfältiger  formulirt  werden. 

Die  Fundaraentalaufgabe.     -  Man  denlr  sich  längs  des  Bandes 
(S  der  Fläche  @  irtjoid  ivelche  reellen    Werihe   Z   in    icillkiirlichcr 
(20.)    \Ycise    vorgesehrichen,  jedoch   so,   dass   dieselben    längs   a   stetig 
sind.     Es  icird  die  Construetion  einer  Function    JJ  =  U  {x,  y)  ver- 
langt, die  folge7ide  Eigen schafloi  hesitzt: 

I.  U  soll  auf  ©  eindeidig  und  stetig,  und  innerhalb  ©  Artr- 
monisch  sein. 

II.  U  soll  am  Rande  von  ®  Wertlte  besitzen,  die  mit  jenen  vor- 
geschriebenen Y.*s  identisch  si)ul. 

Diese  der  Fläche  ©  zugeh(>rigen  Functionen  U  mögen  kurzweg 
(2()a.)die  Fundameutalfunetionm  der  Fläche  ©  heissen.  Auch  mögen  die- 
selben als  bekannt  oder  eonstruirbar  bezeichnet  werden,  sobald  irgend 
welche  Methode  gefunden  ist,  mittelst  deren  man  dieselben  für  be- 
liebig vorgeschriebene,  jedoch  stetige  Kandwerthe  Z  wirklich  auf- 
zustellen vermag. 

Es  handelt  sich  dabei  namentlich  um  die  Frage,  ob  derartige 
Functionen  U  wirklich  existiren,  also  um  die  Frage,  ob  jene  Fun- 
damentalaufgabe für  eine  beliebig  gegebene  Fläche  ©  und  beliebig 
vorgeschriebene  stetige  Kandwerthe  Z  wirklieh  lösbar  ist.  Wir 
werden  im  Foljjfenden  zeijjjeii ,  dass  diese  Fra^e  für  solche  Flächen 
S,  die  von  lauter  Kreislinien  begrenzt  sind,  bejahend  zu  beantworten 
ist,  nämlich  zeigen,  dass  die  fundamentalen  Functionen  U  einer  von 
lauter  Kreisen  begrenzten  Fläche  ©  wirklich  eonstruirbar  sind. 

Der  Definition  (20  a.)  ents])rechend  werden  unter  den  Funda- 
mentalfunctionen  ehier  geschlossenen  Fläche  solche  zu  verstehen  sein, 
die  auf  dieser  Fläche  allenthalhen  eindeutig,  stetig  und  harmonisch 
si)ul.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Fundamental- 
functionen  einer  ein-  oder  mehrblättrigen  Kiemann  sehen  Kugelfläche 
(20b.)9i  ohne  Weiteres  angebbar,  nämlich  Constanten  sind.  Dass  jede 
Constante  die  in  Kede  stehenden  Eigenschaften  besitzt,  unterliegt 
keinem  Zweifel.  Leicht  aber  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  jede  Fuii- 
damontalfunction  der  Fläche  9t  nothwendiger  Weise  eine  Constante 
sein  niuss. 
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Erläuterung.  —  Ist  nämlich  irgend  eine  Function  £/  auf  91  eindeutig, 
stetig  und  harmonisch,  so  wird  dieselbe  [nach  Satz  (10  a.)]  der  reelle  Theil 
einer  monogenen  Function 

ü+iV 

sein,  welche  auf  fü,  mit  Ausnahme  der  Cnrven  a^,  5^,  c^,  eindeutig  und 
stetig  y  in  jeder  solchen  Gurre  aber  mit  einer  contttanten  rein  imaginären 
Differenz  behaftet  ist.  Hieraus  aber  folgt  sofort  [Tgl.  die  Betrachtungen 
pg.  236,  236,  namentlich  den  dortigen  Satz  (R.)] ,  dass  ü  -{-  iV  eine  Con- 
stanie  ist.     Q.  e,  d. 

Bemerkung.  —  Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphs  sind,  ihrem 
eigentlichen  Kern  nach,  bereits  früher  von  mir  dargelegt  worden,  im  Jahre 
1870,  in  zwei  Aufsätzen  über  das  LogarithmiRche  und  Newton'sche  Potential 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  3,  Seite  325 -349  und  424—434. 

§3. 

Einige  Eigenschaften  der  Fundamentslfunotionen. 

Es  bezeichne  ©  irgend  eine  speciell  gegebene  Flüche.  Wir 
nehmen  an,  dass  die  Fundamentalfanctionen  U  dieser  speciellen 
Fläche  ©  wirklich  construirbar  seien,  für  beliebig  vorgeschriebene 
stetige  Randwerthe  Z,  und  bezeichnen  die  diesen  Randwerthen  Z  zuge- 
hörige Function  U  mit 

(1.)  U^,  oder  besser  mit  U"'  ^, 

wo  ö  den  Rand  der  Fläche  @  vorstellen  soll.  Absichtlich  setzen 
wir  dabei  im  Exponenten  6,  Z  statt  des  blossen  Z,  um  anzudeuten, 
dass  jene  Werthe  Z  längs  6  ausgebreitet  zu  denken  sind. 

Sind  die  Z's  gegeben,  so  ist  dadurch  die  Function   (1.)  voll- 

ständig  und  eindeutig  bestimmt*^   zufolge   des   Satzes   (19.)    pg.  395. 

Sind  insbesondere  die  Z^s  längs  6  canstant,  etwa  =  1,  so  wird  jene 

Function,  zufolge  des  Satzes  (18.)  pg.  395,  auf  ©  allenthalben  =  1 

*  sein;  was  angedeutet  werden  kann  durch  die  Formel: 

(2.)  V'  »  =  1. 

Ebenso  ergiebt  sich  allgemein: 
(3.)  f  r^.  ^  =  ^, 

falls  nämlich  A  eine  beliebig  gegebene  Canstante  vorstellt 

Die  Fundamentalfunction  (1.)  ist,  nach  ihrer  Definition  [(20a.) 
pg.  396],  in  ganzer  Erstreckung  der  Fläche  ©  eindeutig  und  stetig. 
Sie  wird  daher  irgendwo  auf  der  Fläche  ©  einen  grössien  Werth 
annehmen.  Dieser  grösste  Werth  ist  aber,  nach  Satz  (17.)  pg.  395, 
unter   allen   Umständen   am  Bande  von   ©   auzutreffen.     Er  wird 
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daher,  weil  die  Uandvverthe  der  in  Rede  stehenden  Function  (1.) 
durcli  die  l\s  selber  dargestellt  sind,  identisch  sein  mit  Max  I,  d.  i. 
mit  dem  Maximalwerth  der  Z's.  Und  demgemäss  entsprechen  also 
sämyntl'uhc  Werthe,  welche  die  Function  (1.)  auf  @  besitzt,  der 
Formel : 
(4.)  /■  ^'  ^  <  Max  I. 

Denkt  man  sich  also  z.  H.  auf  ©  irgend  eine  Curve  t,  gegeben, 
die  einzelnen  Punkte  dieser  Curve  ebenfalls  mit  ^  benannt,  und 
die  \\'erthe  der  Function  (1.)  in  diesen  Punkten  5  ™i^ 

bezeichnet,  so  entsprechen  all'  diese  Werthe  (5.)  der  Formel: 

^^>-)  r:^'^<Max  I. 

l)emgeniilss  ist  also  z.  B. 

^''a.j  Max   r^/'^  ebenfalls  <  Max  I, 

falls  man  nämlich  unter  Max   Uf^^  den* grössten  derjenigen  Werthe 

versteht,  d(?n  die  Function  (7/*  ^  auf  der  Curce  £  besitzt. 

y\ndererseits  wird  die  Function  (1.)  offenbar  irgendwo  auf  der 
l'ljiche  (3  einen  Idrinatcn  Werth  annehmen.  Hieraus  ergeben  sich 
analog«^  Formeln;  so  dass  man  also,  Alles  zusammengefasst,  folgen- 
den Satz  erhält: 

Erster  Satz.  —  E^  sei  3  ein  (voyi  hcliebig  vielen  Bandcnncn 
hr(prn:/n')  Tliril  eturr  HicmnniC scheu  Juq/d fläche.  Jim  liandc  6  der 
Flüche  3  seien  irtfeml  urlcJic  längs  ö  stetige  Werthe  Z  vorgcschriehen . 
Ferner  sei  gebiläct  die  diesen  T's  zugehörige  Fundamental function 

Den/d  man  sidi  nn)i  in  Krstrerhnng  der  Fläche  @  irgend  eine 
Cum  t,  gegeben j  und  die  ein::elnen  J\inl'te  dieser  Curve  ehoifalls  mit 
i:  he.:eirhnet,  so  wird  für  (dl'  diese  Vunlde  5  die  Formel  staüfmden: 

(I.)  MinK  r:^'^<Max  I. 

Hieraus  folgt  so/ ort: 

Max  r:^'^<Max  I, 

Min  r:^'^>  Mini; 

und  hirntus  dureJi   ^>uhtr<irtion : 

( l.i  )  Max  /  V'  ^  —  Min  /V^'  ^  <  Max  I  -  Min  I. 

Man  hitnu,  mit  Hiemann,  dii  liid:e  Seite  dieser  Ictztm  Formel 
nh.  dn-  S,  liteonicunif  drr  Funetinu  1'°^  ^  auf  der  Cmre  £,  und  ebenso 
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die  reckte  Seite  als  die  Schwankung  der  Function  Z  auf  6  bezeich- 
nen. Demgemäss  kann  man  diese  Formel,  fcUls  die  Schwankung  einer 
Function  durch  die  Charakteristik  D  angedeutet  unrd,  aucfi  so  schreiben : 

(Ib.)  D  CTj^.  2:  ^  2)Z. 

Schliesslich  kann  noch  folgende  Formel  hinzugefügt  werden: 

(Ic.)  Max  abs  Vf>  ^  <  Max  abs  Z, 

die  aus  (I.)  sich  leicht  ergibt 

Erläntemng  zu  (Ic).  —  Liegen^  wie  durch  (I.)  constatirt  ist,  sämmt- 
liche  Werthe  einer  Function  F^  zwischen  zwei  festen  Schranken  A  und  B^ 
und  bezeichnet  man  den  absolut  grOssten  Betrag  dieser  beiden  Quantitäten 
A  und  B  mit  itf ,  so  wird  offenbar  abs  F^  stets  ^  M^  mithin  auch 
Max  abs  F^^  M  sein.    Q.  e,  d. 

Bemerkung.  —  In  den  Formeln  des  vorstehenden  Satzes  wfirde  die 
Ersetzung  des  Zeichens  5^  durch  <^  selbst  dann  nicht  gestattet  sein,  wenn 
die  Curve  [  völlig  innerJudb  @  liegen  sollte.  Denn  es  könnte  s.  B.  Z 
auf  <r  constant  sein.  Und  alsdann  wflrde  in  jenen  Formeln  das  in  Rede 
stehende  Zeichen  durch  =  zu  ersetzen  sein;  wie  sich  solches  aus  dem 
Satze  (18.)  pg.  395  sofort  ergiebt. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Randcurvenanzahl  der  gege- 
benen Fläche  ©  sei  >  1,  etwa  =  2.  Die  beiden  Randcurven  mögen 
0^  nnd  6^  heissen.  Sind  nun  am  Bande  ö  der  Fläche  ©,  d.  i.  auf 
a,  und  6^,  irgend  welche  stetige  Werthe  Z  yorgeschrieben,  so  wird 
die  diesen  Z's  zugehörige  Fundamentalfunction  der  Fläche  @  nach 
wie  vor  mit 
(1.)  17^'^  oder  f7^i  +  ^«»^ 

zu  bezeichnen  sein.    Gleichzeitig  aber  mag  unter 

(2.)  ?7^i » ^ 

diejenige  Fundamentalfunction  verstanden  werden,  deren  Randwerthe 
nur  auf  öi  mit  jenen  Z's  identisch,  auf  6^  hingegen  Null  sind.  Und 
ebenso  mag  umgekehrt 

(3.)  Z7^»»^ 

diejenige  Fundamentalfunction  vorstellen,  deren  Randwerthe  auf  6^ 
mit  jenen  Z's  identisch,  auf  6^  aber  Null  sind.    Das  Aggregat 

repräsentirt  daher  eine  Fundamentalfunction,  deren  Randwerthe 
durcliweg  (auf  6^^  wie  auf  6^  identisch  mit  den  Z^s  sind,  d.  h.  eine 
Fundamentalfunction,  deren  Randwerthe  identisch  mit  denen  der 
Function  (1.)  sind.  Besitzen  aber  zwei  Fundamentalfunctionen  einerlei 
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llandwertlie,  so  sind  sio^  nach  Satz  (UK)  pg.  395,  unter  einander 
l(letifi<:cli.     Somit  folgt  also: 

(4.)  /;^i ,  I  ^  ^:<J,,  I  ^  ir<^,  I 

Ist  insbesondere  Z  coiistant^  etwa  dfircltiny  =  1  (auf  (Tj  wie  auf  g.,), 
so  nimmt  die  Formel  (4.)  die  Gestalt  an: 

Die  rechte  Seite  dieser  (ileichnng  aber  repräsentirt,  nach  Satz  (IS.) 
pg.  .*»!)r),  eine  Fundamentalfunction,  die  auf  der  gegebenen  Fläche  2 
(dlvnthalhrn  =  1   ist.     Somit  folgt: 

(5.)  /■'^"  *  +  r'^^'  ^  =   1. 

Wir  wollen  jetzt  insbesoiulere  die  Function  (2.),  oder  vielmehr 
zunächst  die  etwas  sjuricllrn'  Function 

(r>.)  r'^"' 

in  l^etracht  ziehen.  Diese  ist  auf  ö,  überall  =  1,  auf  (T^  überall 
=  0^  also  auf  S  ivconstant.  Ihr  f/rllssfrr  Wcrfh  auf  @  wird  daher, 
nach  Satz  (17.)  pg.  .^Ulf),  niemals  hmrrhdlh  S,  sondern  immer  mir 
nw  lUwdr  von  S  anzutretfiMi  sein.  Er  wird  somit,  weil  die  Kainl- 
werthe  der  Function  theils  =1,  theils  =0  sind,  iiothwendisjor 
Weise  durch    l   dargestellt  sein. 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Jener  grösste  Werth 
ist  =  1,  uiul  niemals  iiufrrJialh  S,  sondern  nur  am  liandc  von  2 
anzutreffen.  Markirt  man  also  irgend  einen  Punkt  j  Innerhalb  S, 
so  wird  der  daselbst  vorhandene  Functionswerth 

r,^i '  ^   noth wendig  <  1  (niemals  =1) 

sein.  Und  denkt  num  sich  ferner  vTdlig  hmnhalb  @  irgend 
eine  Curve  t  üiei^ebei],  imd  die  einzelnen  Punkte  dieser  Curve  eben- 
falls  mit  t,  bezeichnet,  so  wird  für  all'  diese  Punkte  g  die  Formel 
statttinden: 

T:^»'  ^  <  1    (niemals  =  1). 

Diese  Formel  kann  schliesslich^  durch  eine  analoge  Betrachtung 
über  den  Idcinsfcn  Werth  der  Fuiu'tion  (().),  leicht  vervollständigt 
WMU'den;  so  dass  man  erhält: 

(7.)  0<  r:^-i<  1, 

die  Zeichen  geiujmmen  in  sensu  rif/oroso. 

Nun  ist  die  Function  ((>.)  auf  ®,  mithin  z.  B.  auch  auf  £  ein- 
deutig und  stetig.  Unter  den  \\  erthen,  die  sie  auf  g  besitzt,  muss 
also  ein  bestimmter  Idelnsfer^  und  ebenso  auch  ein  bestimmter  ^rticvf^'* 
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Werth  sich  vorfinden.  Diese  beiden  besonderen  Werthe  —  sie 
mögen  x  und  l  heissen  —  müssen  der  allgemeinen  Formel  (7.)  sich 
ebenfalls  subordiniren.     Und  demgemäss  erhält  man: 

(8.)  0<x<f7:*^i'^<A<l. 

Die  Grossen  x  und  l  sind  also  positive  Constanteuj  beide  >  0,  und 
beide  <  1.  Auch  werden  die  Werthe  dieser  beiden  Constanten 
X,  Xy  wie  aus  ihrer  Definition  folgt,  lediglich  abhängen  von  den 
durch  die  Fläche  ©  und  die  Curve  g  gegebenen  geometrischen  Ver- 
hältnissen; so  dass  sie  etwa  bezeichnet  werden  können  als  die 
SituctHonsconstanten  von  f  in  Bezug  auf  ®. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  über  zur  Betrachtung  der  all- 
gemeineren  Function  (2.): 

(9.)  U''^'\ 

Bezeichnet  man  den  absolut  grössten  Werth  von  Z  auf  6^  mit  M^, 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

00-)  Jlfi  — Max  abs  Z^., 

so  sind  M^  +  Z  und  M^  —  Z  auf  tfj  überall  >  0.  Demgemäss  be- 
sitzen also  die  Functionen 

BandwerOie,  die  auf  6^  überall  >  0,  und  auf  6^  fiberall  «s  0  sind*). 
Ihre  Bandwerthe  sind  mithin  durchweg  positiv«  Und  hieraus  folgt, 
mittelst  des  Satzes  (17.)  pg.  395,  dass  ihre  Werthe  auf  der  Fläche 
@  äUentJuüben  positiv  sind.  Somit  ergeben  sich  für  jedweden  Punkt 
der  Fläche  @  die  Formeln: 

(«.)  ?7^t.  ^i+^>0, 

f/J.)  ?7^i.-af, -l>o, 

Formeln,  die  man  auch  so  schreiben  kann**): 

<r^  U^i^^i  -f  U*'!'^  >0, 

(*•)  J7^i,^i  -^  ü^i^^  >0, 

oder  auch  so: 


*)  Vgl.  die  in  (2.)  pg.  399  gegebene  Definition. 

**)  Da«8  z.  B.  in  (a.)  nnd  (y.)  die  linken  Seiten  nnter  einander  identisch 
sind,  ergiebt  sich  in  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin  die  Richtigkeit  der  Formel 
(4.)  dargetban  wnrde. 
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Ist  aber  ( —  A)  <  B  <  (+  -4),  so  wird  oÖenbar  abs  B  <  dhsA 
sein.     Somit  folgt: 
(11.)  abs  r^i'^<abs  r^>'^^', 

oder,  weil  IJ^y^^^^  ==3IJJ^''^  ist*),  und  die  Wertbe  von  il/j  und 
U^^'  ^  sirt^  positiü  sind; 

(12.)  abs  r^» '  ^  <  il/,  r'^' '  ^ 

Air  diese  Formeln  gelten   für  jedweden   Punkt  der  Fläche  S. 
Hringt  man  nun  die  letzte  auf  irgend   einen  Punkt  der  vorhin  be 
trachteten  Curve  £  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

abs  ^■:^"^<ilA,/7"^ 
also  mit  liüeksicht  auf  (8.): 

(i:g  abs  r:^i'^<  3/iA, 

mithin  z.  B.  auch: 

(14.)  Max  abs  J^'^^^^KM.L 

Substituirt  man  schliesslich  für  ü/j  seine  eigentliche  Bedeutung  (10.), 
so  gelangt  mau  zu  folgendem  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  Es  sei  ©  ein  nm  zwei  Bandeuricn  6^  und  6. 
hegrnizier  TheU  einer  J\iewan}(' sehen  Kuijelfläehe.     Ferner  hezcichne 

cliejenif/e  FimdamcnUdfunciKm  der  Flüche  ©,  tvelchc  läm/s  <y,  belid^ig 
V(^rgesehriehene  steliffe  Werf  he  T  hcsÜzt,  andererseits  aber  Idmjs  ö^  durch- 
weg  =  ()  ist. 

Deidi't  man  sieh  nun  viUlig  innerhalh  ©  eine  Curve  ^9^9^"^^'^^^ 
und  die  einzehwn  Punlde  dieser  Curre  ebenfalls  mit  5  bezeichnetf  so 
wird  für  diese  l*unhte  J  die  Formel  slatt finden: 

(11.)  Max  abs  T:^' '  ^  <  uMax  abs  I,J  L 

Ihihri  bezeichnet  l  eine  positive  (/(nistante,  die  <  1   ist,  und  deren 
W'erth  teditjlich  abhängt  vo)i    den   durch   die  Fläche  ®  und  die  Curtc 
b   gegeltenrn    geometrischen    Verhältnissen.     Man    lann   A   etwa  die 
^ituatio)iseo)ista nie  der  Curve  5  in  Bezug  auf  Q  nennen. 

^)   hie   Hicliti;^keit  dieser  (ilfiiliuii'x   i*r»;iebt   sich  iu   ähnlicher  Weise,  vi^ 
vorhin  lue   Kicliti^^keit  der  Konnel  (4.)  dar^ethaii  wurde. 


Siebzehntes  Capitel. 
Nähere  Untersuchung  der  Fnndamentalfünetionen  der  Kreisfläche. 

§  1. 

Die  Fiindamentalfanotionen  der  Kreisfläche. 

Denkt  man  sich  irgendwo  in  der  j?-Ebene  eine  Kreisfläche  ge- 
geben, und  den  Rand  derselben  mit  6  bezeichnet,  so  ist  unter  der 
Fundamentalfunction  der  Kreisfläche  diejenige  Function  U  =  U{x^y) 
zu  verstehen,  welche  auf  der  Kreisfläche  eindeutig  und  stetig  ist,  welche 
femer  innerhalb  der  Kreisfläche  harmonisch  ist,  [d,  h.  den  Be- 
dingungen 

entspredtend] ,  und  welche  endlich  am  Rande  6  helUing  vorgeschriebene 
Werthe  Z  besitzt;  wobei  vorausgesetzt  sein  soU,  dass  diese  Z's  längs  6 
stetig  sind. 

Wir  werden  im  Folgenden,  nach  mancherlei  mühsamen  und 
weitläufigen  Betrachtungen,  schliesslich  zu  einer  Formel  gelangen, 
mittelst  deren  man  diese  Function  U,  falls  die  Z's  gegeben  sind, 
jederzeit  auszudrücken  vermag. 

Es  sei  d6  das  Element  der  gegebenen  Kreisperipherie ^^3,  ferner 
V  die  auf  d6  errichtete  innere  Normale,  endlich  E  die  Entfernung 
des  Elementes  d6  von  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  x.  Als- 
dann kann  das  über  die  ganze  Peripherie  erstreckte  Integral: 

auch  so  geschrieben  werden: 

wo  ^  den  Winkel  vorstellt,  unter  welchem  die  Linie  E  {dö  •->  x) 

*)  In  oachstehender  Figar  ist  das  Element  de  mit  uß  bezeichnet 

26* 


404 


Riobzehntes  CapitH. 


gegen  v  geneigt  ist.    Nim  ist  aber 


cos  -O* 


,,    (l6  gleich  dem  Winkel  ax^ 

(wo  a  und  /3   die   beiden  Endpunkte    des   Elementes  dö  vorstellen), 

also  gleich  der  scheinbaren  (h'össe  des  Elementes  <Jö  für  einen  in  x 

befindlichen  Beobachter,  vorausgesetzt,   dass   der  Punkt  x  innerhalh 

resp.  auf  der  Peripherie  liegt. 

Sollte  iiäniUcli  x  ausserhalb  der  Peripherie  liegen,  so  könnte  cos  &■ 
unter  Umständen  negativ  werden.  Dann  aber  würde  die  scheinbare  Grösse 
des    Elementes    da    für    einen   in   .r   beiindlichen   Beobachter    nicht  durch 

(+      '.    da)  sondern  durch  ( —   ^-     rZ er  1  dargestellt  sein. 

Acceptirt  man  also  die  genannte  Voraussetzung,  und  bezeichnet 
man  zugleicli  jene  scheinbare  Grosse  mit  (dö)^,  so  wird: 

(1.)  «',.  =  J/^  (log  l)  il0  ==  f  —/  da  =f{d6),. 

Wir  werden  im  Folo-enden  nicht  nur  dieses  Intecrral,  sondern  nament- 
lieh  auch  das  allgemeinere  Integral 

(2.)  TF.  =,//-  (log  ],)  I./<5  ^p'^l^  Tdc  =/l(rf(r). 

näher  zu   untersuchen   haben,   wo    Z   die   längs   des  Kandes  6  vor- 
geschriebenen Wertlie  repräsentiren  soll. 

Eine  sehr  merkwürdi^re  ff 


.^^  ^^ 


/ 


^'- 


a* 


c 


Eigenschaft  dieser  Functio- 
nen ir,  lind  IFx  besteht  darin, 
dass  jede  derselben  längs  der  / 
gegebenen  Peripherie  con-  ^ 
stanf  ist.  Lässt  man  nämlich 
in  der  beistehenden  Figur 
den  Punkt  x  nach  der  Peri- 
pherie rücken,  so  wird  das 
von  den  Punkten  .^,  a  und  c 
(dem  Mittelpunkt  der  Peripherie)  gebildete  Dreieck  ein  gleichschenk' 
Vkjcs,  Und  aus  diesem  Dreieck  ergiebt  sich  alsdann  sofort  die  Rela- 
tion: E  =  211  cos  d-,  wo  li  den  Radius  der  Peripherie  vorstellt 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  von  E  nehmen  aber  die  Formeln 
(1.),  (2.): 

/'cos  ■9-   , 
«V=J     -;..    dö, 


"'^=./ 


Vo.s  ^ 
E 


Tdö 
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folgende  Gestalt  an: 

Jdc 

Wx  =  Ä   2^"^  "™  ^y  [voranggesetzt,  dass 
(3.)                                                                    ^  X  am  Rande  der 

W  —  ^  /^^^        ^^  Kreisfläche  liegt], 

wo  M  das  arithmetische  Mittel  derjenigen  Werthe  vorstellt,  welche 
die  Function  Z  längs  des  Randes  besitzt    W.  z.  z.  w. 

Der  in  (1.),  (2.)  enthaltene  log  ^  drückt  sich  durch  die  Coor- 

dinaten  Xy  y  des  Punktes  x  und  durch  die  Coordinaten  a,  h  des 
Elementes  d6  folgendermassen  aus: 

log  i  =  -  \  log  Ux  -  af  +{y-  hf\, 

und  genfigt  also  der  DiflFerentialgleichung  y^  +  -g-s  ■«  0.    Dem- 

gemäss  folgt  ans  (1.),  (2.),  dass  die  Functionen  w  und  W  eben- 
falls dieser  Differentialgleichung  Genüge  leisten.  Überhaupt  erkennt 
(4.)  man  aus  jenen  Formeln  (1.),  (2.)  sofort^  dass  die  Functionen  w  und 
W  innerhalb  der  gegebenen  Kreisfläche  eindeutig,  stetig  und  har- 
monisch sind.  Man  könnte  vielleicht  vermuthen,  dass  w  und  W 
nicht  nur  innerhalb^  sondern  in  ganzer  Erstreckung  der  Kreisfläche 
eindeutig  und  stetig  seien.  Das  aber  ist  nicht  der  Fall.  In  der 
That  ergiebt  sich  z.  B.  aus  (1.),  dass  Wx  =»  2x  oder  »»  ^  ist,  je 
nachdem  der  Punkt  x  innerhalb  der  Kreisfläche  oder  an  ihrem  Bande 
liegt. 

Eb  ist  nämlich  nach  (1.):  tr^  ^^  f{ß^)x'^  ^°d  hieraas  folgt,  mittelst 
der  geometrischen  Bedeutung  von  (da)^,  sofort,  dass  tr^  &»  2ir  ist,  sobald 
der  Punkt  x  innerhaXb  der  E^reisfiftche  lieg^.  Befindet  sich  andrerseits  der 
Punkt  X  am  Bande  dieser  Fläche ,  so  wird  nach  (3.) :  w^  *»  «. 

Diese  Function  w^  hat  somit  im  Innern  der  Fläche  einen  con- 
stauten  Werth  2ä,  der  jedoch  beim  Uebergange  zum  Rande  plötg- 
lieh  sinkt  von  2x  auf  x.  Wir  können  diese  Verhältnisse;  falls  wir 
die  innem  Punkte  mit  j,  und  die  Randpyxakie  mit  s  bezeichnen, 
durch  die  Formeln  andeuten: 

Construirt  man  also  eine  in  den  Punkten  j  und  s  resp.  den  Formeln 


entsprechende  Function  ^« ,  so  wird  diese  letetere  für  die  ganee  ge- 
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(/('hr)tr  Krcis/läcJic^    ilimn  Ilnnd  nnt   ehn/cschlosseri,    constantj   nämlich 
(da.)  =  27t  sein.     1).  h.  .s/r  iclrd  conatant  sein    in  ganzer  Eratreckunij 
der  Kreisflüche. 

Eiuigermasseu  analoge  Verhältnisse  sind  zu  erwarten  bei  der 
allgemeinern  Function  (2.): 

In  der  Tliat  wird  es,  ebenso  wie  i'ür  w  das  ^  eingeführt  wurde, 
el>enso  auch  hier  zweckmässig  sein,  an  Stelle  von  W  eine  neue 
Functiou  V  einzuführen  mittelst  der  Formeln: 

alsdann  aber  wird  sicli  zeigen,  dass  diese  neue  Function  M^j-  eindeutig 
und  stetig  ist  in  ganzer    Kr  Streckung  der  gegebenen  Kreisfläche. 

Um  näher  hierauf  einzulochen,  markiren  wir  irgendwo  am  Rande 
der  Kreistiäche  einen  festen  Punkt  a,  bezeichnen  den  in  a  vorhan- 
denen Werth  r„  der  Kürze  willen  mit  A,  uiul  subtrahiren  von  der 
Formel  (7.)  die  mit  A  multiplicirte   Formel  (1.): 

i'^O  A/r,.  =  /\J\dö).r, 

wodurch  sich  er g lebt: 

flO.)  ir,  -  A?r,.  =/(I  ~  A)a/(>),. 

Sondern  wir  nun,  mittelst  eines  kleinen  um  a  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Ilülfskreises  'iH,  sämmtliche  Elemente  dö  in  solche 
Elemente  do'j  die  innerhalb  5(,  und  in  solche  Elemente  rfö",  die 
ausserhalb  21  liegen,  so  kijnnen   wir  die  Formel  (10.)  so  schreiben: 

Wr  -  A^r,  =  /(I  -  A^  (/7a').,  +  /(I  -  A)  (dö'%, 
(11.)  


das  eine  Integral  über  die  d(5\  das  andere  über  die  do"  hinerstreckt. 
Da  wir  unter  x  immer  nur  solche  Funkte  verstehen,  die  innerhalb 
oder  am  Bande  der  gegebenen  KreisHäche  liegen,  so  sind  die  {dö)^^ 
(da'),r,  Ul<s"}xy  ihrer  geometrischen  Bedeutung  zufolge,  sämmtlich 
jufsifir.    Auch  ist  das  über  den  ganzen  Kand  jener  Fläche  erstreckte 

Integral   ^  (r/cT),  stets  <  2:r;   um  so  mehr  also  auch    r(rf(y')x  <  2;r. 

Denn  dieses  letztere  Intc^gral  soll  sicli  selbstverständlich  nur  über 
die  Elemente  dö',  also  nur  über  diejenigen  der  Elemente  dö  er- 
strecken, welche  innerhalb  des  kleinen  Hülfskreises  9t  liegen.  Be- 
achtet man  diese  Bemerkungen,  und  bezeichnet  man  ausserdem  den 
absolut  grössten  Werth  der  Function  (Z  —  A)  innerhalb  des  Krei- 
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ses  St  mit  My  so  ergiebt  sich  aus  (11.)' 

(12.)  abs  ü,  </[ab8  (Z  —  A)]  (rf<y%  <^  Mj{d6')^  <  Jf .  2ä, 

welche  Lage  der  Punkt  x  innerhalb  oder  am  Rande  der  gegebenen 
Kreisfläche  auch  besitzen  mag. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  nun  Z  längs  des  Ereisrandes 
6  stetig.     Gleiches  gilt  daher  auch  von  der  Function: 

(13.)  Z  -  A  =  I,  —  A  =  Z.  -  Za. 

Auch  wird  diese  letztere  Function  =  0  werden,  sobald  man  den 
variablen  Randpunkt  s  nach  a  rücken  lässi  Folglich  wird  man 
das  in  (12.)  enthaltene  M,  d.  i.  den  absolut  grössten  Werth  der 
Function  (Z  —  A)  innerhalb  des  Hülfskreises  S(,  durch  Verkleinerung 
dieses  Hülfskreises  beliebig  klein  machen  können.  Und  dies  über- 
trägt sich;  vermöge  jener  Formel  (12.),  auf  das  abs  Ux*  Bezeich- 
net also  £  einen  ad  libitum  gegebenen  Eleinheitsgrad,  so  kann  man 
das  abs  Ux  durch  gehörige  Verkleinerung  des  um  den  festen  Punkt 
a  beschriebenen  Hülfskreises  %  z.  B.  kleiner  als  \a  machen;  wobei 
die  augenblickliche  Lage  des  Punktes  x  (innerhalb  oder  am  Rande 
der  gegebenen  Kreisfläche)  völlig  gleichgültig  bleibt. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  beschreiben  wir  um  a  einen  zwei- 
ten noch  kleinem  Hülfskreis  a,  und  lassen  denselben  so  klein  wer- 
den, dass  für  alle  von  ihm  umschlossenen  Punkte  x  die  Schwankung 

der  Function  V^  ebenfalls  <^€  iöt. 

Dass  solches  ausführbar  ist,  anterliegt  keinem  Zweifel.  Denn  das  in 
(11.)  mit  V^  bezeichnete  Integral  erstreckt  sich  nur  über  die  Elemente 
d0'\  d.  i.  nur  über  deigenigen  Theil  der  gegebenen  Peripherie^  welcher 
ausserhalb  des  Hülfskreises  %  liegt.  Folglich  ist  dieses  V^  für  die  inner- 
halb %  liegenden  Punkte  x  durchweg  stetig. 

Solches  ausgeführt,  sind  alsdann  offenbar  die  Schwankungen 
der  Function  (f/x+^*)  ^^  *'^®  innerhalb  a  befindlichen  Punkte  x 
kleiner  als  8.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  der  mit  (Ux  -{-  Vx) 
identischen  Function  (TT*  —  Am;,),  vgl.  (!!.)• 

Wir  wollen  sofort  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  nämlich 
um  den  festen  Punkt  a  einen  neuen  noch  kleineren  Hülfskreis  a^ 
beschreiben,  und  denselben  so  klein  uns  denken,  dass  die  (stetige 
und  in  a  verschwindende)  Function  ä(Z  —  A)  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  innerhalb  a^  überall  kleiner  als  jenes  e  ist. 

Alsdann   werden   also,   um   die  Hauptsache  zusammenzufassen, 
innerhalb  des  um  a  beschriehenen  Hülfskreises  oP  einerseits  die  Schwan- 
kungen der  Function 
(14.)  Fx=Wx  —  fiiWx, 
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und  amkreraeHs  die  absolute n  ]Verthe  der  Function 

(K).)  f:  =  7i{i.,-  A) 

dunlifref/  l/einer  als  £  sei)i,  wo  e  den  zu  Anfang  ad  libitum  gewählten 
K leinhcitsgrad  rorsfellt.  Dabei  ist,  was  die  Formel  (14.)  betrifft,  wohl 
im  Auge  zu  belialten,  dass  ./•  als  Colleetivbezeiolinung  dient  für  alle 
runlte  der  gegebejwn  Krcis/läclw,  ihren  Band  mit  eingeschlossen ,  also 
als  Collectivbezeichuuug  für  sämmtliche  Punkte  .;,  s. 

Dies  constatirt,  wollen  wir  nun  statt  der  Functionen  W,  tv  die 
ihnen  adjungirteu  Functionen  M^  ^  in  den  Vordergrund  treten  lassen. 
Mach  (G.)  und  (8.)  ist: 

T,=  ir,.  ii-j-x-j 

und  folglich: 

\t,  —  M\  =  (  ll".  -  A(r,)  +  jt(I.  -  A), 
also  mit  Kücksiclit  auf  die  in  (14.),  (15.)  eiiigefülirteu  Bezeichnungen: 

(M';-A  </-,=   /•■, 

\%-  A4%  =  F, -i- n, 

oder,  weil  <(•.,.  fvergl.  (Oa.jJ  auf  der  ganzen  Kreisfläche,  ihren  Rand 
mit  eingeschlossen,  cniistant,  nämlich  ='2%  ist: 

\r.  =  2;rA  +  i<;  +  /.;. 

Aus  diesen  Formeln  (IG.)  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Ergeb- 
nisse (14.),  (15.),  dass  die  Schwankungen  der  Function  y^  innerhalb 

des  um  cc  beschriebenen  llülfskreises  a^  überall  kleiner  als  3£  sind. 
Auf  die  Gefahr  hin,  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  das  eben  Ge- 
sagte noch  ein  wenig  weiter  erläutern.  Sind  j,  j^  irgend  zwei  Punkte 
innerhalb  der  gegebenen  Kreisfläche,  und  5,  Sj  irgend  zwei  Punkte  an 
ihrem  Rande,  «o  sind  die  Schwankungen  der  Function  V  (16.)  theils  von 
der  Form: 

tlieils  von  der  Form: 

theild  endlich  von  der  Form: 

(■/.)  '»'.-"''„,  =  (-'•;  +  /;)-('•:,  +  /;.)• 

^o  lange  aber  j,  J^  und  .s,  ^i  innerhalb  des  Kreises  a^  bleiben,  ist  jeder 
dieser  Ausdrücke  («,) ^  (|5.),  i^y.),  zufolge  der  Sätze  (14.),  (15.),  seinem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  als  3f,  nämlich  der  absolute  Werth  von  (er.) 
kleiner  als  *,  der  von  (p\)  kleiner  als  2f,  und  der  von  (y.)  kleiner  als  3 f. 
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Innerhalb  des  um  den  Randpankt  a  beschriebenen  Hülfskreises 
a^  sind  also  die  Schwankungen  der  Function  ¥  kleiner  als  Sb,  wo 
das  £  einen  zu  Anfang  ad  libitum  gewählten  Eleinheitsgrad  vor- 
btellt.  Mit  andern  Worten:  Die  FuncHon  Y  ist  in  jenetn  Punkte  a 
stetig.  Und  solches  gilt  offenbar  für  jeden  heliebigen  Randpunkt; 
denn  a  war  ja  zu  Anfang  auf  dem  Rande  der  gegebenen  Kreisfläche 
ganz  beliebig  gewählt.  Dass  andererseits  die  Function  ¥  auch  ste- 
tig ist  für  jeden  innem  Punkt  j,  bedarf  keiner  Erläuterung,  folgt 
nämlich  unmittelbar  aus  der  für  ¥  gegebenen  Definition  (8.).  Wir 
gelangen  somit  zu  folgendem  Resultat: 

Es  seien  am  Bande  6  der  gegebenen  Kreisfläche  irgei%d  weUJie 
längs  6  stetige  Werthe  Z  vorgeschrieben.    Setzt  man  alsdann: 

(1 '•)       ^'  -ff,  0»g  i)  ^  ^^  =/T  ^  ^^  =fi  (^^)" 

und  construirt  man  femer  die  den  Formeln: 

»  IK  +  äZ. 

entsprechende  Function  V,  so  wird  diese  letztere  auf  der  ganzen  Kreis- 
fläche^  ihren  Rand  mit  eingeschlossen^  eindeutig  und  stetig  sein. 
Oder  kürzer  ausgedrückt:  Sie  wird  eindeutig  und  stetig  sein  in  ganzer 
Erstreciung  der  Kreisfläche.    [Vgl.  die  Bemerkung  pg.  393.] 

Innerhalb  der  Kreisfläche  ist  diese  Function  V,  nach  (18.),  iden- 
tisch mit  Wj  mithin,  ebenso  wie  W  selber  [vergl.  (4.)],  harmonisch. 
Beachtet  man  ausserdem,  dass  das  in  (18.)  enthaltene  W,  constant, 
nämlich  =»  sr  M  ist  [vgl.  (3.)],  so  kann  man  den  soeben  ausgespro- 
ebenen  Satz  folgendermassen  vervollständigen: 

Die  in  (17.)  genannte  Function  W  besitzt  am  Rande  der  Kreis- 
fläche  einen  constanten  Werth  srM.    Setzt  man  nun 


.18.) 


(19.) 


(HO  =  Wj, 


äM  +  srZ,, 

so  wird  die  durch  diese  beiden  Formeln  definirte  Function  •¥  in  ganzer 
ErstrecJcung  der  Kreisfläche  eindeutig  und  stetig^  überdies  aber  inner- 
halb der  Kreisfläche  Jiarmonisch  sein. 

Genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt  offenbar,  falls  man  unter 
H,  K  beliebige  Constanten  versteht,  auch  die  Function  HV  +  K, 
also  z.  B.  die  Function: 

(20.)  Z7=  W-M. 
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Die  tinal)' tischen   Ausdrücke   dieser  letztem  Function   sind   für  alle 
Punkte  jj  s  sofort  an^ebbar.     Es  ist  niimlich  nach  (20.): 


also  nach  (10.) 


(21.) 


/•=   Ml^-M, 


l\ 


n 


Diese  Function  V  ist  also  niclit  nur  in  Erstnclcung  der  Kreisfläche 
eindeuti}^  und  stetig,  und  imurhalh  derselben  harmonisch,  soDdern 
überdies  auch  am  lUmdc  derselben  |\vie  aus  (21.)  folgt]  klenÜsvh 
mit  (Im  vonjcschriehvncn  Z'6\  Es  wird  mithin  diese  Function  f/ die 
den  vorgeschriebenen  Z's  entsprechende  Finulamadalfundion  der 
KreisHiiche  sein  [vgl.  die  Definition  (20a.)  pg.  39G].  Demgeiuiiss 
gelangt  man  auf  (Jrund  der  Formeln  (21.),  indem  man  daselbst  liir 
]Vj  und  M  ihre  aus  (17.)  und  (3.)  ersichtlichen  Werthe  substituirt, 
zu   folgendem  Satz: 

Das  Kreistheorem.  —  Siml  am  llamlc  ö  einer  (jegehemn  Kreis- 
/läcJte  irgend  ivch-hc  längs  a  stetige  Werthe  Z  vorgesehriehen j  so  ist  die 
diesen  Wertlien  Z  zugehörige  F n n dam e n t al fu netion  U  sofort  an- 
gebbar. FJnersed.s  nämlieh  irird  dieselbe  in  den  lia n dp u nieten  imt 
j(  nen  J.'s  identiseh  sein;  und  andererseits  wird  dieselbe  in  allen  inncrn 
Funkten  j  darstellbar  sein  dureh  die  Formel: 

Difse  Formel  hann  man  aueh  so  sehreiben: 

odrr  aueh  so: 

oder  null ich  iiiuh  so: 
r2-2v.)  r, -=    '    /'Z(./öi,  —  J    f'zOla),. 


n  ♦ 


•J  TT  9 


Ihdni  InzciiJDui  0  dm  llaudj  e  das  Cent r um  und  li  den  Badiiis 
d(r  Krrisfh'iehe.  Ftrner  bezeielnuii  ((la\  und  {da)c  die  scheinbaren 
(f  rossen  irgeml  ei)i(s  Jiandilenu )d(S  dö  für  einen  in  j  rcspcdwe  ui  c 
In ihullirhoi   F(ob(tiJder.     Ausserdem  bt::eieh)at  v  die  innere  Sonnak 
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des  Eletnentcs  dö,  E  die  Entfernung  des  Punktes  j  vom  Element  d6, 

und  %'  den  von  v  und  E  gebadeten   Winkel  [vgl.  die  Figur  pg.  404]. 

Bemerkiing.  —  Setzt  man  I  «»  Const,  z.  B.  >»  i,  bo  muss  [nach 
Satz  (18.)  pg.  396]  das  zugehörige  U  ebenfalls  »>  1  sein,  fQr  sämmtliche 
Punkte  der  betrachteten  Fl&che.  Hiermit  aber  sind  die  vorstehenden  For- 
meln in  Einklang.  So  z.  B.  geht  die  rechte  Seite  der  Formel  (22  b.)  für 
Z  SS  1  fiber  in: 

d.  i.  in 

—  •  2«  —  — — =r  2nE  —  1.  Q.  e.  d. 

n  2nH 

Der  gegenwärtige  Paragraph  repräsentirt,  seinem  ganzen  Inhalt 
nachy  nur  einen  speciellen  Fall  meiner  Methode  des  arithmetischen 
Mittels.  Diese  Methode  ist  von  mir  theils  in  den  Berichten  der  Kgl. 
iSächs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  April  und  October  1870^  theils  auch  in 
den  Math.  Annalen  (Bd.  11  pg.  558)  exponirt  worden.  In  mehr 
ausführlicher  Gestalt  findet  man  dieselbe  dargestellt  in  meinem  Werke 
über  das  Logarithmisdie  und  Newton' sehe  Potential  (Leipzig,  bei  Teub- 
ner,  1877),  über  welches  referirt  ist  in  den  Math.  Annalen  (Bd.  13, 
pg.  255). 

Uebrigens  ist  der  in  diesem  Paragraph  behandelte  Gegenstand 
derselbe,  mit  dem  auch  Schwarz  (XV.  Jahrgang  der  Vierteljahrs- 
schrift  der  Naturforsch.  Gesellschaft  in  Zürich,  1870  und  Crelle's 
Journal  Bd.  74,  pg.  218)  und  Prym  (Crelle's  Journal  Bd.  73,  pg.  340) 
sich  beschäftigt  haben;  wobei  bemerkt  sein  mag,  dass  der  Schwarz- 
sehe Aufsatz  einige  Bemerkungen  über  meine  Schriften  enthält,  die 
entweder  irrthümlich  sind,  oder  wenigstens  leicht  zu  irrthümlichen 
Auffassungen  Veranlassung  geben  können. 

Man  findet  solche  Bemerkangen  in  dem  genannten  Aufsatz  (Crelle's 
Journal  Bd.  74)  s.  B.  auf  Seite  220  und  240.  Wollte  irgend  ein  Autor 
den  Satz  drucken  lassen:  Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Paralldepipedum 
alle  Kanten  von  gleicher  Länge  sind^  so  ist  das  Parallelepipcdum  ein  Wür- 
fel; so  würde  es  für  den  Recensenten  doch  wohl  wenig  angemessen  sein 
zu  bemerken,  jener  Autor  ,/ordere^*  die  Gleichheit  edler  Kanten,  und  habe 
also  die  für  den  Satz  nothwendigen  Bedingungen  nicht  auf  das  geringste 
Maas»  reducirt.  —  Gewiss  habe  ich  in  meinen  Schriften  sehr  häufig  Sätze 
ausgesprochen,  ohne  in  ihnen  die  Bedingungen  auf  das  geringste  Maass  zu 
reduciren.  Aber  ich  habe  in  solchen  Fällen  eine  derartige  Reduction  auch 
niemals  beabsichtigt  gehabt,  —  geschweige  denn  behauptet,  dass  in  den 
betreffenden  Sätzen  eine  derartige  Reduction  von  mir  bewerkstelligt  sei. 
Wenn  Schwarz  oder  irgend  ein  anderer  Mathematiker  eine  solche  (in  vie- 
len Fällen  recht  schwierige)  Reduction  der  Bedingungen  auf  ihr  geringstes 
Maass  ausführt,  oder  auch  nur  Schritte  thnt,  um  einer  solchen  sich  zu 
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nilbeiD,  so  halte  ich  das  sicherlich  für  sehr  verdienstlich.  Aber  maa  darf 
mir  doch  keinen  Vorwurf  daraus  machen,  dass  bei  meinen  Untersuchungen 
noch  Fragen  offen  bleiben,  mit  denen  Andere  bich  beschäftigen  können. 

Die  «genannten  beiden  Autoren,  Schwarz  mul  Prym,  liaben  iu 
ihren  Aiif.sätzeH  auf  mehrere  meiner  Schriften  Bezug  genommen; 
aber  merkwürdiger  Weise  haben  sie  dabei  meinen  Aufsatz  über  die 
Jldlunle  des  ar Hhm et i sehen  Mitteh,  der  hier  vorzugsweise  iu  Betracht 
zu  ziehen  gewesen  wäre,  v('>llig  unbeachtet  gehissen.  Doch  würde 
es  Unrecht  sein,  denselben  hieraus  einen  V^orwurf  zu  machen.  Denn 
meine  Methode  des  arithmetischen  Mittels  war  zu  jener  Zeit,  als 
Prym  und  Schwarz  ilire  Aufsätze  im  Borcliardt'schen  Journal  drucken 
Hessen,  allerdings  schon  publicirt,  aber  nur  in  ihren  Hauptumrissen, 
fast  mit  blosser  Angabc  der  sich  ergebenden  Resultate,  und  mit 
Uebergehung  vieler  zur  festen  Begründung  erforderlicher  Betrach- 
tungen. Erst  viel  später  habe  ich  Zeit  gefunden,  jene  Untersuchungen 
in  ausführlicher  Weise  darzulegen,  in  dem  schon  citirten  Werk  über 
das  Logarithmische  und  Newtou'sche  Potential  (Teubner  1877). 

Jedenfalls  dürfte  meine  ISIethodc  des  arithmetischen  Mittels  gegen- 
über den  Methoden  der  Herren  Schwarz  und  Vrijm  den  Vorzug  ver- 
dienen, nicht  nur  wegen  ihrer  grössern  Einfachheit ,  sondern  nament- 
lich auch  wegen  ihrer  grössern  Ällrjemcinheit ^  indem  sie  nicht  nur 
auf  den  Kreis,  sondern  auf  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Curven  m 
der  Ehene  und  von  Flärlten  im  Baume,  und  nicht  nur  auf  die  inner- 
halb  dieser  Curven  oder  Flächen,  sondern  ebenso  auch  auf  die  ausser- 
halb derselben  liegenden  Gebiete  anwendbar  ist. 

S  2 

Sich  anschliessende  Betrachtungen  über  die  Kreisfläche. 

Wir  construiren  innerhalb  6  eine  concentrische  Peripherie  r, 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  den  grössten  Werth  näher  zu  unter- 
suchen, den  die  Differenz 

n.)  i'j  —  ^h 

anzunehmen  vermag,  falls  j  und  j\  zwei  Punkte  vorstellen,  die  längs 
jener  Peripherie  r  in  beliebiger  Bewegung  begriffen  sind. 
Nach  (22b.)  pg.  410  ist: 

woraus  z.  B.   [vgl.  die   Bemerkung  pg.  411]   für   Z  =  1   die  For- 
mel folgt: 
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1  =  !/(<?<,), -^/j<r. 
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Maltiplicirt  man   aber  diese  letzte   Formel   mit  einer  wülkärlü^ten 
Constanten  A,  und  subtrahirt  man  sie  sodann  von  (2.),  so  folgt: 

(3.)  Uj-Ä^  l  /(I  -  Ä)  idö)j  -  ^/(Z  -A)d6. 

Vertauscht  man  hier  J  mit  Jj;  und   bringt  man  die  so  entstehende 
neue  Formel  von  (3.)  in  Abzug,  so  erhält  man: 

(4.)  üj  -Uj,==^  /(Z  -  A)  [(d6)j  -  {d  6)j,] , 

oder,  falls  man  die  willkürlich  zu  wählende  Constante  A  =  — '^- 
setzt: 
(5.)  TJ,  -  Uj,  =  I  /(Z  -  ^-^)  [(de),  -  (rftf)J . 

Dabei  mag  unter  K  und  G   das  Minimum  und  Maximum   der  am 
Rande  ö  vorgeschriebenen  Werthe  £  yerst&nden  werden: 

(6.)  iS:=MinZ,    G  =  MaxZ. 

Construirt  man  nun  [vgl.  die  Figur]  zwei  vom  Anfangspunkt 
des  Elementes  dö  nach  j  und  j^  laufende  Linien  E  und  E^,  und 
bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  dieser  beiden  Linien  gegen  die 

P 


Gerade  j^jJc  mit  o  und   Oj,  andererseits  aber  den  Neigungswinkel 
Ton  E  und  E^  gegen  einander  mit  ri,  so  ist  offenbar: 
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Ferner  ergieht  sicli   aus  der  Figur  sofort: 

(d6)j  =  (1(0, 

falls  man   nämlich   unter  (ho  und  rf«,   die   dem  Element  dö  corre- 
spoudirenden  Zuwüchse  der  Winkel   w  und  w, ,  d.  i.   diejenigen  Zu- 
wüchse versteht,  welche  (o  und  co^  annehmen,  sobald  die  Spitze  des 
Winkels  i}  das  Element  d(}  von  rechts  nacli  links  durihwandert. 
Aus  den  Formeln  («.),  (ß.)  folgt  sofort: 

(y.)  (dö)j  —  (döjj^  =d((o  —  co^)  =  r/?;; 

so  dass  also  die  Gleichung  (o.)  die  Gestalt  erhält: 

('•)  ^v  -  f^.  =  :- /(i  -  ^'-t-") '''^ 

Der  Rand  6  der  gegebenen  Kreisfläche  zerfällt  durch  die  ver- 
längerte Linie  jj^  und  durch  ein  in  der  Mitte  von  jj^  auf  Jji  er- 
richtetes Perpendikel  in  vier  Theile: 

07^     F(i     QU,     HO, 

Bezeichnet   man   die    entsprechenden    Theile    des   Integrals   (7.)  re- 
spective  mit 

\or\,   [FQU   \Qn\,   \iio\, 

SO  wird 

(8.)  r,  -  r„  =  l  {\oi'\  +  \i'Q\-[-  \Qin  +  \noi\ , 

mithin: 
(ig  abs(?^  -  /}.)<  ^  (absfOP|  +  abs[Z\>|-4-abs[(?ii]  +  abs[i?0]\ 

Dabei  ist  also  z.  B. 


K)PJ=j\z-^'+^).7,, 


und  folglich:  ^. 


abs  \()V\  <j*iihs  (z  —  ^'  +  ^)  .  abs  (drj). 


(I 


Nun  liegen  aber  [vgl.  (<).)|  sämmtliche  Werthe  Z,  ihrer  Grösse  nach, 
zwischen    K   und    (/,    mithin    säiuuitliehe    W^erthe    des   Ausdruckes 

(Z  —      ^   ')  2^^'i=^^*l^^'i^    ^   o    "^  ^1"^'        .>  Es  ist  also  durchweg: 

abs  (Z  -  ^'  t  ^)  <  ^'   .-^-     ^^^"»i^  l^>^gt- 


f 


abs  [0P]<''  .,  '\j\hs  {dri). 


O 
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Beachtet  man  nun,  dass  i^  zwischen  0  und  P  beständig  im  Wachsen 
begriffen,  mithin  dr)  beständig  positiv,  folglich  abs  (dti)  bestandig 
=>  di/i  ist^  so  ergiebt  sich  für  das  in  der  letzten  Formel  vorhandene 
Integral  der  Werth  (tip  —  rj^),  d.  i.  der  Werth  («  —  0).  Denn  ij 
hat  in  P  den  Werth  tt,  und  in  0  den  Werth  0  [vgl.  die  Figur]. 
Man  erhält  also  die  erste  Formel  des  folgenden  Systems: 

abs  [OP]  <  (^^ ,       abs  [P  Q]  £  ^^^''- , 

abs  IQE]  ^  ^^^ ,       abs  [RO]  ^  ^^^I^I , 

dessen  drei  übrige  Formeln  sich  in  analoger  Weise  ergeben.  Dabei 
bezeichnen  a  und  ß  die  in  der  Figur  bei  P  und  R  markirten  Win- 
kel. —  Somit  folgt  aus  (9.): 

(10.)  abs(tr,_?7,)<(''-^(«  +  «. 

Nun  ist  [was  die  in  der  Figur  mit  a,  ß,  y,  8,  J\  bezeichneten  Win- 
kel betrifft]  offenbar:  a  -{-  ß  ^=  2y,  ferner  y  <  tf,  und  d  =  A,  mithin: 

a-f./J=:'2y<2*  =  2A, 

und  folglich: 

(iL)  abs(?7,-t^,.)<(^rL^. 

Dabei  bezeichnet  A  [vgl.  die  Figur]  die  scheinbare  Grosse  des  (mit 
jji  parallelen)  Durchmessers  yyi  für  einen  in  R  befindlichen  Be- 
obachter, oder,  besser  ausgedrückt,  denjenigen  Maximal  werth ,  den 
die  scheinbare  Grösse  des  Durchmessers  yyi  für  einen  längs  des 
Kreisrandes  6  fortschfeitenden  Beobachter  anzunehmen  im  Stande 

ist.     Setzt  man        =  x,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Erster  Zusatz  zum  Erelstheorem.  —  Es  sei  6  der  Rand  einer 
gegebenen  Kreisfläche,  ferner  t  eine  kleinere  und  zu  6  concentrische 
Kreisperipherie.  Die  Radien  von  6  und  x  mögen  respecHve  R  und  r 
heissen;  mithin  R>  r. 

Versteht  man  nun  unter  U  irgend  eine  Fundamentalfunction 
der  gegebenen  Kreisfläche  [d.  i.  eine  Function,  die  auf  dieser  Fläche 
eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  derselben  harmonisch  ist],  und 
versteht  man  ferner  unter  K  und  G  das  Minimum  und  Maximum  der 
Randwerthe  von  U,  so  unrd  für  zwei  längs  t  in  beliebiger  Beufegung 
begriffene  Punkte  j  und  j,  fortdauernd  die  Formel  gelten: 

(12.)  abs  {Uj  -  Uj^)  <:(G-K)H. 
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TJahei  hczek-lincf  x  eine  positive  Consfanfc,  die  <  1  ist,  und  (hm 
Werth  ledif/lich  abhängt  von  den  beiden  Uadien  Uy  r. 

Consfndrt  man  vätnlieh  irgend  einen  Diirehmcsse^'  der  IWiphcrie 
T,  und  versteht  man  unter  A  den  Maximaliverth  der  scheinbaren  Grösse 
dieses  Durchmessers  für  einen  längs  a  fortschreitenden  Beobaehi(^  [vgl. 
die  Figur  pg.  413],  so  ist: 

2  A 
(\;],)  X  =  "     ,  also  stets  <  1. 

Hieraus  folgt  übrigens  sofort,  dass  x  auch  so  darstellbar  ist: 

(14.  x=  l  Arctg  j^ , 

wo  Arctg  i?;  den  kleinsten  Winlel  vorstellt,  dessen  Tangente  =  x  ist. 
Es  sei  jetzt  innerhalb  0  irgend  eine  Curve  ^  gegeben,  und  die 
einzelnen  Punkte  dieser  Curve  seien  ebenfalls  mit  ^  bezeichnet.  Als- 
dann finden  für  diese  Punkte  5,  zufolge  des  Satzes  (L),  (Ib.)  pg.  398, 

die  Formeln  statt: 

K<U:<G, 

Dr:<G  —  K, 

wo  K  und  G  die  schon  (^jenannten  Bedeutungen  haben. 

Die  Function  V  wird  aber,  weil  sie  eine  Fundamentalfunctioii 
der  von  6  begrenzten  Kreisfläche  ist,  eo  ipso  auch  eine  Fundamen- 
talfunction  der  11  einer en  von  r  begrenzten  Kreisfläche  sein.  Liegt 
daher  die  Curve  £,  wie  wir  annehmen  w^ollen,  nicht  nur  innerhalb 
6,  sondern  auch  innerhalb  r,  so  ergeben  sich,  zufolge  des  citirten 
Satzes,  für  diese  lieinere  Kreisfläche  die  mit  (15.)  analogen  Formeln: 

l'<l':<ff, 
I) Ik  <9-  h 

dabei  bezeichnen  7.'  und  g  das   Minimum  und   Maximum  derjenigen 
Werthe,  welche    U  längs  r  besitzt.     Nach  (12.)  ist  aber 


(15.) 


(IG.) 


g  —  Ic  <  [G  —  K)  X, 

wodurch  die  letzte  der  Formeln  (1<).)  übergeht  in: 

(17.)  Dr:<{G-K)x. 

Bezeichnet  man  schliesslich  die  AVerthe  von  U  am  Rande  6 
der  ursprünglich  gegebenen  Kreisfläche,  ebenso  wie  früher,  mit  ^^ 
so  ist  ofl'enbar  K  =  Min  I,  ferner  G  =  Maxi,  endlich  G  —  K=D^] 
so  dass  also  die  Formeln  (15.).  (17.)  auch  so  darstellbar  sind: 
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Minl<  f7;<MaxI, 
(18.)  DU^<DT, 

Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Der  erste  Znsatz  zum  Kreistheorem^  in  etwas  anderer  Gestalt. 
Am  Bande  6  einer  g€gd>enen  Kreisfläche  seien  irgend  welche  längs 
6  stetige  Werthe  Z  vorgeschrieben.  Femer  sei  gebildet  die  diesen  Z's 
entsprediende  Fundamental function: 

Denkt  man  sich  nun  innerhalb  der  Kreisfläche  eine  mit  6  concen- 
trische  Peripherie  t,  und  innerhalb  r  irgend  eine  Curve  g  gegeben,  und 
die  einzelnen  Funkte  dieser  Curve  d>enfalls  mit  g  bezeidmet,  so  gelten 
folgende  Formeln: 

Min  I  <  17/'  ^  <  Max  I, 

(KI.)  ,^ 

Dabei  bezeichnet  x  eine  positive  Constante,  die  <,l  ist,  und  deren 
Werth  lediglich  abhängt  von  den  Radien  B  und  r  der  beiden  Kreise 
6  und  T.  Es  besitzt  nämlich  diese  Constante  x  den  in  (13.),  (14.)  ge- 
nannten Werth, 

§3. 

Weitere  Betraohtungen  über  die  Kreisfläche. 

Sind  am  Kande  ö  der  gegebenen  Kreisfläche  irgend  welche 
längs  6  stetige  Werthe  Z  in  beliebiger  Weise  vorgeschrieben,  so 
liefert  die  Formel  (22  c.)  pg.  410 

(1.)  Uj=lfZ[{d6)j^i,(d6).] 

eine  Function  «T/,  welche  auf  der  Kreisfläche  eindeutig  und  stetig, 
innerhalb  derselben  harmonisch,  und  am  Bande  derselben  identisch 
mit  jenen  Z*s  ist.  Doch  liefert  die  Formel  [wie  an  der  citirten 
Stelle  ausdrücklich  hervorgehoben  wurde]  nur  diejenigen  Werthe, 
welche  U  innerhalb  der  Kreisfläche  besitzt.  Demgemäss  wird  bei 
den  jetzt  folgenden,  auf  der  Formel  (1.)  basirenden  Betrachtungen, 
(2.)  beständig  im  Auge  zu  behalten  sein,  dass  daselbst  unter  j  nur  in- 
nere Funkte  zu  verstellen  sind.  [Eine  besondere  Formel  für  die  Band- 
werthe  von  TJ  ist  nicht  weiter  nöthig,  weil  diese  identisch  mit  den 
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rrpgebeiieii  Z's  siiul.|     Der  iu  (1.)   in  chu*   eckigen  Klammer  enthal- 
tene Ausdrnck: 

(:).)  (da)j  —  }r  {(lö), 

ist,  wie  man  leiclit  erkennt  [vgl.  die  Erläuterung  auf  pg.  419], 
sfcfs  ])(^sifir.     Demgeinäss  folgt  aus  (1.)  sofort: 

{^')  abs  Vj  <        I  (abs  I)  |  (döy  —  \  (r/<jjej . 

Wir  wollen  jetzt  die  Kandfunetion  Z  uns  der  Art  gegeben  den- 
ken, dass  sie  auf  ö  längs  einzelner  Strecken  6',  d",  d'"  ...  rcr- 
schwindet y  dagegen  längs  der  nacli  Absonderung  von  6\  d",  ö'"  .  .  . 
noch  übrig  bleibenden  Strecken  (V ^  ß'\  ß"'  .  .  .  irgend  welche  ^Verthc 
besitzt.  Dabei  soll  Z,  nach  wie  vor,  längs  des  «ganzen  Randes  6  $k- 
fig  sein.  Es  soll  also  angenommen  werden,  dass  Z  in  den  Eml- 
punlcten  der  Segmente  /j',  ß",  {V"  .  .  .  verschwindet,  zugleich  aber 
längs  jedes  einzelnen  solchen  Segmentes  steti(j  ist. 

Solches  festgesetzt,  reducirt  sich  das  Integral  (4.)  auf  die  ein- 
zelnen Strecken  ß\  /i",  {V'\  .  .  .     Man   erhält  daher: 

\  [^/    (abs  Z)[  (r/ff);-  \{d0)A  + 

+  /^,.  (abs  I)  [{d6)j  -  i  (rfff),]  +  . . . 


abs  Ij  < 


(f).)  oder,   falls   man   den   nhsolnt  r/rössten    Werfh   von  Z   für   säuamtliche 
Segmente  ß\  /3",  /i'",  .  .  .  mit  ]\[  bezeichnet: 

abs  /  •;  <  ^^  [/^^..  1  ido),  -  y  ( d 0).. \  +  /^.,  [U/ff),  -  {  0/ff)J  +...], 
oder,  einfacher  geschrieben: 

(.;.)        abs  /}  <  ^^-  \^{(ß-)j  -  .•  (/r),  I  +  \(ß"),  -  -K/s").]  +  •••], 

WO  unter  den  {ß)j  und  (ß)c  die  scheinbaren  Grössen  der  Segmente  ß 
zu  verstehen  sind  für  einen  in  /  res}>ective  im  Centrura  c  befind- 
lichen Beobachter.  Aus  dieser  Bedeutung  der  {ß)j  und  (ß)r  ergiebk 
sich  leicht,  dass  für  jedwedes  Segment  ß  die  Formel  stattfindet:- 

(7.)  (ß)j-  \(ß)c  =  ^--bj^ 

wo  hj  denjenigen  Winkel  ropräsentirt,  unter  welchem  der  Bogen  ß 
gegen  einen  eun/inof  und  durch  /  gehenden  Kreisbogen  geneigt  ist 
l)abei  sind  unter  zwei  conlinen  Kreisboijen  solche  zu  verstehen, 
deren  Endpunkte  coincidiren. 
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(f) 


(£■) 


(8.) 


Brläntemng.  —  lo  beistehender  Figur  ist  die  gegebene,  am  daa  Cen- 
tram c  beschriebene  Peripherie  a  durch  irgend  zwei  Punkte  g,h  in  einen 
untern  Theil  ß,  und  einen  obern 
Theil  ß^  zerlegt.  Markirt  man  nun 
irgendwo  innerhalb  a  einen  Punkt  j, 
und  bezeichnet  man  mit  C  das  Cen- 
trum des  zu  ß  confinen  und  durch 
j  gehenden  Kreisbogens  B,  so  ist 
offenbar: 

((?).«  Winkel  (^iÄ), 
(P),-  Winkel  (pcÄ), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(ß)j  «  Winkel  (pCw), 

iCWc"  Winkel  (^ cm). 

Hieraus  aber  folgt,  durch  Subtrac- 

tioh  und  mit  Hinblick  auf  das  in  der  Figur  gezeichnete  Dreieck  gcC: 

(»^  ~i(a- Winkel  (ci^C). 

Dieser  Winkel  (cgC)  ist  aber  offenbar  identisch  mit  demjenigen  Winkel 
6^  unter  welchem  der  Kreisbogen  B  gegen  ß^  geneigt  ist.   Man  erh&It  also: 

wo  h^  die  schon  genannte  Bedeutung  besitzt,  während  b  den  supplemen- 
tären Winkel,  d.  i.  denjenigen  vorstellt,  unter  welchem  der  Bogen  B  gegen 
ß  geneigt  ist. 

Diese  Gleichung  (f.),  welche  in  analoger  Weise  fflr  jedwede  andere 
Lage  des  innern  Punktes  j  ableitbar  ist,  repräsentirt  aber  die  zu  beweisende 
Formel  (7.).  Nur  ist  dort  statt  b  die  genauere  Bezeichnungsweise  b,  an- 
gewendet. 

Die  mit  b  und  b^  bezeichneten  Neigungswinkel  {Bß^  und  (Bß)  wer- 
den, falls  man  dem  innern  Punkte  j  andere  und  andere  Lagen  zuertheilt, 
offenbar  stets  zwischen  0  und  n  bleiben.  Somit  folgt  aus  (f.),  dass  der 
Werth  des  Ausdrucks 

ebenfalls  stets  zwischen  0  und  n  bleibt,  also  stets  positiv  ist.  Und  dies 
wird  offenbar  auch  dann  z.  B.  stattfinden,  wenn  man  den  Bogen  ß  durch 
ein  unendlich  kleines  Bogenelement  da  ersetzt;  womit  die  oben  über  den 
Ausdruck  (S.)  gemachte  Behauptung  bewiesen  ist. 

Die   Formel  (6.)   nimmt  hxm   mit  Rücksicht  auf  (7.)  die  ein- 
fachere Gestalt  an: 

abs  Uj^^[{7t  -  6,0  +  (:r  -  fc/O  +  ...], 
wo  allgemein  6/">  den  Winkel  vorstellt,  nnter  welchem  ein  zu  ^*^ 
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confirier   und    durch  j    gebender    Kreisbogen   cjegen  ß"^    geneigt  ist. 
Der  liier  auftretendn  Ausdruck 

(i^.  Tr  =  \i7C  -  i;)  -f  (n-  -  VO  +  •  •  •] 

i>t  -tets  po.-itiv  und  stets  <  «t,    wie  sogleich  erläutert  werden  soll. 

Alle  Botr^n  pT,  ß'.,  .  .  .  und  d'  d'\  .  .  .  zusammengenommen  re- 

j)rli.seiitiren  die  ganze   Peripherie  6.     Folglich  ist    für  jedwede   Lage 

des  innern  Punktes  j 

■ß'..  +  (i^'.b  +  •••]  +  [«5';v  +  inj  +  •••]  =  2«, 

mithin  z.  B.  auch: 

^'/ ):  +  r/j"  )-  -\ ]  +  [(d'\  +  (ö'l:  -{ ]  =  2:r. 

Multiplicirt    man   aber    diese   beiden    Gleichungen   respective    mit   1 

und  —   ^^  j  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksieht  auf  (7.): 

(\(>.)  |('.T - ;,/;  +  (^ -  f'j")  +  ■■■]  +  U^ - <h')  +  (^ - ''/')  +  •••]  =  »r, 

falls  man  nämlich  den  d/'*^  hinsichtlich  der  Bogen  6  "^  dieselbe  Be- 
deutung zuertheilt,  welche  die  ?>/"'  hinsichtlich  der  ß^"^  besitzen. 

Die  Winkel  h/"^  und  (/, "  liegen  ihrer  Xatur  nach  stets  zwischen 
0  und  7C.  Folglich  sind  die  Differenzen  jt  —  ?>/"^  und  tt  —  d/*^  stets 
positiv.  Die  linke  Seite  der  Formel  (10.)  wird  daher  verJdeinert 
werden,  falls  man  einen  Theil  dieser  positiven  Differenzen  daselbst 
unterdrückt.     Man  erhält  also  z.  B.: 

\(7t  -  b/)  +  (;r  -  ?>/')  +  •  •  -1  +  (^  —  ^/)  <  ^, 
oder,  was  dasselbe  ist: 

\(^-h;)-\-(:T-hr)  +  -..]<d;, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (0.): 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich  offenbar  auch  Wj  <  d/\  u.  s.  w.;  so 
dass  man  folgendes  Formelsystem  erhält: 

(U.j  1^;'>^(/;  ^'^  "^  <(;  7  ^'0  ^  ^^/' ?  ®^C-    ^^• 

Da  nun  die  Winkel  h/''^  und  (Z,^"^,  wie  bereits  mehrfach  bemerkt  ist, 
ihrer  Natur  nach  stets  zwischen  0  und  7t  bleiben,  so  ergiebt  sich 
aus  (1).),  dass  Wj  stets  positiv  ist.  andererseits  aus  (11.);  dass  Wj 
stets  <  71  ist.     Q.  e.  d. 

Dies    vorangeschickt,    stellen   wir  uns  jetzt  folgende  Aufgabe: 

Auf  der  Kreisfläche  sind  irgend  tcelche  Ciirven  ^\  t,'\  S'",  .  .  .  gegeben, 

/|9\  f^^'^'  -^*'^'  f^(f^^  S"^  ^^'c  beiden   Junlpunlte  des  Bogens  ß^""^  mit  eifiander 

vrrbindetj  in  diese-n  beiden  Pnnlden  aber  die  PeripJarie  ö  nicht  tangirt, 

und  überhaupt,  ausser  diesen   bcuhm  Punkten,  leinen  weitereti  Punit 
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mit  ö  geniein  hat.  Es  soll  das  Maximum  derjenigen  Werthe  unter- 
sucht werden^  u>dche  Wj  annimmt,  falls  der  Punkt  j  sämmüiche  Curven 
t}  i%  i'%  •  •  •  durchläuft. 

Zu  diesem  Zweck  zerlegen  wir  jedwede  Curve  ^"^  in  zwei  Theile, 
etwa  (um  die  Vorstellung  zu  fiziren)  in  zwei  gleiche  Theile,  und 
nennen  diese  Theile  die  HaXbcurven.  Sodann  construiren  wir  einen 
zu  d'  confinen  Kreisbogen  A'  von 
solcher  Lage,  dass  die  beiden  in  den 
Endpunkten  von  d'  anstossenden 
Halbcurven*)  in  Erstreckung  des 
von  if  und  A'  umschlossenen  Ge- 
bietes (Jf  ä!)  liegen,  indem  wir 
gleichzeitig  dafür  sorgen,  dass  der 
Flächeninhalt  dieses  Gebietes  nuig- 
lichst  klein  wird.  Alsdann  ist  offen- 
bar der  gegenseitige  Neigungswinkel 
Je  der  beiden  Bogen  d',  A'  stets 
<  X  (niemals  »«  ;r);  denn  man  hat 
zu  beachten,  dass  jene  beiden  Halbcurven,  ausser  den  beiden  End- 
punkten des  Bogens  d\  keine  weiteren  Punkte  mit  6  gemein  haben. 
Für  sämmtliche  Punkte  j  des  Gebietes  (d'A')  ist  aber  d/  <k\  also: 

d;<K<7C, 
folglich  auch  nach  (11.)^ 
(13a.)  Wj^k'<n. 

Und  diese  Formel  wird  also  z.  B.  auch  stattfinden  fär  alle  Punkte  j 
der  in  Rede  stehenden  beiden  Halbcurven. 

Analoges  gilt  für  8".  Construirt  man  nämlich  einen  zu  ä" 
confinen  Kreisbogen  A''  von  solcher  Lage^  dass  die  beiden  in  den 
Endpunkten  von  d''  anstossenden  Halbcurven  in  Erstreckung  des 
Gebietes  (d^^  A'^)  liegen,  und  dass  überdies  der  Flächeninhalt  dieses 
Gebietes  ein  möglichst  kleiner  ist^  so  wird  der  gegenseitige  Neigungs- 
winkel V'  der  beiden  Bogen  S^,  A"  stets  <  tc  (niemals  «s  n)  sein. 
Und  gleichzeitig  wird  für  alle  Punkte  j  jener  beiden  Halbcurven 

die  Formel  stattfinden: 
(13  b.)  Wj<r<n. 

U.  8.  w.   U.  s.  w. 

Operirt  man  in   analoger  Weise  bei  sämmtlichen  Bogen  d',  8"^ 

lf'\  . . . ,  und  bezeichnet  man  den  grössten  der  dabei  zu  construiren- 

den  Winkel   k'^  k'\  W\  . . .  mit  K,   so   gelangt  man   also  zu   dem 

*)  Nur  diese  Hälbcwrücn  sind  in  der  Figur  angegeben. 
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Hesultut,  dass  für  sämmtliclie  Punkte  j  aller  Ilalhcurvai  zusammm- 
(jowmmcn  die  Formel  stattfindet: 

(l-i.)  Wj  <  K  <  n,     [j  auf  g',  S",  C",  •  •  -J, 

oder,  etwas  anders  geschrieben: 

71  TV  • 

In  dieser  Formel  (lo.),   die  also  gülti«^  ist  ////•  sämmtlichc  Funlde  j 

der  fjef/chcnen  Cxirvcn  J',  J",  ^'\  . .  ,,   repräsentirt  der  Bruch  —  eine 

(iSa.)  .  .  .  ^ 

^  '^  *  '"^von   den  (jcomctrkchcn    Verhält iussen   abhängende  positive    Canstantc, 

deren  Werth  stets  <   1   (niemals  =1)  ist.     Zugleich  repräsentiren 

die  Formeln  (14.),  (IT).)  die  Lösung  der  in  (12.)  proponirten  Aufgabe. 

Wir   kehren  jetzt  zurück   zur   Function   U,     Die  nach  (8.)  und 

(il)  für  jedweden   Funkt  /  innerhalb  6  geltende  Formel 

ir. 

fl(3.)  abs   Uj<]\I-'- 

wird  z.  B.  auch  gültig  sein  für  diejenigen  Punkte  /,  welche  auf  den 
(Uirvcn  g',  5",  ^'\  .  .  .  (jchycn  sind.  Alsdann  aber  subordinirt  sich 
die  rechte  Seite  der  Formel  der  in  (15.)  angegebenen  Relation;  so 
dass  man  erhält: 

(17.)  abs  ir,  <  M  t",     [j  auf  ?',  r',  t'",  •  •  •]• 


7t 


Wie  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  [in  (2.j]  betont  ist,  sind 
unter  den  Punkten  j  durchweg  solche  zu  verstehen,  die  imwrJutlh 
der  gegebenen  KreisHäche  liegen.  Demgemäss  wird  also  z.  B.  die 
Formel  (17.)  gültig  sein  für  solche  Punkte  /,  die  auf  den  Curven  ^^ 
J",  g",  .  .  . ,  und  zugleich  innerJudb  der  gegebenen  Kreisfläche  liegen. 

Hieraus  aber  folgt,  weil  U  in  ganzer  Erstreckung  der  Kreis- 
lläche  eindeutig  und  stetig  ist,  nach  bekannter  Schlussweise  sofort, 
dass  die  Formel  (17.)  auch  noch  gültig  ist  für  die  am  Bande  der 
Kreisfläche  befindlichen  Endpunkte  jener  Curven. 

Wollte  man  iiämlicli  das  Gegenthcil  annebmen,  also  behaupten,  das 
abs   U  sei  iu  irgend  einem  dieser   lOndpunkte  g  um  eine  angebbare  Quan- 

titiit  a  (jroHsrr  als  -^^^    -,   so   mn.st^to    |  weil    U  in  ganzer    Erstreckung  der 

Kroisllilclie  eindeutig  und  stutig  i^t]  auf  der  bei  g  mündenden  Curve  t  i^ 

unmittelbarer  Nähe  von  g  ein  Punkt  ./  vorhanden  sein,  in  welchem  U  um 

s  K 

—    grösser  als  M  —    ist;    —    was    der    schon    constatirten    Formel  (17.) 

*<  7t 

widerspricht. 
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Bezeichnet  man  also  sämmtliche  Punkte  der  Curven  g',  f",  J;"', . . . 
(inclasive  ihrer  Endpunkte)  kurzweg  mit  i,  so  ist  ausnahmslos: 

(18.)  abs  t/f  ^Jf~, 

mithin  z.  B.  auch: 
(19.)  Maxabs  Ui^<M~, 

oder^  was  dasselbe  ist  [vgl.  (5.)]: 

(20.)  Max  abs  U^  £  (Max  abs  I^)  ^  • 

K 
Bezeichnet  man  also  die  Constante    -  mit  A,  und  beachtet  man  die 

in  (15  a.)  über  diese  Constante  gemachten  Bemerkungen,  so  gelangt 
man  zn  folgendem  Satz: 

Zweiter  Znsatz  zum  Kreistheorem.  —  Am  Bande  6  der  gegebenen 
Kreisfläche  seien  längs  dieses  Bandes  stetige  Wertlie  Z  vorgeschrieben^ 
die  nur  in  einzelnen  Bandsegmenten  ßy  /J",  /f ",  . . .  von  Null  ver- 
sd^ieden  sind,  in  den  dajstviscJien  liegenden  Bandsegmenten  d',  di\  di'\ ... 
aber  verschwinden.  Femer  sei  gebildet  die  diesen  T's  entsprechende  fun- 
damentale Function: 

Sind  nun  auf  der  Kreisfläche  irgend  welche  Curven  J',  £",  ^\  ...  ge- 
geben,  und  zwar  der  Art,  dass  ^"^  die  beiden  Endpunkte  des  Segmentes 
/J^''>  verbindet,  in  jenen  Endpunkten  aber  den  Band  6  nicht  tangirt, 
und  iiberhaupt,  ausser  diesen  beiden  Punkten,  keine  weiteren  Punkte 
mit  6  gemein  hat,  so  wird,  falls  man  sämmtliche  Punkte  des  Curven- 
Systems  i\  g",  g"',  . . .  kurzweg  mit  i  bezeichnet,  die  Formel  gelten: 

(KU.)  Max  abs  U^^'  ^  <:  (Max  abs  I^)  A. 

Dabei  bezeichnet  k  eine  positive  Constante^  die  <  1  ist,  und  deren 
Werth  lediglich  abMngt  von  den  gegebenen  geometrischen  Verhält- 
nissen,  d.  i,  von  der  Lage  des  Curvensystems  g',  g",  f ",  . . .  in  Bezug 
auf  die  Kreis fläcJte. 

§4. 
Betraohtnngen  über  einen  Kreisring. 

Die  Yorhergehendeu  Paragraphen  enthalten  gewisse  für  unsere 
eigentlichen  Zwecke  erforderlichen  Hülfsätze.  Ein  weiterer  solcher 
Satz  betrifft  den  Kreisring,  und  lautet  folgendermassen: 

Satz  über  den  Kreisring.  —  Es  sei  gegeben  eitie  van  ztvei  concen- 
irischen  Kreislinien  a  und  ß  begrenzte  ringförmige  Fläche  &afif  tind 
zwar  sei,  tvas  die  Badien  betrifft: 
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(1.)  i?.>7?,.. 

Ausserdem  sei  eine  Fund  Ion  U=  U{x,ii)  gegeben ,  tvelche  auf  ^^^ 
euukulig  loul  stetig,  luul  innerhalh  @,,*^  hannonisch  Ist»  Denkt  man 
sich  (dsdann  eine  mit  a,  ß  efmeent fische  Feripherie  ö  construirt,  deren 
Iladius  Rn   der  Formel  entspricht: 

Fa  >  Fa   >  F-i  , 

"'^  SO  H'ird  das  über  ö  erst  redete  hdegral 

I  (       dy  —  ^.    dx  1  =  Coust. 

sein,  niiintieh  ein  und  denselben  Werth  behalten ^  tvdche  Grösse  man 
dem  Fadias  Fo  innerlialb  des  soeben  festgesetzten  Spielraumes  (2.) 
auch  zuertheilen  mag. 

Setzt  man  nun  insbesorfilere  voraus,  der  constante   Werth  des  In- 
tegrales (3.)  sei  =  Oj  es  gelte  also  die  Formel: 

/*/dT^  du      \ 

(  y  dy  —  -r~-  dx )  =  0, 

so  ivird  stets  auch  folgende  Formel  gelten: 

/).  //.;    Das  arilhmdisehe  JSFdtel  der  längs  a  vorhandenen    Wcrthc  U 
wird  alsdann  ebensog ross  sein  wie  das  arithmetische  Mätel  derjenigen 
Werth e  U,  die  längs  ß  sich  rarfmden. 

Beweis.  --  Construirt    man    zwischen    «    und    ^    irgend    zwei  inter- 
mediäre cuncentrische  Perii)berien  a  und  r,  entsprechend  der  Formel: 

it„  >  K  >  i'V  >  n„ 

80  ist   U  [zufolge  der  jj:emacliten  Voraussetzungen]    in  ganzer  Erstreckung 
der  ringförmigen  Fläche  3,,^  eindeutig,  stetig  und  harmonisch.    Demgemäss 

ist  [zufolge  des  Satzes  (8.)  pg.  391]: 

oder,  etwas  anders  geschrieben: 

/     l  <t{i  —    .      dx]  =.    /     I    .       dij  ^      dx], 

die  IntegratioMfMi  üb*!r  g  und  x  in  gleichem  Sinne,  d.  i.  in  paralleler  Ricl^' 
tung  hinerstreckt  gc(hicht.     Hieniit  ist  die  Behauptung  (3.)  bewiesen. 

Was  nun  ferner  den  J>eweis  (h3r  Formel  (5.)  betritft,    so   denke  man 
sich   die   Fläche  <o^,^  durch    irgend   einen   von   a   nach   ^   gehenden  Qo^^* 

schnitt  ii  in  eine  cinfadi  zusammenh'hirjcnde  Fläche  (3^^^^   verwandelt.  A^^' 

dann  wird  [zufolge  des  Satzes  (9.)  pg.  392]  durch  die  Formel 
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eine  Function  V  =-  F(a;,  y)  definirt  werden ,  die  innerhalb  ^^ßq  ^lodentig 

nnd  stetig,  und  längs  ^  mit  einer  constanten  Differenz  behaftet  ist.  Diese 
Differenz  aber  ist  »"0,  zufolge  unserer  in  (4.)  gemachten  Voraussetzung. 
Die  Function  V  ist  daher  nicht  nur  innerhalb  ^aHq'*  sondern  auch 
innerhalb  @„^  eindeutig  und  stetig.  Und  demgemäss  wird  [ygl.  (10  a.)  pg. 
392]  das  Binom 

eine  monogene  Function  von  z  ^^  x  '\-  iy  sein,  die  innerhalb  @^^  eindeutig 

und  stetig  ist.^  Genau  dasselbe  gilt  auch  yon  ,  folglich  auch  von  der 

z  "—  c 
Function 

f{z)         V  '\-iV 


z  —  c         z  —  c 

fiftlls  man  nämlich  unter  c  »■  a  -|*  *&  irgend  einen  festen  nnd  zwar  aMOser- 
haib  &^a  gelegenen  Punkt  versteht. 

Da  nun  fiz)  die  Eigenschaften  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  Hmer- 
halb  &fga,  mithin  in  ganzer  Erstreckung  von  0^  besitzt,  so  folg^  [mittelst 
des  Cauchy*8chen  Satzes  (9.)  pg.  19]: 


r  m  dz  ^  fMdz^ 

U  a   Z  —  C        */  t    Z  —  c' 


die  Integrationen  über  c  und  x  in  parallelen  Richtungen  erstreckt.  Nimmt 
man  jetzt  fflr  c  das  gemeinschaftliche  Centrum  der  Peripherien  a,  «r,  r,  ^, 
so  ergiebt  sich  [vgl.  pg.  S9S,  894]: 

Sm  du    ff(z)  dz 


2nR^  2nR^ 


die  Integrationen  hinerstreckt  Aber  alle  Elemente  de  und  dt  der  Kreislinien 
<r  und  t.  Setzt  man  hier  aber  ffir  f{z)  seinen  Werth  U  -\-  iV,  so  ergeben 
sich  zwei  Relationen,  von  denen  die  eine  lautet: 

fU„dc       fü^d. 


2nB^  2nB^ 

Diese  Formel  ist,  wie  aus  ihrer  Ableitung  hervorgeht,  gültig  fiir  irgend 
zwei  der  Formel 

entsprechende  Kreislinien  «r,  t.  Folglich  wird  sie,  weil  [nach  unserer 
Voraussetzung]  U  in  ganzer  Erstreckung  von  6„^  eindeutig  und  stetig  ist, 
auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  a  mit  a,  und  t  mit  ß  zusammen- 
f allen  lässt;  so  dass  man  also  erhält: 


JVa^       fU^dß 


oder  einfacher  geschrieben: 


mUJ  -  fR(r^).  Q.  e.  d. 


4l?G  Siebzehutes  Capitel. 

§  f». 

Die  Fundamentalfunctionen  der  Normalcalotte. 

Definition.  —  Eine  sphärisch  gckriimmte  m-hUiürige  Windwigs- 
/lache,  (leren  Band  durch  eine  nach  m  Umläufeti  in  sich  znrückkeh- 
(A.)  rende  Kreislinie  dargestellt  ist^  soll  in  Zukunft,  einerlei  oh  das 
sphärische  Centnim  dieser  Linie  im  Windungspnnhte  der  Fläche  lufß 
oder  nicht y  eine  Normal calotte  heissen»  Für  den  Fall  m  =  l  ver- 
wandelt sich  also  die  Noriiuilcalotte  in  diejenige  Fläche,  welche 
schlechtweg  als  Calotte  bezeichnet  wird. 

Definition.  —  Denld  man  sich  eine  m-hlättnge  Narmälcaloüe 
mittelst  eines  den  Windungspunld  umlan faulen  und  7iach  m  Umgäyigen 
(B.)  in  sich  zuriicldcehrenden  kreisförmigen  Schnittes  in  zwei  Theile  zer- 
legt, so  tvird  der  eine  Theil  iviederum  eine  Normalcalotte  sein.  Der 
andere  mag  eine  Normalzone  genannt  iverden.  Eine  solche  Normal- 
zone ist  also  stets  von  zwei  Kreislinien  begrenzt.  Ob  die  sphärischen 
Centra  dieser  beiden  Kreislinien  mit  einander  coincidiren  oder  nicht, 
bleibt  dabei  völlig  dahingestellt. 

Dies  vorangeschickt,  beginnen  wir  zunächst  mit  einigen  ein- 
fachen Betrachtungen  über  die  gewöhnliche  einhUittrige  Kugelflache. 
Auf  dieser  Kugelflache  seien  irgend  zwei  Punkte  c,  c  markirt, 
gleichzeitig  mag  die  Sehne  cc  oder  vielmehr  die  durch  Verlängerung 
dieser  Sehne  entstehende  Secante  mit  L  bezeichnet  sein.  Denkt 
luan  sich  durch  />*)  irgend  eine  Ebene  gelegt,  und  den  Kreis,  in 
welchem  die  Kugelflilche  von  dieser  Ebene  geschnitten  wird,  mit 
s  bezeichnet,  so  entstehen,  falls  man  jene  Ebene  um  L  in  Rotation 
versetzt,  unendlich  viele  solche  Kreise  5,  die  säramtlich  in  c  ein- 
ander schneiden,  ebenso  in  c\  Markirt  man  nun  auf  L,  und  zwar 
ausserhalb  der  Kugelfläche,  irgend  einen  Punkt  k,  und  legt  man 
von  A  aus  Tangenten  t  an  sämratlichc  Kreise  Sj  so  werden  all'  diese 
^'s  zusammen  genommen  nichts  Anderes  sein,  als  der  von  X  an  die 
Kugelfläche  gelegte  TangentialkcgcL  Demgemäss  wird  die  Gesammtheit 
der  Punkte  (^s,  t),  in  denen  die  einzelnen  s  von  den  zugehörigen  ^s 
berührt  werden,  die  Contactcurve  jenes  Tangentialkegels  repräsentiren. 

Die  Punkte  (s,  t)  sind  daher  als  solche  zu  bezeichnen,  die  vom 
gemeinschaftlichen  Ausgaiigspuid\te  der  ^'s,  d.  i.  von  A  gleich  tccit 
entfernt  sind.  Hieraus  folgt,  dass  jedwede  Tangente  t,  mithin  auch 
jedweder  Kreis  s  senkrecht  geschnitten  wird  von  der  durch  die  Ge- 
sammtheit der  Punkte  (s,  t)  gebildeten  Contactcurve. 


*)  d.  i.  durch  die  runkte  c  und  c. 
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Sind  also  auf  der  Kugelfläche  zwei  feste  Punkte  c  tmd  e'  gegdkm, 
und  denkt  man  sich  alle  auf  der  Kugdfläche  liegenden  und  durch  c 
(1.)  und  c  gellenden  Kreise  mit  s  bemchnet,  so  werden  die  eu  diesen  Kreisen 
s  orthogonalen  Kreise  ö  nichts  Anderes  sein  als  die  Contadcurven 
derjenigen  Tangentiafkegetj  deren  Spitzen  in  der  durch  c,  c'  gehenden 
geraden  Linie  liegen. 

Denkt  man  sich  nun  einen  der  Kreise  6  gegeben,  und  überdies 
den  Funkt  c  gegeben,  so  kann  man  die  übrigen  Kreise  ö,  ferner 
die  Kreise  s,  und  namentlich  auch  den  Punkt  c'  leicht  construiren, 
in  folgender  Weise: 

Man  construire  zuvorderst  denjenigen  Tangentialkegel^  der  den 
gegebenen  Kreis  ö  zur  Gontactcurye  hat  Der  Punkt,  in  welchem 
eine  durch  die  Spitze  A  dieses  Kegels  und  den  gegebenen  Punkt  c 
gehende  gerade  Linie  L  die  Kugelfläche  zum  zweiten  Male  schneidet, 
ist  alsdann  der  gesuchte  Punkt  c\  Nachdem  in  solcher  Weise  c' 
gefunden  ist^  ergeben  sich  sofort  sämmtliche  Kreise  s.  Und  gleich- 
zeitig ergeben  sich  die  übrigen  Kreise  6  dadurch,  dass  man  die 
Spitze  jenes  Tangentialkegels  längs  L  fortschreiten  lässt,  und  dabei 
▼on  Augenblick  zu  Augenblick  die  Gontactcurye  des  Kegels  con- 
struirt.    Man  gelangt  so  z.  B.  zu  folgendem  Satz: 

Sind  auf  der  Kugelfläche  irgend  ein  Kreis  6  und  irgend  ein  Punkt 
c  gegeben,  so  lassen  sich  auf  der  Kugel fläclie  unendlich  viele  Kreise 
construiren,  die  zu  6  orthogonal  sindj  und  sämmÜich  durch  c  gehen. 
(2.)  AIV  diese  unendlich  vielen  Kreise  schneiden  sich,  ausser  in  c,  noch  in 
einem  zweiten  Punkte  c',  der  hinfort  der  zu  c  in  Bezug  auf  ö  con- 
jugirte  Punkt  heissen  mag. 

Dieser  conjugirte  Punkt  c  kann,  falls  c  und  6  gegeben  sind,  mit 
/jN  Leichtigkeit  gefunden  werden.  Denn  die  gerade  Linie  cc'  muss  stets 
durch  die  Spitze  desjenigen  Tangentialkegels  gehen,  der  den  Kreis  6 
zur  Contactcurve  Jiat. 

Sind  auf  der  Kugelfläche  irgend  welche  Kreise  gegeben,  so 
werden  dieselben,  bei  Ausführung  einer  stereographischen  Prqjection, 
bekanntlich  Kreise  bleiben.  Und  sind  zwei  der  ursprünglich  ge- 
gebenen Kreise  zu  einander  orthogonal,  so  werden  sie,  bei  Aus- 
führung dieser  Projection,  orthogonal  bleiben.  Demgemäss  ergiebt 
sich  aus  der  in  (2.)  gegebenen  Definition  sofort  folgender  Satz: 

Sind  auf  der  Kugelfläclie  irgend  ein  Kreis  6  und  zwei  in  Bezug 

auf  ö  zu  einander  conjugirte  Punkte  c  und  c   gegeben,  so  wird  diese 

^  '^  gegenseitige  Beziehung  zwischen  ö,  c,  c  auch  dann  noch  fortbestehen, 

wenn  man  ö,  c^  c'  irgend  welcher  stereographischen  Projection  unter- 
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wirft;  also  z.  IL  fortbestehen,  wenn  man  ö,  c,  c  [vgl.  die  Figur  pg.  53J 
von  0'  ans  auf  die  Horizonialehene  MN.  oder  von  0  aus  auf  die 
Äntipodenehene  M'  N'  projicirt. 

Denkt  man  sich  also  in  solcher  Weise  (7,  c,  c'  in  eine  Eboic 
versetzt,  so  wird  c'  nach  wie  vor  der  zweite  Durchschnittspunkt 
derjenigen  unendlich  vielen  Kreise  sein,  welche  durch  c  gehen  und 
zu  ö  orthogonal  sind.  Bezeichnet  man  daher,  hier  in  der  Ebene,  die 
Abstände  irgend  eines  auf  ö  liegenden  Punktes  z  von  c  und  c    re- 

(5.)  spective  mit  r,  r\  so  wird  der  Quotient     , ,  nach  bekannten  Sätzen, 

constant  bleiben,  falls  man  jenen  Punkt  z  längs  ö  fortschreiten  lässt 
Denkt  man  sich  also  z.  B.,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  jene 
Projection  auf  die  Horizontalebcne  ausgeführt,  und  die  den  Punkten 
6',  e\  z  mit  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  dieser  Ebene  zukom- 
menden Symbole  a  +  /7>,  a'  +  '^'7  ^  +  ^V  gleichfalls  mit  c,  c\  z 
bezeichnet,  und  überdies 

(ß-)  -  I  c'  =  S 

gesetzt,  wo  ^  ein  Punkt  in  einer  neuen  Ebene,  in  der  g-Ebeue 
sein  soll,  so  wird,  falls  uuiii  z  längs  a  fortschreiten  lässt,  gleich- 
zeitig dieser  neue  l\nikt  ^  in  der  J- Ebene  eine  Kreisperipherie 
durchwandern,  deren  Centrum  im  Anfangspunkte  der  J-Ubene  liegt. 
Setzt  man  nämlich,  was  jene  Horizontalebene,  d.  i,  die  ^-Ebene 
betrifft: 

z  —  e  ='  re    , 


'   r\  * 


z  —  e  =r  V     , 
und  was  die  J- Ebene  betrifft: 

SO  gellt  die  Formel  (<>.)  über  in: 

woraus  folgt: 

Lässt   man    nun   aber   den   Punkt  z  längs  o  fortschreiten,   so  bleibt 
,    [nach  (^5.)]  eonstanf,  also  |inich  (S.)]  auch  q  constant.     Q.  e.  d. 

Aus  diesen  einfachen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  folgender 

Satz.  —  Auf  der  (jvw'uhnlichen  einblättrigen  Kuyelflächc  sei  irgend 
eine  Calotte  ahjeyreiizt,  und  ihr  h  reis  förmiger  Band  mit  a  hezeiclinet* 
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(9.)  Femer  sei  innerhalb  der  CaloUe  irgend  ein  Punkt  c  gegAen,  und  der 
in  Bezug  auf  ö  zu  c  conjugirte  [also  ausserhalb  der  Calotte  liegende] 
Punkt  mit  c   bezeidinet.    Alsdann  werden  sich  durch  die  Substitution 

sämmtliche  Punkte  z  der  Calotte  in  eine  auf  der  t' Ebene  liegende 
Kreisfläche  verwandeln,  deren  Centrum  im  Anfangspunkte  der  i- Ebene 
d.  i.  in  5  =  0  liegt 

Selbstverständlich  ist  dieser  Satz  auch  dann  noch  anwendbar; 
wenn  die  Calotte  auf  einer  mehrblättrigen  Riemann'schen  Eugel- 
fläche  91  abgegrenzt  ist;  vorausgesetzt;  dass  diese  Calotte  durchweg 
aus  einem  Blatt  besteht,  also  z.  B.  frei  von  Windungspunkten  ist 
Aber  auch  f&r  mehrblätterige  Calotten  existirt  unter  Umständen  ein 
analoger  Satz,  der  aus  den  bereits  angestellten  Betrachtungen  mit 
Leichtigkeit  sich  ergiebt.     Derselbe  laute t: 

Satz.  —  JEs  sei  fft  eine  n -blättrige  Riemann*sctie  KugelflächCy  und 
(10.)  auf  81  sei  irgend  eine  m-blättrige  Normalcalotte  abgegrenzt^),  deren 
Windungspunkt  c,  und  deren  Band  ö  heissen  mag  [vgl.  die  Definition 
(A.)  pg.  426]. 

Femer  sei  c  der  in  Bezug  auf  6  zu  c  conjugirte  [also  ausser- 
halb* der  Calotte  liegende]   Punkt    Alsdann  werden  sich  mittelst  der 

Substitution 

z  —  c         An 

sämmäidic  Punkte  z  der  m-blättrigen  Calotte  in  eine  auf  der  i-Ebene 
liegende  einblättrige  Kreisfläche  verwandeln,  deren  Centrum  im  Anfangs- 
punkte der  i' Ebene  liegt 

Bemerkung.  —  Bei  Ableitung  der  Sätze  (9.),  (10.)  ist  die  Projection 
auf  die  Horizontaiehene  benatst  wordeo.  Bedient  man  sich,  statt  dieser, 
der  Projection  auf  die  Äntipodenehene,  so  gelangt  man  za  analogen  Sätzen, 
die  von  jenen  nur  dadurch  abweichen,  dass  in  den  betreffenden  Sub- 
stitntionsformeln : 

11 

z  C  Q.   ,,  f  —  c 

an  Stelle  von  , 

1        2.  z  —  c 

z        c 
anftritt.     Diese  beiden   Ausdrücke  unterscheiden  sich   aber  von   einander 
nur   durch   einen  canstanten  Factor.     Demgemäss  sind  also  die  in  Rede 
stehenden  neuen  Sätze  mit  den  schon  ausgesprochenen   Sätzen  (9.)i  (10.) 
nicht  nur  analog,  sondern  geradezu  idetUisdi. 

*)  Es  ist  mithin  m  "^n. 
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Bezeichnet  man  eine  der  in  (9.),  (10.)  genannten  Calotten  mit 
Qj  und  denkt  man  sich  ferner  am  Kaude  ö  der  Fläche  ©  irgend 
welche  (jedoch  stetige)  AVerthe  Z  in  beliebiger  Weise  vorgeschrieben, 
so  wird  die  diesen  Werthen  Z  entsprechende  Fundamentalfunctiou 
U  der  Fläche  @,  wie  leicht  zu  ül)ersehen  ist,  ein  und  dieselbe 
bleiben,  einerlei  ob  man  die  Fläche  ®  in  ihrem  nrsprün(jUchen  Zn- 
standv  verharren,  oder  ob  man  sie,  mittelst  der  angegebenen  Sub- 
stitutionen, in  die  (iestalt  einer  Krcisjläclw  übergehen  lässt.  Für 
diesen  Ictztcrni  Zustand  ist  aber  jene  Function  U  sofort  angebbar, 
nach  dem  Theorem  pg.  410.     I'\)lglich  ist  sie  es  auch  für  den  erstem 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  erste  die  Kreisfläche  betreffende 
Zusatz  Ipg.  41 7 1  auf  die  Calotte  ©  übertragen,  und  ebenso  auch 
der  zurite  [pg.  421^)],  so  dass  man  also  zu  folgenden  Resultaten 
gelangt: 

Satz  über  die  Normalcalotte.  —  t<imJ  am  Bamle  a  einer  Nor- 
male ah^fte  I  vgl.  die  l)elinition  pg.  426]  irgend  weli'he  längs  dieses 
Randes  stetige  Wert  he  Z  vorgeselirieheHy  so  wird  die  diesen  Z'5  zu- 
gehörige FHndame)dalfunetion  der  Calotte  stets  construirhar  sein. 
I),  h,  es  wird  stets  eine  Fnnetion  etmstruirhar  sein,  welche  auf  dn 
Cahftte  eindenfig  und  stetig;  innerhalb  derselben  harnianiseh,  und  (nn 
Jlande  derselben  idenfiseh  mit  jenem  Z'5  ist 

Erster  Zusatz.   —  Bezeiehnet  man  diese  Fnnetion  mit 

und  denkt  man  sieh  völlig  innerhalb  der  Calotte  eine  Cmre  J  ge- 
geben, so  gelten  für  siiwmf liehe  ]Verthe,  welche  V  '  auf  t,  besitzt,  die 
Formeln: 

MinZ<  r'''^<MaxZ, 

(N 1.) 

DFf'^  <(T)r)x. 

Dabei  bezeichnet  x  eine  positive  Ctnistante,  die  stets  <  1  ist,  timl  (h'cti 
Werth   lediglieh    von  den  gegebenen  gannetrischen    Verhältnissen  ab- 
hängt.    ]\Ian  kann  x   etiea    bezeichnen   als  die  l^ituafiofiseonstaute 
der  Oirve  ^  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte. 

Zweiter  Zusatz. —  Sind  die  vorgeschriebenen  Z's  nur  länejs  ein- 
zelner Bandsegmente  ß\  ß".  ß"\  ...  von  Null  verschieden^  hnvß 
der  dazirisehen  befindliehen  Segmente  aber  verschivindend ,  wul  sind 
id^erdies  auf  der  Calotte  irgend  welche  Curven  ^,  t,",  g"\  .  .  .  geejchn, 
und  zirar  ihr  Art  gegtben,  dass  ^'"^  die  beiden  Fndpnnkte  von  ß^"^  t'^'* 
bindet,  in  di(se)i  beiden  Funkten  aber  den  Cedottenrand  ö  nicht  tangirt, 
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und  überhaupt  ausser  diesen  beiden  Punkten  keinen  weiteren  Punkt  mit 
6  gemein  hat,  so  wird  die  jenen   T's  zugehörige  FundamenUüfundion 

der  Formel  entsprechen: 

(NIL)  Max  ab8  üz^'  ^  ^  (Max  abs  X^)  A, 

fTO  der  Ausdruck  linker  Hand  den   absolut  grössten  Werth  vorstellty 

den  die  Function  U^'     in  sämmtlichen  Punkten  g  des  Curvensystems 

J^f  S">  5"?  •  •  •  besiti^. 

Dabei  bezeichnet  X  eine  positive  Constante,  die  <  list^  und  deren 
Werth  lediglich  abhängt  von  den  gegebenen  geometrischen  VerMlt- 
nissen.  Man  kann  k  etwa  bezeichnen  als  die  Situationsconstante 
des  Curvensystems  E',  £",  g'",  ...  in  Bezug  auf  die  gegd>ene  (Motte. 


Achtzehntes  Capitel. 
Beweis  der  Uiemaiin\sclieii  Existeiiztlieoreme. 

§  1. 

Aufstellung  eines  gewissen  Convergenztheorems. 

Es  sei  ®  ein  helkhujcr  Theil  einer  Kieiuann'schen  Kugelfläcbe. 
Und  es  motten  uiieucUicli  viele  Fuudamentalfunctionen  dieser  Fläche®: 

(1.)  r^")  =  lJ^'^\x,  y).     «  =  1,  2,  3, . . .  oo, 

«i[e}^ebeu  sein,  also  Functionen,  die  auf  @  eindeutig  und  stetig,  und 
InnrrJta/h  @  harmonisch  sind.  Wir  wollen  nun  den  Rand  vou  @ 
I  welcher  im  Allgemeinen  aus  niehrrren  Curveu  bestehen  wirdj  mit 
(J,  die  luindwerthe  der  Functiiuien  U^"^  mit  f  ,/"^  bezeichnen,  aiul 
voraussetzen,  dass  diese  Handwerthe  der  Formel  entsprechen: 

(1>.)  abs  rj'^'<r^i% 

wo  r,  |[i  zwei  gegebene  posifirc  C\))i!>taiitai  sind,  und  ft  <  1  ist. 

Aus  der  Voraussetzung  ["2.)  folgt  mit  Rücksieht  auf  den  Satz 
1^17.)  pg.  fV.K),  dass  für  alle  iimrrJidJh  S  befindlichen  Punkte  j  die 
analoge   Formel  i^ilt: 

[r^.)  abs  r,-<r^i\ 

Aus  (2.\  ('.\.)  folgt  nun  aber  weiter,  dass  die  Reihe 
(1.)  V=  T'^  +  r^-   +  r^s.  _^  ...in  inf. 

für  jalictilcn  Punkt  der  Fläilie  3  rourrnflrtj  einerlei  ob  derselbe 
iniu'rhalb  3  oder  am  iuuule  von  S  licL^t;  so  dass  also  dieses  durch 
[■\,)  definirte  P  tür  jnUndtn  Punkt  der  Flüche  @  einen  he- 
.stitunifoi  (Nillichni   \\  erth   besitzt. 

Für  lue  zwischen    P  und  dem  ohUnlttn  rohjnom: 

vorhandtMU'   PitVeren/.    P-    ]''''  u'ilt.  nach  1 2.\  (3.\  die  Formel: 

ahs  y  V  -   P^-^)  -^^  r  (,u  ■-  '  4-  ii    r-  +  «"-^^^  +  ...  in  inf.), 
d.  i.   die   Fi)ruud: 
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(6.)  ab8(F-FC')<[-^I*^; 

und   zwar  gilt  diese   Formel   simultan  für  sämmtiiche   Punkte   der 
ganzen  Fläche  @. 

Nach  unserer  Voraussetzung  sind  aber  U^^\  U^^\  ü^^\  . .  • 
auf  @  eindeutig  und  stetig.  Gleiches  gilt  daher  Ton  dem  Polynom 
V^*\  (5.),  und  folglich  auch  von  V  selber,  wie  solches  mittelst  der 
Formel  (6.)  leicht  zu  beweisen  ist 

Erläütenuig.  —  Zufolge  (6.)  kann  man,  falls  irgend  ein  Kleinheits- 
grad B  gegeben  ist,  die  Zahl  n  so  gross  machen,  dass  »imuUan  für  sänwU- 
liehe  Ponkte  der  Fläche  @  die  Formel  stattfindet: 

(«0  abs(F—  F^^^X«. 

Solches  ausgeführt  gedacht  markire  man  jetzt  auf  S  einen  beliebigen 
Punkt  X  (einerlei  ob  innerhalb  S  oder  am  Bande  von  @),  und  beschreibe 
um  X,  als  Centrum,  eine  kleine  Kreislinie.  Diese  letztere  wird,  je  nach- 
dem X  ein  gewöhnlicher  Punkt  oder  ein  Windangspunkt  ist,  entweder 
eine  gewöhnliche  Kreislinie  oder  aber  eine  solche  sein,  die  erst  nach 
mehreren  Umläufen  in  sich  zurückkehrt. 

Da  nun  das  Polynom  F^"^  auf  @  überall  eindeutig  und  stetig  ist, 
so  kann  man  sämmtiiche  Differenzen,  welche  F^"^  auf  @  innerhalb  dieser 
Kreislinie  besitzt,  durch  Verkleinerung  des  Kreisradius  unter  s  hinab- 
drücken. Mit  andern  Worten:  Man  kann  den  Radius  so  klein  machen, 
dass  für  zwei  auf  @  innerhalb  des  Kreises  in  beliebiger  Bewegung  be- 
griffene Punkte  Xi  und  x^  fortdauernd  die  Formel  stattfindet 

V)  abg(F,W-  F,W)<*. 

Hier  aber  kann  man,  zufolge  (a.),  F^"^  mit  F  yertauschen,  ohne  dabei  einei^ 
Fehler  yon  mehr  als  2c  hineinzubringen,  und  erhält  also: 

Demgemäss  ist  F  im  Punkte  x  stetig  zu  nennen,  also,  weil  x  auf  @  be- 
liebig gewählt  war,  stetig  zu  nennen  in  jedwedem  Punkte  der  Fläche  @. 
Q.  e.  d. 

Die  durch  (4.)  definirte  Function  V  ist  also  auf  @  eindeutig 
(7.)  und  stetig,  mithin  z.  B.  auch  integrirbar]  wovon  weiterhin  Gebrauch 
zu  machen  ist.  Wir  werden  jetzt  schliesslich  noch  nachweisen,  dass 
V  innerhalb  @  harmonisch  isi 

Zu  diesem  Zweck  markiren  wir  innerhalb  @  einen  beliebigen 
Punkt  c,  bezeichnen  das  Bereich  des  Punktes  c  in  seinem  ursprüng- 
lichen und  natürlichen  Zustande  respective  mit  U  (c,  e)  und  9  (y,  i), 
und  denken  uns  diese  Bereiche  in  solcher  Weise  umgrenzt,  dass  9( 
eine  Kreisfläche  vorstellt,  deren  Centrum  in  y  liegt.  Nach  unserer 
Voraussetzung  sind  die  Functionen   TJ^^^y  ü^^^,  ü^^\ . . .  auf  ©  ein- 

Hemnann,  Aber»ofae  Integrale.  2.  Aafl.  28 


434  Achtzehntes  Capitel. 

(leutig  und  stetig,  und  innerhalb  ©  harmonisch.  Folglich  sind  die- 
selben auf  der  innerhalb  ©  liegenden  Fläche  U,  mithin  auch  auf  31 
ebenfalls  mit  diesen  drei  Eig<Mischaften  behaftet.  Gleiches  gilt 
daher  z.  B.  auch  von  F^"^,  (5.).  Demgemäss  wird  der  Werth  von 
F^"^  in  jedwedem  innerhalb  3t  liegendem  Punkte  j  darstellbar  sein 
durch  die  Formel  (22  a.)  pg.  410: 

(8.)  ^l"-nJ^\.    E      -27^^«'"'''«' 

die  Integration  hinerstreckt  «gedacht  über  alle  Randelemeute  da  der 
Kreisfläche  3t.  Dabei  bezeichnet  I"/"^  den  Werth  von  F^"^  im  Ele- 
mente da^  ferner  K  den  Abstand  des  Punktes  j  vom  Element  da^ 
ferner  Q-  den  Winkel,  unter  welchem  K  gegen  die  auf  da  errichtete 
innere  Normale  geneigt  ist,  endlich  R  den  Radius  von  31.  Die 
Formel  (8.)  gilt,  wie  schon  gesagt,  für  alle  Punkte  j  innerhalh  8L 
Sie  gilt  also  für  alle  Punkte  j  in  ganzer  Erstreclcung  von  SIq,  falls 
man  unter  31^,  eine  mit  3t  concentrische  Kreisfläche  versteht,  deren 
Radius  i?,,  <  TL  ist. 

Fraglich  aber  ist,  ob  die  Formel  auf  31q  noch  gültig  bleibt, 
wenn  man  in  ihr  F^"^  durch  F  ersetzt.  Bezeichnet  man  vorläufig 
den  durch  diese  Substitution  entstehenden  Fehler  mit  A,  schreibt 
man  also: 

^o  ergiebt  sich  aus  (S.)  und  (\).)  durch  Subtraction: 
(10.)  A  +  (T>  -  »7"')  =  ■:  ,/;  [";/  --  i]  (T  <.  -  F.  <-))  da. 

Denkt  man  sich  diese  Formel  (10.)  der  Reihe  nach  für  irgend  welche 
Zahlen  n  <  n  <  n"  <  . .  .  hingeschrieben,  so  wird  dabei  das  A  stets 
denselben  Werth  behalten.  Denn  A  repräsentirt  die  durch  (9.)  de- 
finirte  feafe,  von  n  nnabhümj'uje  (Grösse.  Und  dieses  feste  A  muss 
also,  zufolge  (10.),  weil  Yj  —  Vj"^  und  Vu  —  Fa^**^  bei  wachsendem 
n  gegen  0  convergiren,  noth wendig  =  O  sein. 

Genaueres.  —  In  den  Formeln  (8.)»  (9),  (10.)  repräsentirt  j  irgend 
einen  auf  %^  (Radius  /^„)  geh?g(,nen  Punkt;  während  die  dortigen  Inte- 
grationen über  den  Rand  von  ^}l  selber  (Radius  i?)  fortlaufen.  Demgemäss 
ist  also  das  dortige  K  >  li  —  7i*,^ ,  mithin 


und  folglich: 


E        R-  i<^' 
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iß.)  abs  [^  -  -L]    <   ^_^_  +  _^. 

Mit  Rücksicht  hierauf,  sowie   mit  Rücksicht  auf  die  in   (6.)  gefundene 
Formel: 

folgt  nun  ans  (10.)  sofort: 


(»•) 


Da  DUD  fi  ein  positiver  achter  Bruch,  mithin  die  rechte  Seite  dieser  Formel 
durch  Yergrösserung  Ton  n  unter  jeden  beliebigen  Eleinheitsgrad  £  hinab- 
drückbar  ist,  so  muss  die  fesie  (von  n  unabhängige)  Grösse  abs  A  kleiner 
sein  als  jedwedes  noch  so  kleine  e.    Folglich  ist  sie  &»  0.    Q.  e.  d. 

Da  nan  A  =»  0  ist,  so  geht  die  Formel  (9.)  über  in: 

Hieraus  aber  folgt^  falls  man  die  Coordinaten  des  auf  9^  liegenden 
Punktes  j  mit  S^  q  bezeichnet,  sofort,  dass  Vj  auf  %^  den  Formeln 
entspricht: 

02.)  ,/,   ä~«^etig,     ^  +  -^J  =  0, 

dass  also  ?}  auf  9o,  mithin  auch  auf  Uq  harmonisch  zu  nennen  ist. 
Dabei  bezeichnet  Uq  den  mit  X^  correspondirenden  Theil  von  U, 
also  ein  kleines  den  Punkt  c  umgebendes  Flächenstdck,  oder  (kürzer 
ausgedrückt)  das  Bereich  von  c. 

Die  Function  V  ist  also  harmonisch  im  Bereich  eines  jedweden 
innerhalb  @  gelegenen  Punktes  c.  Mit  andern  Worten:  Sie  ist 
innerhalb  @  überall  harmonisch.  Alles  zusammengefasst,  gelangt  man 
daher  zu  folgendem  Resultat: 

Gonvergenztheorem.  —  Es  sei  @  ein  heliehiger  Theil  einer 
Riemann'schen  Kugelfläche.     Und  es  mögen  unendlich  viele  Functionen 

(13.)  ?7<">  =  ?7(»)  (x,  y),    n  =  1,  2,  3, . . .  oo, 

gegeben  sein^  die  auf  @  eindeutig  und  stetig  j  und  innerhalb  @  har- 
manisch  sind.  Ueberdies  sei  bekannt,  dass  die  Randu?erthe  üa^*^  dieser 
Functionen  ü^*>  der  Formel  entsprechen: 

(14.)  abs  W»)<r^-, 

f€o  r,  li  zwei  gegebene  positive  Constanten  vorstellen,  von  denen  die 
letztere  <l  ist. 

Setzt  man  cUsdann 

(15.)  F—  tr(i)  +  £r(»)  +  t7W  +  . . .  in  inf., 

28* 
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so  wird  (Urses   V  nicht  mir  für  jahv eilen  Piinlct  der  Fläche  @  con- 
rrrf/riit,  d,  L  von  bestimmtem  end liehen    Weythe  sein,  sondern  zu- 
f/leieh  eine  Funetion  vorstellen  y  die  auf  @  eindeutig  und  stetig ^  und 
innrrhdih  Q  harmonisch  ist. 
Seht  man  ferner 

(K'O  ir=iim,_:c  r>\ 

so  wird  dieses    W  für  jedweden  VunJd  der  Fläche  ©  verschwinden: 
wio  sohlu's  aus  den  Formeln  (2.),  (3.)  unmittelbar  folgt]. 


§  2. 
Darlegung  oinor  disjunctiven  Methode  zur  Bildung  der 

Fundamentalfunctionen. 

Wird  irü^endwo  aus  dem  Innern  einer  gegebenen  Fläche  ein 
Ineisfdrmigts  Stiiel'  herausgenommen,  so  entsteht  eine  neue  Flache, 
(leren  Kandcurvenanzalil  um  1  grösser  ist,  als  die  der  ursprung- 
lii'hen  Fläche.  Ich  werde  nun  zeigen,  dass  man  in  vielen  (noch 
näher  anzugohenden')  Fällen  die  Fundamentalaufgabe  (20.)  pg.  306 
Tür  diese  neue  Fläche  zu  l(')sen  vernuig,  falls  man  nur  im  Besitz 
irgend  einer  Methode  ist  zur  Lösung  derselben  für  die  ursjn'ünglicJte 
Fläehe. 

FiS    sei    ^ei^ebcn    ein    von    beliobisj:    vielen   Randcurven   a, ,  a^, 
(V...  .  .  .  (r.    bci^reuzter  Tlieil  der  tiidddttri^jvn  Kuscelfläche,  derselbe  sei 

ileuuMit sprechend  bezeichnet  mit 

y\\  <?....:,.:,.    .;.,   oder  kürzer  mit  S,, . 

Aus  dem  Innern  dieser  Fläche  y\}  sei  eiu  Ir^is förmiges  Stüel',  d,  i. 
eine  (  w.\'r^  hcrausirenommeu.  und  das  alsdann  noch  übrific  bleibende 
Flächcn>tru'k  mit 

,»>  ^  vT    .     .  >    oder  kürzer  mit   S,, , 

he.eivhuet,      P.vIhm  soll  p  den  Kand  jener   herausgenommenen  (dis- 

i;;ii^ntc:;    Talv^ttc  vvM'stoHtii;  so  dass  also  die  Fläche  » 2. i  im  Ganzen 

y\    *    V  KaiuivV.rNc:;:  i...  c. .  <    ,  .  .  .  ü  .  :>  besitzt,  von  denen  die  letzte 

^i>  ^  c'.u    A*-.>   ist.      />   >,    »:    •/,    :.  -     ..•    :,:j«ycv<   r   raussetzen^    irgend 

'C^   •.,'             .'-:        ,'  .\  '  '-'•■'.:    F'i\y   2.     l.u     Fs  soll 

•:        .-.■    .:"v..:  .    :  >.    .!.'.;>    ri\;,VK/if  auch  ßr 

,1'      :        >  '    ■/-     F>   >.  .V  a.\v>   tine  Fun- 

.    :  3    .    :     -    ■■  >"••..♦:■«  t>r.v*K(/i/  wcrdfn, 

•  >  "  .       ..  '/•    .    i   c- .  <i^, . . .  Ci,  ß  Wmt- 


\'  'l\ 


■  t  \»  .        .         .» 


(*■) 
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Bemerkung.  —   AU  HalfMäld  bei  dieser  Uatenuchnng  werden  d 
diejenigen  beiden  Cftlotten 


dienen,  io  welche  die  gante  nnvereehrte  Engelfl&che  durch  den  Ereii  ß 
■erftllt    Die  [in  beistehender  Figur»)  achrararte]  Calotte  S^"  loll  jene  06- 


getrewUe  (di^ngirte)  Calotte  vontellen;  w&hrend  anderereeite  S^die  tiip- 

plemenlare  Calotte,  d.  h.  die  ganze  volle  KugelSache,  mit  alleiniger  Ans- 

nahme  von  @J,  repr&ientirt. 

DemgeniiH  stebt  S„.  in  gleichartiger  Beiichung  la  @^  wie  tu  ®^, 

Denn  ®„^  ist  offenbar  ein  Theü  von  8^,  ebenso  aber  andererseits  anch 

ein  Theil  von  ©^. 

Die  FundamentalfunctioDen  der  FlScbea  ©„  und  @ri,  welche 
respective  ü  und  V  heissea  mögen,  sind  ohne  Weiteres  construirbar, 
die  ersteren  zufolge  unserer  Yoraueeetzung  (3.),  die  letstem  zufolge 
des  Satzes  pg.  430.  Von  den  vorge  seh  rieb  enen  T'b  ausgehend,  kann 
man  daher  der  Beihe  nach  folgende  Functionen  ip,  fp,  9",  qo'", , . 
constmiren: 


(6.) 


(6.) 


<f    —V''^, 

»'    -  Fft  », 

y"  _  U'-  •', 

^■"  _  F(l.  »", 

yi»  _  u»,  »■", 

,<    _  Kft  »"  , 

etc. 

etc. 

gleichzeitig  werde  gesetzt: 

^^(^-^■)  +  (^~-^-)...  +  {, 

,1»-)  _  ^t-H-Dj  -)-...  in  inf. 

Es  bezeichnet  hier  z.  B.  f  diejenige 

Fläche  ©ai  welche  am  Bande  von  ©„  d.  i.  in  den  Gurren  a  die 
vorgeschriebenen  Werthe  £  besitzt.  Sodaun  bezeichnet  7'  diejenige 
Fundamentalfunction  V  der  Fläche  ©,4,  welche  am  Rande  von  @^ 
d.  i.  anf  der  Kreislinie  ß  identisch  mit  dem  (schon  construirten)  tp 


*)  Die  Zahl  A  i«t  in  dieser  Figur  »  i  genommen. 


9,^ 

ff 

9,1  > 

er  y 

etc. 

9,*^, 

5.): 

(fj  = 

-  r 

"               1 
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ist.  Sodann  bezeichnet  ferner  q)"  diejenige  Fundamentalfunction  Ü 
der  Fliiche  ©u,  welche  in  den  Curven  a  identisch  mit  dem  (schon 
construirten)  tp'  ist.  U.  s.  w.  U.  s.  w.  Die  geraden  g?'s  sind  also 
Fundanientalfunctionen  von  ©,, ,  andererseits  die  ungeraden  g?'s  Fun- 
damentalfunctionen  von  @^.  Hieraus  aber  folgt,  dass  sämmtliche 
[1.)  (p'Sj  die  geraden  wie  die  ungeraden,  Fundamental funcfionen  der  Fläche 
(S„^i  vorstellen;  denn  ©„^  ist  [vgl.  die  vorhergehende  Bemerkung] 
ein    71ieil  von  @,r,  mid  ebenso  auch  ein  Tlieil  von  ®^. 

Das  in  (().)  eingeführte  x  i^^  vorläufig  noch  bedeutungslos]  denn 
es  ist  vorläufig  noch  unbekannt,  ob  die  daselbst  für  x  gegebene 
Keihe  convergirt  oder  divergirt.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  sind 
zuvörderst  gewisse  Eigenschaften  der  g?'s  darzulegen.    Aus  (5.)  folgt: 

(•^•^  Ta  =   (fu    , 

TV  '" 

etc. 
Ferner  folgt  aus  der  ersten  Zeile  von 

liienius  aber  folgt  weiter: 

j  Min  I.,  <  qpy  <  Max  X.,,  |  Min  (f^  ^  (fj  ^  Max  tp^, 

und  zwar  ergeben  sich  die  Formeln  links  mittelst  des  Satzes  (L), 
[}h.)  pg.  o^^^,  die  Formeln  rechts  mittelst  des  Satzes  (Nl.)  pg.  430. 
r>abei  bezoiehuet  x  eine  positive  Constante,  die  <  1  ist,  die  Si- 
t'(nti{'n.<'OfL<t<nite  des  C'iirvensvstemes  a  in  Bezuj:;  auf  die  Calotte 
2^.  Aus  den  vier  Formeln  <]. •  folgt  nun  weiter  durch  Elimination 
>on  g^.   respective  />g^^: 

I  Min  I,;  <  qr,'  <  Max  Z,>. 

Ebenso  wie  diese  Formeln  (r/^  aus  der  ersten  Zeile  von  (5.) 
sioh  ergeben  haben,  ebenso  werden  entsprechende  Formeln  ans  den 
/< .'';' /aiV/<  Zeilen  von  ( .^.  >  re>ultiren:  so  dass  man.  Alles  zusammen- 
üofasst,  folirende  Tabell»^  erhält: 

Mini       -.(T./     -^M.ixl,.  Jiff.;     <-I)Z,,^x, 

!'.       Minq/    -.<r         -.Maxqr/.  /'q-.'    <  {Dip ,'  )  x  <:  (DZa)  x*, 

Min  g-..."  ^  9  ,,^     --  Max  cy  /  .         /'c" ,''     <   Df  .'"^  x  <  (Z)Z„)  x», 

etc.  etc. 
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Aus  diesen  Formeln  (9.)  folgt  sofort: 
(10.)  lim,„«  9>a<*»+^>  =  a, 

wo  a  eine  bestimmte,  und  zwar  der  Formel 

(10a.)  Min  I«  <  a  <  Max  Z„ 

entsprechende  Canstante  vorstelli 


i^) 


(B.) 


(C.) 


» 


g  .  -  (Max  I J 


ffi  -  •  (Max  Va ) 
&  . .  (Max  9  '") 


^-• 


Erläntenuig.  —  Will  man  die  in  (9.) 
genannten  Minimal-  and  Maximalwerthe 
anf  einer  gegebenen  geraden  Linie,  etwa 
auf  der  vertikalen  2)-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatensjstems  X,  .^  als 
Abscissen  auftragen,  so  hat  man  zuvör- 
derst anf  dieser  2)-Axe  zwei  Punkte  p 
und  q  zu  markiren,  der  Art,  dass  die 
Abscissen  (pp)  und  (pq)  respective  die 
Werthe  von  Min  Z^  und  Max  Z^  vor- 
stellen. Da  nun  nach  der  ersten  Formel 
(9.)  gtoischen  Min  Z^  und  Max  £^  aämmt- 
liehe  Werthe  von  tpj  also  z.  B.  auch 
Min  tp^'  und  Max  tpj  gelegen  sind,  so 
werden  Min  tpj  und  Max  tp^'  durch  zwei 
Punkte  p,  und  q^  dargestellt  sein,  die 
beide  zwischen  p  und  q  liegen.  In  ana- 
loger Weise  folgt  aus  der  ztoeiten  Formel 
(9.),  dass  Min  9^'"  und  Max  9^'"  durch 
zwei  Punkte  |>,  und  g,  dargestellt  sind, 
die  beide  zwischen  Pi  und  q^  liegen.  In 
solcher  Weise  ergiebt  sich  eine  von  p  aus 
aufsteigende  Punktreihe: 

und  andererseits  ein  von  q  aus  absteigende 
Reihe: 

3i  3ii  2si  Sffii  •  •  •  99114.1  •  •  • 
Zufolge  der  Formeln  (9.)  rechter  Hand  ist  aber 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

Max  v«^*"  +>^  -  Min  9„^*-  +*>  <  (Max  I„  -  Min  ZJ  »*+* , 
oder,  in  die  geometrische  Vorstelluogs weise  übersetzt: 

wo  die  eingeklammerten  Grossen  die  gegenseitigen  Abstände  der  betreffen- 
den Punkte  vorstellen.  Und  diese  Formel  (C),  in  wacher  %  einen  positiven 
äMen  Bruch  vorstellt,  zeigt,  dass  jene  beiden  Punktreihen  (A.)  und  (B.) 


p,  . .  (Min  9„'") 

Pj  -.  (Min  Va') 
p  .  -  (Min  I„) 
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sich  gegonsoitig  ins  (^)iewiUche  nähern.  In  der  That  wird  man,  zufolge 
(C),  die  Zahl  n  so  gross  machen  können,  dass  der  Abstand  (p^^i^  ^■>n  +  i ) 
kleiner  wird  als  jedwedes  noch  so  kleine  f. 

Beachtet  man  dies,  und  beachtet  man  ferner,  dass  die  eine  Reihe 
hesWindif}  aufstcif/ty  die  andere  hi'ständig  absteigt^  so  erkennt  man  sofort, 
dass  beide  Reihen  von  verschiedenen  Seiten  her  gegen  einen  gemeinschaft- 
lichen und  vöUig  bestimmten  0 renzpunJit  convQTgireUy  welcher  g  beissen  mag. 

Solclies  constatirt,  ist  also 

(">•)  lim,.^,^  Min  ,p/'»  +  ')  =  (o^), 

und  ebenso  auch: 

wo  {og)  die  Abscisse  jenes  Grenz[)unktes  g  vorstellt.  Aus  diesen  beiden 
Formeln  (D.),  (K.)  folgt  aber  sofort,  dass  sämmiliche  Werthe  der  Function 

^f/" '^^^  bei  wachsendem  n,  gegen  {og)  convergiren.  Es  ergiebt  sich 
also  die  Formel: 

Hiermit  sind,  falls  man  {og)  =  a  setzt,  die  Formeln  (10.),  (10a.)  bewiesen. 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen,  sind  nun  schliesslich  an  die  For- 
meln (0.)  noch  einige  einfache  Bemerkungen  anzuknüpfen.  Nach 
der  ziveiUm  Zeile  von  (0.)  ist: 

Min  (pa  <  (pj"  <  Max  g?«'. 
Selbstverständlich  ist  aber  auch: 

Min  g?,/  <  q)J  <  Max  (pj.  , 

Aus  diesen  beiden  Formeln  zusammengenommen   folgt  sofort,  dass 
die  Üifferenz 

(Pcz     (fu 

ihrem    absoluten    Betrage    nach    stets  <  (Max  (fa  —  Min  tpj)  d.  i. 
stets  <  D(pu    ist.     8o  ergiebt  sich  also  die  Formel: 

abs  (gp,/  —  (fc^)  <  l)(pay 
und  in  analoger  Weise  die  allgemeinere  Formel: 

abs  (g)/-"-^^  -  g)«(^^"  +  ^0  <  jDg)/-'''~i), 
oder  mit  Bücksicht  auf  (9.): 

abs  isp.P''-'^  —  (pu'"'-^-'^)  <  (/)!.)  x\ 
Nach  (8.)  ist  aber  g^,/-"-!)  =  g,/^«).     Somit  folgt: 
(U.)  abs  {(pj''")  -  <jP,/^'"^-^^J  <  {DT,)  x\ 

Andererseits  ist  nach  (8.):  9/-'"  =  (p/-"~^^\  folglich: 
(12.)  abs  (ipy-^O  -  g)/"+^))  =  0,  mithin  z.  B.  <;  (DZa)  x\ 


Beweis  der  Riemann'scheB  Exbtenziheoreme.  441 

Solches   constatirt   ist  jetzt   das   allgemeine   Convergmzfheorem 
(pg.  435)  unmittelbar  anwendbar  auf  die  zu  untersuchende  Reihe: 

(13.)     X  =  (y  _  ,,')  +  (,,"  _  ,,'")  . . .  +  (,,(«»)  -  9,(«»+i))  +  ...  in  inf. 
Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe 

ist  nämlich;  nach  (7.),  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  ®a^, 
also  auf  ®aß  eindeutig  und  stetig/ und  innerhalb  ®aß  harmonisch. 
Ausserdem  besitzt  dieses  allgemeine  Glied  am  Bande  Ton  ®aß  Werthe, 
die^  zufolge  (11. )>  (l^.),  dem  absoluten  Betrage  nach,  durchweg 

^  (Dia)  X" 

sind,  wo  DTa  und  x  zwei  gegebene  positive  Constanten  vorstellen 
und  X  <  1  ist  Zufolge  jenes  Convergenztheorems  wird  daher  %  nicht 
nur  in  jedwedem  Punkte  der  Fläche  @a/9  convergent^  sondern  zugleich 
auch  eine  Fundamentalfunction  der  Fldche  @aß,  d.  h.  eine  Function 
sein,  die  auf  @a/9  eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  @a/9  harmo- 
nisch ist  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  dieser  Function  %  am 
Bande  von  ®afi  zu  untersuchen. 

Man  kann  die  Formel  (13.),  da  ihre  Congruenz  erwiesen  ist, 
auch  so  schreiben: 

(14.)       X  ==  lim.»  «  [(,,  -  q>')  +  (<p"  -  q>"')  . . .  +  (y»»-)  -  9»'»»+»))]. 
Hieraus  folgt,  was  den  Rand  a,  respective  den  Rand  ß  betri£fl: 

(Z„  -  lim,„.  [(«Pa-9a')+«'-9'«"')-.  +  (W'-9'-'*'+")], 
\X^  -  lim.=..  [(y^  -  9/)  +  (9/'  -  q>n . . .  +  (9)/*"  -  9/"+'% 

also  mit  Rficksicht  aof  (8.): 

Z„  =  X«  -  o, 

Die  von  uns  construirte  Function  %  ist  also  eine  Fundamental- 
function der  Fläche  ©a/j,  die  am  Bande  dieser  Fläche  die  Werthe 
'besitzt: 
(15.)  Z„  =  Ia-a,    und    Z^  =  0. 

Dabei  bezeichnet  a  die  durdi  die  Formel  (10.)  definirte  Constante, 
also  eine  Constante,  deren  Werth,  nach  (10a,),  der  Formel  entspricht: 

(16.)  Min  Z«  ^  ö  ^  Max  Z«. 

Bemerkimg.  —  Man  kann  die  hier  dargelegte  ConstructionBmethode 
der  Fanction  %  z.  B.  aof  den  specieUen  Fall  anwenden,  dass  die  auf  a  vor- 
geschriebenen  Werthe  Z^  constant,  etwa  sämmtlich  -»  1  sind.  Beseichnet 
man  die  für  diesen  speciellen  Fall  sich  ergebende  Fonction  %  mit  %,  80 


«•-«"— t^  -  »•"■"1'    .Uo  ..d>  (10.): 

X^  =  lim„=«oo  [0], 


('i 
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uird  thrses  %    eine  Fundamaifalfunction  der  Fläche  ©^^  ^  sein,   tcdche  am 

lifiMde  von  3^^  die    M'ertlie  hat: 

f^j  Z  '  =  1  —  a\     utid     Xi   =  0. 

I'abvi  bHzei'.hnt't  al>d;inn  a'  eine  ConMante^  die,  zufolge  (16),  der  Formel 

eut'pri<:ht:  ,   ^       »  ^  ^ 

*  1  ^  a     "--  1 , 

ülso  ».'ine  (Joristant^*,  dijcn   Wtrlh  nutJiirendi'j  =  1  ist.     Solches  conbtatirt, 
goL^^ii  aber  die  Fornit-ln  (^.)  über  in 

worau>,    mit    Rücksicht   auf  den  Satz  (18.)  i»g.  395,  sofort  folgt,  da«8  die 
Function  x    ^^"^  3,,  ^  (dlcnth(dbcn  =  0  ist. 

Will  man  aUo  eine  Fundanientalfunctiou  der  Fläche  *S  ^  haben, 
welche  am  Kande  «  einen  von  0  vtrschiidcmn  consUinten  Werth,  anderer- 
seits am  Kande  ß  den  Werth  0  hat,  so  wird  ein  anderes  Verfahren  ein- 
zuschlagen sein.     Und  dieses  öoll  zunächst  jetzt  dargelegt  werden. 

Markirt  man  auf  der  gegebenen  Kugelfläche  zwei  feste  Funkte 

c  und  ('i,  so  kann  die  monogene  Function 

z  —  c 


loir 


o    ^   

1 


<b   —  Ci 


in  solihor  Weise  festgesetzt  gedacht  werden,  dass  sie  auf  der  ganzeü 
Kugellläclie  eindeutig  und  .stetig  ist,  mit  Ausnahme  der  Punkte  c,Ci  und 
einer  von  c  naeli  c^  gehenden  Linie  [vgl.  pg.  229,  230J.  Setzt  man  also: 

^  —  f  «=  rc''^     und     2  —  ^'i  =  /'jC'*"'*', 
mithin  K)g  ;  "^^  =  (log  ^^  +  /  (0-  —  ^^), 

T 

SO  wird  der  reelle  Tlieil  dieser  Function,  d.  i.  log       auf  der  ganzen 

Kni^rllliiehe  eindeutig,  stetig  und  harmonisch  sein,  mit  alleiniger 
Ausnahme  der   Funkte  c  und  f\   [Satz  (7.),  pg.  30()J. 

Ufidvl  nuin  sich  also  c  und  i\  ausserhalb  ©,r,v  gelegen,  uud 
/war  (  innerhalh  der  abgesonderten  (disjungirten)  Calotie  ©^/,  und 
(linkt  man  siih  überdies  um  c,  (als  Ceutrum)  eine  unendlich  kleine 
Knisprripherit?  {\  besehrieben  [vgl.  die  folgende  Figur],  und  den 
V.MI  /<  und  />,  begrenzten  Theil  der  Kugelfläche  mit  S^V;-;,  bezeichnet, 
«o   wird   der  in    IumU»  stehende  reelle  Theil 

(  h  )  ^  r, 

iMii  '  ..  (iKsnnhnislos  eindeutig,  stetig  und  harmonisch  sein.  Aehn- 
|,,Ihm  ^'.ilt   daher  liir  die  Function: 

(TM  ^ 

1.;,,   sviid    iiiimbrh    /'  auf  ®yy,   eindeutig  und   stetig,   und   innerhalb 

•  )  ih.M.M    V  Holl  die  auf  pg.  437  feetgebetzte  Bedeutung  haben. 


i 
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@^i9i  harmonisch  sein.  Gleichzeitig  wird  diese  Function  F  am 
Rande  von  @^^^  die  Werthe  besitzen: 

(x.)  Fß  =  0,  Fß,  durchweg  >  0. 

Denn  F  ist  (ebenso  wie  L)  im  Punkte  c^  positiv  unendlich,  folglich 
auf  der  um  c^  beschriebenen  kleinen  Ereisperipherie  ß^  von  äusserst 
grossem,  und  zwar  positivem  Werth. 

Aus  diesen  Eigenschaften  der  Function  F  folgt  nach  bekann- 
tem Satz  [(17.)  pg.  395];  dass  dieselbe  auf  dem  innerhaJb  @^^,  be- 
findlichem Curvensystem  a  (d.  i.  «i,  o^, . . .  «*)  durchweg  >  0  ist*); 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(y.)  Fa  durchweg  >  0. 

Die  hier  von  uns  construirte  Function  F  ist,  wie  aus  den  an- 
gegebenen Eigenschaften  folgt,  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche 
©/*/»,,  mithin  (weil  ©«/»  ein  Theü  von  ©^^,  ist)  auch  eine  Funda- 
mentalfunction der  Fläche  @a/9.  Und  zwar  besitzt  sie  am  Bande 
von  &aß  [zufolge  (x.),  (y.)]   WerÜie,  die  den  Formeln  entsprechen: 

(19)  Fa  durchweg  >  0,    und    F^  =  0. 

Denkt  man  sich  jetzt,  auf  Grund  der  Band  werthe  Fa,  Functionen 
0,  0',  <t>",  ...  X  genau  in  derselben  Weise  gebildet,  wie  früher, 
auf  Grund  der  Randwerthe  Za,  die  Functionen  9,  ip',  q>",  . . .  x 
construirt  wurden,  so  wird  das  so  resultirende  X  eine  neue  Fun- 
damentalfunction der  Fläche  @„^  sein,  mit  den  Randwerthen: 

Xa  =  Fa-A,    und     X^  =  0,         [vgl.  (15.)], 

*)  In  der  Figur  ist  die  Zahl  h  wieder  «»  4  geeetzi 
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Min  /:.  <  A  <  Max  I\',     [vgl.  (IG.)l, 

^nf-pr^rrli'-ijclf;  Corfsfantc  vorstellt.     Aus  dieser  letzten  Formel   folgt 
mit   liüfkn'flit  jiuf  I  \\K)  sofort,  dass  ^>0  (niemals  =0)  ist. 

Huhtruhiron    wir   nun  die    Function  X  von  F,   so   erhalten  wir 
frinc    Fundnnuuitalfniidion   F  —  X  de?'  Fläche   Sui,   mit   den  Eand- 
fierthm: 
^''^^'■j  F.,-X.,  =  Ä>0,     nnd    F,  —  X^,  =  0. 

Addin^n  wir  jrdzt  endlich  die  mit       multiplicirte  Function  F—X 

hinzu  zii  (h*r  früheren   Function  x  (^5)>   so   erhalten   wir   eine  nette 
/'Hndamenlul/'nnr/ion  der  Flüche  @,r,v: 

wil  dm  Hftndwerihen : 
(  — •)  M^.  =  1.,     und     M^^  =  0. 

Ilioiuit  aber  sind  wir,  was  die  Beantwortung  der  ursprünglich 
vori^clt'i^ten   l<'rag(»  (3.)  botrill't,  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Sind  (im  Hände  cc  der  Fläche  ©„  v  irgend  tvelche  (stetigen)  Werthe 
I.,  /;/  hcUihigcr  Weise  vor gesch riehen,  so  lässt  sich,  falls  die  in  (B.) 
genannte  Voranssefzung  erjTdlt  gedacht  wird,  stets  eine  Fundamental- 
(-'^•^  poiefian  M'  der  lläelic  S„v  eonstruiren,  tvelche  an  jenein  Rande  a  die 
dasrlhsf  rorgrsfhrlthoien  Werthe  X.,  besitzt,  anda'erseits  aber  am  Bande 
ji  dnrelnerg      ■  0  ist. 

In  L^anz  analoL^or  Weise  wird  sieh  nun  offenbar  eine  zweite 
Fuinhimontallunition  M''  der  Fläclie  3,,^  construiren  lassen,  welche 
uniLi^eKelut  am  Hamle  «  duridiweg  =  0  ist,  andererseits  aber  am 
luuulo  ji  boliobiij;  vorgosihriebone  (stetige)  Werthe  Ti  besitzt 
Pemgomäss  winl  alsdann 

eine  l'undanu-ulaltinution  dor  Fläohe  5.v  sein,  mit  den  Randwerthen: 
^^•V>^  S?.      -I..     und     Q,  =  I,, 

si>  tlaN>   ni.in   alsv>   /u   folmMulem   Kosr.ltat   i^elaucrt: 

Kosultat.  /">  .<- .   >S   .'  '  '../  (.n    -n   l^'.Hd'i'/  vidcn  Curvai  he- 

."  »;  A  •     /*'"..'    yi.r    \. '<•"*'..'.  \:i:    '.•;''•.."»•.;/' /i    KtoidiUiche.     Irgendwo 

.••;   /♦.'.«    •.    .    •;  s?  ;«\  .;,(.»<    (.'  "t   .is  d- y  FliJa  Z  herausgenommen, 

*V*^  ^  :.?..j  .;'.,    >     .•.>'.'...'.     /::<(    7^^*     ':    "   '   ^    h,:<luiud.     Al^ayin  wird 

•;.;'  .,   .  '.    M::\,i,    :'.»/.<:•.••;  d^r  Fundamefüalaufgahe 


.>    ; 
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(20.)  pg.  396  für  die  ursprüngliche  Fläche  @  beJcanfU  ist,  diese 
Fundamentalaufgäbe  stets  auch  für  die  neue  Fläche  X  zu  lösen  im 
Stafide  sein.  Dabei  sind  @  und  %  respective  substituirt  an  Stelle 
der  bisherigen  umständlicheren  Bezeichnungen  &a  und  @a^. 

Jene  Fundamentalaufgabe  ist  nun  aber  [Satz  pg.  430]  los- 
bar für  jedwede  Calotte  der  Kugelfläche.  Durch  successive  Anwen- 
dung des  soeben  gefundenen  Satzes  (26.)  ergiebt  sich  daher,  dass 
sie  auch  lösbar  ist  für  einen  von  2  oder  3  u.  s.  w.  Kreisen  be- 
grenzten Theil  der  Kugelfläche.     Also  der 

Satz.  —  Die  Fundamentalaufgäbe  (20.)  pg.  396  ist  lösbar  für 
(27.)  einen  von  beliebig  vielen  Kreisen  begrenzten  Theil  der  einblättrigen 
Kugelflädie. 

Mit  andern  Worten:  Für  jeden  solchen  Theil  sind  die  Funda- 
mentälfunctionen  construirbar  für  beliebig  vorgeschriebene  (stetige)  Rand- 
werthe. 

Es  sei  jetzt  eine  m- blättrige  Normälzone  mit  den  Randcurven 
a  und  ß  gegeben  [vgl.  die  Definition  pg.  426].  Construirt  man 
diejenigen  beiden  Tangentialkegel  der  Kugelfläche,  deren  Contact- 
curven  respective  mit  a  und  ß  zusammenfallen,  und  bezeichnet  man 
mit  c  und  c  diejenigen  beiden  Punkte,  in  denen  die  Kugelfläche 
von  einer  durch  die  Spitzen  der  beiden  Kegel  gelegten  geraden 
Linie  geschnitten  wird,  so  kann  offenbar  jene  Normalzone  mittelst 
der  Substitution: 

z  —  C  fa_ 

umgewandelt  werden  in  eine  in  der  (- Ebene  liegende,  Ton  zwei 
conoentrischen  Kreisen  begrenzte  einblättrige  Fläche  [vgl.  die  Betrach- 
tungen pg.  428,  429]. 

Denkt  man  sich  nun  am  Rande  der  Normalzone  d.  i.  längs  a 
und  ß  irgend  welche  (längs  a  und  ß  stetige)  Werthe  Z  vorgeschrie- 
ben, so  wird  die  diesen  Z^s  entsprechende  Fundamentalfunction  U 
der  Zone  ein  und  dieselbe  sein,  einerlei  ob  man  die  Zone  in  ihrem 
ursprünglichen  Zustande  verharren,  oder  ob  man  sie,  mittelst  der 
angegebenen  Substitution,  in  jenen  einfacheren  einblättrigen  Zustand 
übergehen  lässt.  Für  den  letztem  Zustand  ist  aber  die  Fundamen- 
talfunction U  unrklich  construirbar  zufolge  des  Satzes  (27.).  Gleiches 
gilt  daher  auch  für  den  erstem.  Man  gelangt  somit  zu  folgen- 
dem Satz, 
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Satz  fiber  die  Normalzone.  —  Sind  an  den  Bändern  a  und  ß 
einer  Normalzone  [vgl.  die  Deünition  pg.  426 J  irgend  tcelch-  Uimjs 
a  und  ß  stetige  WeriJie  Z  corgesrhriehen ,  so  wird  die  diesen  Z's  zu- 
(2S.)  gehörige  Fundamental/ unefio7i  dei'  Zone  stets  eonstruirhar  sein. 

Mit  andern  ]Vorte7i:  Es  wird  stets  eine  Funetion  eonstruirhar 
sein,  ivelche  auf  der  Zone  eindeutig  und  stetig,  innerhalb  derselben 
hurmoniseh,  und  am  Rande  derselben  identiseh  mit  jenen  Y.'s  ist. 

§  3. 
Adjunctive  oder  combinatorische  Methoden  zur  Bildung  der 

F  andamentalf  unctionen . 

Man  kann  zwei  gegebene  Fliiclien  2t  und  33  so  aufeinander  legen, 
dass  theilvveise  Deckunu:  .stiittlindet.  Man  kann  sodann  die  sich 
deckenden  Flächentlieile  mit  einander  verschmelzen  lassen,  und  hier- 
durch jene  Flächen  9t  und  33  in  eine  einzige  Flache  verwandeln. 
Diese  letztere  Fläche  ma<(  die  aus  5t  und  33  combinirte  Fläche  ^e- 
nannt,  und  mit  (2t,  33)  bezeichnet  werden.  Ich  werde  nun  im  Fol- 
genden zeigen,  dass  in  vielen  (noch  näher  anzugebenden)  Fällen  die 
Fundamentalaufgabe  (20.)  pg.  ?)\)(\  für  die  eombinirte  Fläche  (21,95) 
stets  lösbar  ist,  falls  man  nur  in  Besitz  irgend  welcher  Methode 
ist  zur  Lösung  derselben  für  die  einzelnen  Flächen  21  und  33. 

Zwei  KreisjUiehen  2t  und  33  können  der  Art  zur  theil weisen 
Deckung  gebracht  werden,  dass  ihre  llaudcurven  einander  sehneiilen. 
Alsdann  repräsentirt  das  Deckungsgrbiet  einen  Äbsehfiitt  (Segment)  von 
21,  und  ebenso  aucli  einen  Absehn itt  der  Fläche  58.  Analoges  ist 
zu  ])emerken  über  zwei  (.\tlot.ten  2t  und  33,  vorausgesetzt,  dass  sie 
von  einerlei  Krümmung,  dass  sie  also  Theile  von  Kugelflächen  sind, 
die  denselben  Radius  besitzen.  Die  aus  den  beiden  Kreisflücfien  re- 
spective  aus  den  ])eiden  Calotten  combinirte  Fläche  (21,  95)  wird 
alsdann  offenbar  eine  einzit^e  in  sich  zurücklaufende  Randcurve  be- 
sitzen,  die  zusammengesetzt  ist  aus  einem  Theil  des  Randes  von  2( 
und  aus  einem  Theil  des  Randes  von  33.  -—  Andererseits  aber  kann 
man  zwei  solche  ('alotten  2t  und  33,  falls  die  Summe  ihrer  sphä- 
rischen Radien  >  180''  ist,  auch  der  Art  zur  theil  weisen  Deckung 
bringen,  dass  ihre  Randcurveu  einaiuh^r  nieht  schneiden.  Alsdann 
repräsentirt  das  Deckungsgebiet  einen  (lürtel  (Zone)  von  21,  und 
ebenso  auch  (»inen  (iiirtel  der  Fläche  33.  Und  gleichzeitig  wird 
alsdann  die  eenubinirte  Fläche  (2t,  33)  nichts  Anderes  sein,  als  die 
ganze  volle  Kugelfläche.  —  Diesen  Beispielen  entsprechend  sind 
also  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
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Erster  Fall:  Die  Verschmdeung  zweier  Flächen  Sgi  und  93 
(A.)  findet  in  soldier  Weise  stcUt,  dass  das  Verschmelstingsgebiet  durch  irgend 
welche  Abschnitte  der  Flädie  %  und  Aenso  auch  durch  irgend  welcJie 
Abschnitte*)  der  Fläche  99  dargestellt  ist.  Alsdann  mag  die  Ver- 
schmelzung selber  eine  abschnittförmige  heissen. 

Bei  Behandlang  dieses  Falles  werde  ich  stets  voraussetzen,  dass 
(A  -)  die  Bandcurven  von  %  mit  denen  von  93  nirgends  in  Berührung 
sind,  dass  vielmehr  diese  Curven  in  jedem  Punkte,  den  sie  mit  ein- 
ander gemein  haben,  einander  schneiden;  so  dass  also  in  jedem 
solchen  Punkte  die  von  den  Curven  gebildeten  Winkel  von  0  ver- 
schieden  sind. 

Zweiter  Fall:  Die  Verschmelzung  zweier  Flächen  9  und  93  findet 
in  solcher  Weise  statt,  dass  das  Verschmelzungsgebiet  einen  Gürtel 
(B.)  der  Fläche  9[,  und  ebenso  auch  einen  Gürtel  der  Fläche  93  rqpräsen- 
tirt.  Alsdann  mag  die  Verschmelzung  selber  eine  gürtelförmige  ge- 
nannt werden. 

§  4. 
Erste  combinatorische  Methode,  (abschnittförmige 

Vei^hmelBtmg). 

Es  sei  St  irgend  ein  Theil  der  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugel- 
fläche,  doch  mag  (der  Einfachheit  willen)  diese  Fläche  81  nur  eine 
Bandcurve  besitzen.  Mit  dieser  Fläche  %  mag  irgend  eine  einblättrige 
Calotte  93  abschnittförmig  verschmolzen,  und  die  so  entstehende  neue 
Fläche  mit  {%,  93)  bezeichnet  sein.  Es  sei  nun,  wie  wir  express 
voraussetzen,  irgend  eine  Methode  bekannt  zur  Losung  der  Funda- 
(1.)  menUdaufgabe  (20.)  pg.  396  für  die  ursprünglich  gegebene  Fläche  %. 
Es  soü  untersucht  werden,  ob  man  alsdann  diese  Aufgabe  vielleicht 
auch  für  die  combinirte  Fläche  (%  93)  zti  losen  im  Stande  ist.  Es 
soU  also  eine  Fundamentalfunctüm  der  neuen  Fläche  (9[,  93)  jni  con- 
struiren  versucht  werden,  die  am  Rande  dieser  Fläche  belidng  vor- 
geschriebene stetige   Werthe  Z  besitzt. 

Die  Theile,  in  welche  die  Randcurven  von  %  und  93  einander 
gegenseitig  zerschneiden,  mögen  a,  ß,  y,  d  heissen,  der  Art,  dass 
die  Randsegmente  der  Fläche  9i  mit  a,  y,  die  der  Fläche  93  mit 
/),  d,  endlich  die  Randsegmente  des  Yerschmelzungsgebietes  mit 
a,  ß  benannt  werden;  wie  solches  deutlicher  angegeben  ist  in  den 
folgenden  Zeichnungen: 

*)  Die  Anzahl  dieser  Abschnitte  ist  z.  B.  »-  1  in  der  Fignr  pg.  44S  Unker' 
üand.    Hingegen  ist  dieselbe  »»  2  in  der  Figor  rechter  Hand. 
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Diese  Figuren,  in  denen  die  Verschmelzungsgebiete  durch  Schraffi- 
rung  hervorgehoben  sind,  beziehen  sich  auf  den  Fall,  dass  die 
Itaudcurven  von  51  und  33  einander  2  mal  oder  4  mal  schneiden*). 
Analoj'e  Fit^ureu  kann  man  sich  leicht  vorstellen  für  den  Fall  einer 
Gmaligeu,  8  maligen  u.  s.  w.  Durchschneidung.  Den  Randsegmenten 
«,  ßy  Yy  d  entsprechend  kann  man  die  Flächen  9t,  3J  und  (91,  53) 
folgendermassen  benennen : 

(3.)  31  =  ©,,,,        »  =  ©.„,        (21, 93)  =  ©,<>, 

während  gleichzeitig  das  [in  der  Figur  schraffirte  und  im  Allge- 
meinen aus  mehreren  Stücken  bestehende]  Verschmelzungsgebiet 
mit  Qa;i  zu  bezeichnen  ist. 

Die  voy(jesch)'icheiten  Z's  befinden  sich  am  Rande  der  conibinirten 
Fläche  (9t,  33)  =  ®y,T,  d.  i.  in  den  Curven  y,d]SO  dass  also  z.  B. 
die  Gurven  a,  ß  von  diesen  Z's  völlig  frei  sind.  Wir  wollen  nun 
aber  diese  Curven  ff,  ß  ebenfalls  mit  solchen  Werthen  versehen, 
dieselben  ganz  willkürlich  wählen,  und  ebenfalls  mit  Z  bezeichnen. 
Nur  mag  dabei  dafür  Sorge  getragen  werden,  dass  diese  den  Curven 
a,  ß  zuertheilten  auxiliären  Z's  in  stetigem  Zusammenhang  sind  so- 
wohl untereinander  wie  auch  mit  jenen  vorgeschrieheneti  Z's  der 
Curven  y,  d-,  so  dass  also  Z  z.  B.  cindmt'uj  ist  in  jedem  der  Schnitt- 
punkte (j  [vgl.  (2.)1. 

Die  Fundamentalfuuctionen  U  und  V  der  Flächen  91  =  ©ay  und 

*)  Die  beiden  Schnittpunkte  sind  in  der  Fijrur  UnJcer  Hand  mit  g  bezeich- 
net. Desgleichen  mögen  die  vier  Schnittpunkte  in  der  Figur  rechts  ebeafalh 
mit  (j  bezeichnet  gedacht  werden. 
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99  sa  @^^  sind  ohne  Weiteres  consiruirbar  [die  einen  auf  Grand  der 
Voraussetzung  (1.),  die  andern  zufolge  des  Satzes  pg.  430].  Dem- 
gemäss  kann  man  also  der  Reihe  nach  folgende  Functionen  9),  ^^ 
9}  ^'>  9 '7  ^  ">  •  •  •  construiren: 

(4.)  9' =9  +  D'«*V'-y,  ^' =^  +  F/*»v-V', 


etc. 
Zugleich  werde  gesetzt: 


etc. 


(5.) 


o 


(D 


9> 


*, 


=.9  — ^, 

fl>    =9    — *  , 
etc. 

Bemerkung.  —  Hier  ist  z.  B.  unter  If*  ^~^  diejenige  Fandamental- 
Fanction  der  Flfiche  9(  zu  verstehen,  welche  auf  «  die  Werthe  ^  —  9  be- 
sitzt, andererseits  aber  anf  y  überall  «»  0  ist  Demgem&ss  könnte  der 
Einwand  gemacht  werden,  dass  dies  keine  eigenüiche  Fundamentalfanction 
sei,  da  bei  einer  solchen  die  yorgeschriebenen  Rand  werthe  immer  stetig 
sein  mÜBsten;  was  hier  nicht  der  Fall  sei. 

Dieser  Einwand  verschwindet  offenbar,  sobald  wir  zeigen  können, 
dass  ^  —  9  in  den  zwischen  et  nnd  y  vorhandenen  Grenzpnnkten  g  ver- 
schwindet. —  Nun  ist  nach  der  ersten  Zeile  der  Formeln  (4.):  qp^  »  Z^, 
ebenso  -^   =-  I  ,  mithin  iff^  —  9«  =  0.     Q.  e.  d. 

Aus  den  Formeln  (4.)  ergeben  sich  ohne  Mühe  folgende  Rela- 
tionen: 


(6.) 


9«    ''^  ^aj 

tPy     =   ly, 

*^    ^  ^ßy 

*j  =1^, 

9>a     ta, 

9>Y            9>Y    ~  ^Y> 

t{i    —<Pfif 

i^d  —  *rf  —  ij, 

n             ,9 

9y    =^Vy    ^  Zy, 

.  ff             f 

if/'^t/'^Zd, 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

(7.) 


(8.) 


Femer  ergiebt  sich  aus  der  ztoeiten  Zeile  von  (4.): 

also,  weil  nach  (6.)  g>fl  =s  ^/  und  ^a  =  ffa   ist, 

also,  mit  Rücksicht  auf  (5.) 

Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  (Ic.)  pg.  399  und 
(NH.)  pg.  431: 

Max  abs  cd/  <C  Max  abs  iOa,        Max  abs  Wa  <^  (Max  abs  <d^)  A; 
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dabei  bezeichnet  X  eine  positive  Constanfe,  die  <  1  ist,  die  Sitna- 
tionsroyistanU:  des  Curvensystems  «  in  Bezug  auf  die  Calotte  83  =  @^,} 
Ebenso  wie  die  Relationen  TS.)  aus  der  zivciten  Zeile  (4.)  ent- 
standen sind,  ebenso  ergeben  sich  analoge  Relationen  aus  den  foh 
Ijcndvn  Zeilen  (4.),  so  dass  man.  Alles  zusammengenommen,  und  M 
zur  Abkürzung  für  Max  abs  gesetzt,  zu  folgenden  Formeln  gelangt: 

Moi    <  MiOu    ,  Mou    <  [Moi  )  A, 

il)                       Nco/'  <  iMcoJ  ,  McöJ'  <:  {Mio;  )  A, 

71/«/" <  Jl/«,/',  Mcoa" <  (3/0)/')  A, 

etc.  etc. 

Hieraus  folgt,  indem  man  die  Gleichungen  von  Neuem  hinschrei- 
bend, die  grössere  der  beiden  Constanten  3lcOa,  Ma^i  mit  M  be- 
zeichnet, und  dabei  jede  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  vorher- 
trehenden  umirestaltet: 


Ma,'     <  M, 

Ma.'     <  MA, 

Mco/'    <MA, 

Mo.,"    <MA, 

i)/oj/"  <MA, 

il/ö,/"  <MA^ 

Mcö/''  <  MA-, 

MmJ''  <  MA^ 

etc. 

etc. 

mithin  allgemein : 

3fö, <==■''     <  MA'', 

MaS-'^     <  MA'', 

i»/<a/-H-')<MA', 

il/a)„*-'+"<MA»+>. 

Diese  vier  letzten  Formeln  aber  kann  man,  unter  Verstärkung  der 
darin  enthaltenen  Ungleichheiten,  einfacher  so  schreiben: 

oder,  ausführlicher  dargestellt: 

(9.)        Max  abs  a/'^^  <  M(|/Ä)""',  Max  abs  ««(»)  <  M(]/Ä)"~\ 

Solches  constatirt,  bilden  wir  jetzt  die  Reihe: 
(Ul)  0  =  ^  +  (^'  _  ^)  -1-  (^"  _  ^')  . . .  +  (;g,(«+i)  _  ^(n))  +  ...  in  inf., 

eine  Reihe,   auf  welche  das  allgemeine  Convergcnztheorem  [pg.  435] 
unmittelbar  anwendbar  ist.     Das  allgemeine  Glied  der  Reihe: 

ist  nämlich  nach  (4.^  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  %  =  @ay, 
und  besitzt  am   luinde  derselben  nach  ((>.)  und  (5.)  die  Werthe: 
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woraus  mit  Rücksicht  auf  (9.)  folgt: 

fMax  abs  (9«^*+'^  -  9a^*0  <  "^  (>^)*"' ,     ' 

^Max  abs  (y/^+D  —  9/»))  ^=  0,  mithin  z.  B.  ^  M()/a)""'  ; 

dabei  bezeichnen  M  und  yX  zwei  gegebene  positive  Constanten^  und 
zwar  ist  ]/Ä  <  1, 

Zufolge  des  genannten  Theorems  [pg.  435]  wird  daher  das  in 
(10.)  angegebene  0  nicht  nur  für  jedweden  Punkt  der  Fläche  9(  con- 
vergetU,  sondern  zugleich  auch  eine  Fundamentcdfunction  dieser  Fläche 
sein.  Jenes  0  aber  kaun^  nachdem  seine  Convergcnz  constatirt  ist, 
offenbar  auch  so  geschrieben  werden: 

0  =  lim««,,  [y  +  (9>'  -  y)  +  (y"  -  9')  •  • .  +  (9>^"+'^  -  9^"0], 
d.  i.  0  :=  limn==:aD  9^"+^^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 
(Ha.)  0c=iUm„=«  9)(»). 

Hieraus  folgt;  weil,  nach  (6.),  q)y  =  9/  =  tpy'  =  . . .  =  Zy  ist,  sofort: 

(IIb.)  0y  =  ly. 

In  analoger  Weise  lassen  sich  offenbar  die  Functionen  ^,  ^',  ^'', ... 
behandeln;  so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt:   Wird 

(12.)  0  =  lim«»«  9)^»>     und    V  =  Hmn««  *^»^ 

gesetsty  so  repräsentirt  0  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  S(, 
andererseits  ¥  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  93.  Undffwar 
entsprechen  diese  Functionen  den  Formeln: 

(13.)  %  =  ^Y     ^nd    Vd  =  5:<r. 

0  und  V  sind  daher  z.  B.  auch  Fundamentalfunctionen  des- 
jenigen Gebietes  @a^,  in  welchem  9  und  93  einander  decken.  Nun 
ist  nach  (12.)  und  mit  Rücksicht  auf  (5.): 

(14.)  0  —  V  =  lim»««  a)("). 

Die  10,  &',  (o'\  .  .  .  cd("),  .  .  .  aber  sind  Fundamentalfunctionen  des 
Gebietes  @a^,  und  entsprechen  zugleich  am  Rande  von  ®ap  den 
Formeln  (9.).  Nach  dem  allgemeinen  Convergenztheorem  [(16.) 
pg.  436]  wird  daher  lim„=.oo  «(">  für  jedweden  Punkt  der  Fläche  ©„/» 
verschwinden.  Die  beiden  Functionen  0,  V  sind  demgemäss,  nach 
(14.),  auf  der  Fläche  ©«^  unter  einander  identisch,  und  repräsentiren 
also  zusammengenommen  eine  einsige  die  gauze  Fläche  (9[,  93)  oder 
@yj  bedeckende  Function  Q. 
Die  in  solcher  Weise 

(auf«  durch  Q  =  0, 
auf  93  durch  Q  =  Y 
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(lefinirte  Function  ß  ist  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche 
(5t,  3})  =  Sjr),  und  am  Kunde  dieser  Flüche  identisch  mit  den  da- 
selbst vorgeschriebenen  Z's;  wie  solches  aus  dem  Satze  (12.),  (13.) 
sofort  folgt.  Ikwyaniiss  repräsent irt  also  die  Funetion  Q  die  Losung 
der  zu  Anfang  dieses  Paraf/raphs  in  (1.)  (festeUten  Aufgabe. 

Di(^  Voraussetzung,  dass  §1  nur  eine  Randcurve  besitzt,  ist  nur 
der  Bequemlichkeit  willen  eingeführt.  Man  kann  dieselbe  ohne  Wei- 
teres fallen  lassen.  Ebenso  habe  ich  auch,  nur  der  bequemeren  An- 
sehauung  willen,  im  gegenwärtigen  Paragraph  auf  rmtW/Zr/V/e  Flachen 
mich  beschränkt.  In  der  That  sind  alle  Betrachtungen  und  For- 
meln dieses  Paragraphs,  wie  man  nachträglich  leicht  übersieht,  ohne 
\Veiteres  auch  anwendbar  auf  mehrblättrige  Flächen;  so  dass  man 
also  zu  folgendem  Kesultat  gelangt: 

Satz.  —  Ks  sei  %  ein  von  beliebig  vielen  Tlandcurven  begrcnzhr 
Titeil  einer  ein-  oder  mehrblüttrigen  Iliemanyi^ scheyi  Kugelfläche, 

Denkt  man   sieh   nnn  diese  Fläche  ?(   init  irgend  einer  Nantial- 

(K).)  ealotte  33   absehnittform ig  verschmolzen    [vgl.   die    Definition  (A.), 

(A'.)  pg.  447],  .SV)   wird  die  Fundamentalaufgabe  [pg.  396],  falls  sie 

für  die  Ursprung  He  he  Fläche  \H  lösbar  ist^  stets  auch  lösbar  sein  ftir 

die  durch  jene,    Verscltmelzung  entstehende  neue  Fläche  (31,  Ö). 

§  5. 

Zweite  combinatorische  Methode,   (gürtelförmige  Verschmelzmig). 

\\\y  wollen  auch  hier  mit  mr)glichst  (»infachen,  anschaulichen 
Fällen  beginnen.  Es  sei  S(  ein  von  zwei  Kandcurven  a  und  y  be- 
grenzter Theil  der  einblättrigen  Kugelfläche,  ferner  95  eine  einblätt- 
rige Calotte  mit  der  Kandcurve  /i.  Endlich  sei  (9(,  93)  diejenige 
neue  Fläche,  welche  aus  91  un<l  93  durch  gürtelförmige  Verschmelzung 
|vgl.  die  Definition  (B.)  pg.  447J  entsteht;  wie  solches  näher  ange- 
t/rben  ist  in  der  foli^enden  Zeichnung: 


/- 


/ 


(17.) 


'  I         I 


V 
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Demgemäss  werden  die  Flächen  %,  93  und  (9[,  99)  nach  ihren  Rand- 
coryen  folgendermassen  zu  bezeichnen  sein: 

(18.)  a  =  @„y,  sB  =  ©^,  (ii,sB)  =  @„ 

während  gleichzeitig  das  [in  der  Figur  schraffirte]  Yerschmelzungs- 
gebiet  mit  &aß  zu  benennen  ist. 

Es  sei  nufiy  une  wir  vor  aussei  zen^  irgend  toelche  Methode  be- 
(19.)  kannt  zur  Lösung  der  Fundamentalaufgabe  [pg.  396]  für  die  ursprüng- 
liche Fläche  SBi.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  man  alsdann  diese 
Aufgabe  auch  für  die  neue  Fläche  (Ä,  S5)  zu  Visen  im  Stande  ist. 

Man  kann  hier  Schritt  für  Schritt  dieselben  Betrachtungen  und 
Formeln  wie  im  vorhergehenden  Paragraph  von  (4.)  bis  (7.)  wieder- 
holen;  wobei  nur  die  Formeln  mit  dem  Index  d  gegenwärtig  zu 
unterdrücken  sind.     Auf  die  Formeln  (7.) 

(20.)  a>/  =  -  Uß-^ «  CD«'  -  -  F/. « 

ist  aber  gegenwärtig  ein  anderes  Räsonnement  anzuwenden,  unter  Be- 
nutzung der  Sätze  (ü.)  pg.  402  und  (Ic.)  pg.  39d.  Mittelst  dieser 
Sätze  erhält  man: 

(21.)        Max  abs  o^'  <  (Max  abs  da)  ^j      Max  abs  o/  ^  Max  abs  cd/9  ; 

dabei  repräsentirt  X  eine  positive  Constante,  die  <  1  ist,  die  Situa- 
tionscanstante  der  Curve  ß  in  Bezug  auf  die  Fläche  Ä  =  ©oy  Be- 
handelt man  diese  Formeln  (21.)  ähnlich  wie  vorhin  die  Formeln 
(8.);  so  gelangt  man  zu  ähnlichen  Resultaten  wie  damals,  nämlich 
zu  den  mit  (9.)  übereinstimmenden  Formeln: 

(22.)  Max  abs  a>/»)  ^  M  (l^)""' ,      Max  abs  «„(»>  <  M  (j/Ä)'^' ; 

so  dass  man  hierdurch  von  Neuem  in  das  Geleise  des  vorhergehen- 
den Paragraphs  hineingelangt.  Demgemäss  wird  auch  das  Endresul* 
tat  dem  damaligen  analog,  nämlich  durch  folgenden  Satz  ausge- 
drückt sein: 

Satz.  —  Es  sei  Ä  ein  von  beliebig  vielen  Randcurven  begrenzter 
Theil  einer  ein-  oder  mehrblättrigen  Riemann^ sehen  Kugelfläche. 

Denkt  man  sich  nun  diese  Fläche  Ä  mit  irgend  einer  Normal- 
(23.)  calotte  95  gürtelförmig  verschmolzen  [vgl  die  Definition  (B.)  pg.  447], 
so  wird  die  Fundamentalaufgabe  [pg.  396] ,  falls  sie  für  die  ursprüng- 
liche Fläche  St  lösbar  ist,  stets  auch  lösbar  sein  für  die  durch  jene 
Verschmelzung  entstehende  neue  Fläche  (9,  93). 

Bemerkimg.  —  Der  Uebergang  von  (20.)  zu  (21.)  stützt  sich  aaf  den 
Satz  (II.)  pg.  402;  für  die  Anwendbarkeit  dieseB  Satzes  ist  aber  erforder- 
lich, dass  die  Fläche  %  mindestens  zwei  Bandcurven  besitzt.    Demgem&ss 
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Bcheint  also  der  vorstehende  Satz  nur  dann  richtig  zu  sein,  wenn  2t  min- 
destens ^irei  Kandcurven  hat. 

Trotzdem  aber  ist  dieser  Satz  (23.),  auch  ohne  eine  derartige  Re- 
atriction,  völlig  correct.  Denn  wenn  die  Fläche  91  nur  eine  Randcurve  hat, 
80  wird  offenbar  die  combinirte  Fläche  (21,  ^)  eine  f/eschlossene  sein.  Die 
Fundameutalfnnctionen  einer  geschlossenen  Fläche  sind  aber  in  der  That 
coustruirbar,  nämlich  dargestellt  durch  lauter  Constanten  [vgl.  (20  b.) 
pg.  3961. 

Anwendung  der  Resultate  der  beiden  vorhergehenden  Farag^raphe. 

Es  sei  91  irgend  eine  Riemanu'sclie  n-bliittrige  Kugelflache  mit 
Ix^liebig  vielen  Wintlungspimkteu  und  Uebergangslinien.  Irgend  einer 
dieser  Wiudungspuukte  mag  c  heissen  und  m- blättrig  sein  (also 
)n  <  ?0-  Um  c  werden  sich  alsdann  zwei  nach  m  Umgängen  in 
sich  zurücklauiende  Kreislinien  cc  und  ß  beschreiben  lassen,  der  Art, 
diiss  der  von  a  und  ß  begrenzte  Flächentheil  eine  w^blättrige  Nor- 
malzone ®,f  i  repräsentirt.  Dabei  mag  a  die  äussere  und  ß  die  m- 
mre  Randcurve  dieser  Zone  vorstellen,  üeberdies  mögen  die  beiden 
'J'heile,  in  welche  9t  selber  durch  ß  zerlegt  wird,  mit  ^t^i^''^  und  9t^^ 
bezeichnet  werden,  der  Art,  dass  9ty ^  den  Punkt  c  enthält.  Die 
tranzo  Fläche  9t ,  kann  alsdann  an<^esehen  werden  als  eine  Ericei- 
tcnnuj  der  Zone  ®,,;^  üher  a  hinaus.  Und  zwar  kann  diese  Erwei- 
terung dadurch  bewerkstelligt  w^erden,  dass  man  ©«^^  successive 
theils  mit  ein-,  theils  mit  mehrblättrigeu  Normalcalotten  verschmel- 
zen lässt. 

Für  die  Zone  ®„v  ist  aber  die  Fundamentalaufgabe  losbar 
[Satzpg.  44()J.  Lässt  man  also  jene  Verschmelzungen  in  solcher  Weise 
stattfinden,  dass  sie  durchweg  theils  ahsclmittformi^fc ,  theils  gürtel- 
förmige sind  [vgl.  die  Dctinitionen  (A.),  (A'.),  (B.)  pg.  447],  so  wer- 
den die  Sätze  (16.)  und  (2v>.)  von  Augenblick  zu  Augenblick  an- 
wendbar sein;  woraus  l'olgt,  dass  jene  Fundamentalaufgabe  fiir  die 
durch  diese  Verschmelzungen  schliesslich  resultirende  Fläche  9t^v 
ebenfalls  lösbar  ist. 

Genau  dieselben  Hetrachtungen  sind  natürlich  auch  dann  an- 
wendbar, wenn  man  für  e  einen  gcwülmliehen  Punkt  nimmt  (die  Zahl 
m  ist  alsdann  =  1);  so  dass  man  also  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Satz.   —    Die  Fundament ahuifgahe  [pg.  ;)96j  ist  lösbar  für  jeden 

(24.)  vtm  einer  J\reisli}ue  begrenzten   Theil  einer  Itiemann' sehen  Kugel flädie; 

ieolfei  es  gleiehgiiltig  ist.  ob  diese  Kreislinie  eine  gewohnliclie  oder  aber 

eine  solehe  ist,  die  erst  naeh   -mehreren   Umläufen  in  sich  zurückkehi. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich  offenbar  auch  folgender 
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Allgemeinerer  Satz.  —  Jene  Fundamentalaufgabe  ist  loä>ar  fiir 
einen  von  beliebig  vielen  Kreislinien  begrenzten  Theil  einer  Biemannr 
(25.)  sehen  Kugelfläche. 

Dies  ist  derselbe  Satz,  der  speciell  fär  die  einblättrige  Kagel- 
fiäche  schon  früher  gefunden  wurde,  in  (27.)  pg.  445. 

§  7. 

neber  die  Constmirbarkeit  reeller  Fonotionen  mit 
Torgesohriebenen  UnstetigkeiteiL 

Auf  einer  Riemann'schen  n-blättrigen  Kugelfläche  91  sei  irgend 
eine  m-blättrige  Narmalcälotte  Sl  abgegrenzt  (mithin  m-^n)]  ferner 
sei  auf  %  eine  monogene  Function  von  z  ^=^  x  '\-  iy  gegeben: 

(1.)  f*{z)  =  F*  +  iG*, 

welche  innerhaXb  %  mit  irgend  welchen  Unstetigkeitsstellenf)  behaftet, 
hiervon  abgesehen  aber  auf  %  eindeutig  und  stetig  ist. 

Es  irt  wohl  EU  htOiüUen^  daas  diese  Function  f*{»)  UdigUch  auf  % 
gegeben  sein  soll.  Ihre  Bonstigen  Werthe  sind  also  als  nicht  vorhanden, 
respective  als  unbekannt  zu  betrachten.  F*  «=>  F*{x^y)  soll  den  reeUen^ 
und  %G*  ^=  iG*{x^y)  den  rein  imagifiären  Theil  der  Function  bezeichnen. 

Der  Rand  der  Calotte  %  wird  dargestellt  sein  durch  eine  nach 
in  Umläufen  in  sich  zurückkehrende  Ereislinie  cc.  Da  nun  die  Un- 
stetigkeitsstellen  von  f*{is)  innerhalb  9  liegen  sollen^  so  kann  inner- 
halb %  eine  zweite  nach  m  Umgängen  in  sich  zurückkehrende  Kreis- 
linie ß  construirt  werden ^  in  solcher  Weise,  dass  die  durch  a  und 
ß  begrenzte  Normalzone  ®aß  von  jenen  Unstetigkeitsstellen  völlig 
frei  ist. 

Solches  ausgeführt  gedacht^  sind  aisdann  f*,  F*y  G^  auf  ©«^ 
(2.)  eindeutig^  stetig  und  harmonisch.    Markirt  man  also  z.  B.  innerhalb 
@a^  irgend  zwei  Punkte  Zq  und  z^   so  wird  für  die  zugehörigen 
Werthe  von  G*  die  Formel  gelten: 

die  Integration  erstreckt  über  eine  beliebige  von  z^  nach  z^  gehende^ 
jedoch  innerhalb  @a/9  bleibende  Curve  6.  Lässt  man  die  Curve  (S 
zwischen  den  beiden  Rändern  a  und  ß  weiter  und  weiter  fortlaufen, 
bis  sie  schliesslich  nach  m  Umgängen  in  sich  zurückkehrt;  also  z^^ 
in  Zq  hineinfallt,  so  erhält  man: 

t)  Diese  UnstetigkeitssteUen  können  theils  FiMikU  theils  Ltnt^  sein. 
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wofür  man  mit  Hücksicht  nuf  die  bekauiiteii  zwischen  F* 
Jitatttindenden  Kflationeii  auch  schreiben  kann: 


(■■■■) 


"-fS-yj''!i--i.j-''=')- 


IJit;M  voruusfioschickt,  Mtellen  wir  uns  jetzt  folgende  Aufgabe: 
/■,'\  null  i-ersudit  ivcrdcn,  chic  reelle  Function  Q  =  Q{x,y)  zu  coti- 
.•ihuirc)',  ton  soli-licr  ßcxliii/j'en/idl,  da&a  Q,  nhn-'ctii-n  von  jenen  inner- 
(\.)  hiilh  %  lia/emleii  UmktiijkcihxtelleH  <lci  Ftmcfion  F"*,  auf  SR  ctmleu- 
li<l,  nkliij  nnii  liomioniach  ist,  fcrna  lon  botcher  Besclta/fenhcit,  dass 
ilii:  ijimuiititnt  drei  EUjcnscImflin  itmcihalb  ?l  (In  Differenz  Q  —  f  * 
iiiihiifh-ii. 

Die  Kicisliuie  «  zersdiiieidet  die  gjiuze  Fluche  SR  in  zwei  Theile. 
Von  diesen  !>eidcn  Theilen  ist  derjenige,  welcher  die  Zone  ©a,^  ent- 
liiilt,  mit  %  bezeichuet.  Audererseits  aber  zerfiillt  die  unversehrte 
Fliielio  ^  durch  die  Kreislinie  ß  ebenfalls  in  zwei  Theile,  und  von 
diesen  niaj;  der  die  Zone  ©„.,  enthaltende  mit  99  bezeichnet  seiD. 
Die  beiden  Flüchen  ?I  und  liö  besitzen  dann  im  (icbfete  ©„^  eioe 
fliiiiclßrutigc  Ui-ckung  und  liefern  bei  ihrer  Verschmelzung  die  ganze 
Fliulit'  9!;  wie  solches  eiuigermassen  angedeutet  ist  durch  die  bei- 
stehende Figur. 

Alli-rilüij,'«  kiiiin  tlicae  Figur  eine 

il.'»tliulli!    Vorstolliiii-    der    wirklichen 

ViirhiiltTiimie  nur  für  ileii  ij-icitllcii  Fall: 

III  --  1    liuliTii.     Denn  es  ist  im    Auge 

Ml  bchiilteii,   iliis«   cüo  Curveii  «.  c,  (J 


Mhii 


lelir, 


Um 


Die  Fundanientiilfunetioncn  /.' 
uml  1"  der  FiJi.'hen  'Hl  und  51  sind 
|/.iifolge  der  Siit/.e  (.g.  -C.t,  -l.V.I  ohne 
Weiteres    conslniirl-nr,    für    beliebig 

viirgi'scliriebene  liandwerlJio.  Hiervon  (iebraueh  machend,  wollen 
wir  nun,  was  die  Liisuug  unserer  Aiifg^ie  (4.)  betrifift,  folgende 
Fiiuelii>ueu  construiron: 


/■■■ 


f  =  0, 


-q-   +/■■' 


-  =  tf/  4-  v.-'-'p 
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und  überdies  setzen: 

CD  =  op  —  if , 

(7.  '        '      Z' 

etc. 
Aus  (5.);  (6.)  ergiebt  sich  sofort: 

9cc  =0,  *^  =  0, 

(8.)  .9«'  =  *«>  V  =  9>^> 

9>«  =  Va,  V/*  =9/»; 

etc,  etc. 

Femer  ergiebt  sich  ebenso  wie  früher  aus  der  etsieia  Zeile  (6.): 

9/  =  9>/^  +  0'/''^-^,  *«'  =  *«  +  VJ^^-^, 

also,  weil  nach  (8.)  y^  =  ^/  und  V'a  =  ^>a   ist: 

also  mit  Rücksicht  auf  (7.): 

(9.)  cd/  =  —   Vf^ ",  CDa'  =  —  VJ>^. 

Soweit  ist  das  eingeschlagene  Verfahren  ziemlich  ähnlich  dem 
früheren  auf  pg.  449.  V(m  hier  ab  tritt  nun  aber  im  Vergleich  mit 
damals  eine  wesentliche  Abweichung  ein^  die  ihren  Crrund  hat  in  den 
hier  vorliegenden  schwierigem  Verhältnissen,  Zuvörderst  ergeben 
sich  aus  (9.)  die  Formeln: 

(10.)  Do/  <  {Boa)  X,  Dm'a  <  Do^fij 

und  zwar  ergiebt  sich  die  Formel  links  mittelst  des  Satzes  (NI.) 
pg.  430,  die  Formel  rechts  mittelst  des  Satzes  (Ib.)  pg.  399.  Dabei 
bezeichnet  x  eine  positive  Canstante^  die  <  1  ist,  die  SituaUumscon- 
stante  der  Curve  ß  in  Bezug  auf  die  Normalcalotte  %. 

Ebenso  wie  diese  Formeln  (10.)  aus  der  ersten  Zeile  (6.)  abge- 
leitet sind,  ebenso  ergeben  sich  analoge  Formeln  aus  den  folgenden 
Zeilen  (6.);  so  dass  man  im  Ganzen  folgende  Relationen  erhält: 

(11.)  2)cd/'  <  (i)©/)  X,  DcD«"  <:  Dg}/, 

D  cö/"  <C  {D  tod')  X,  D  (od"<.  D  cd/', 

etc.  etc. 

Diese  Formeln  nun  können  genau  ebenso  behandelt  werden,  wie 
die  Formeln  (£.)  pg.  450.  Man  erhält  alsdann  die  mit  (q.)  pg.  450 
analogen  Formeln: 

(12.)  DcD^C")  <  A  (Vx}'"'\  Z>iD«<*>  <  A  (|/i)*"' ; 
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dabei  ist  unter  A  die  (/rösscrc  der  beiden  (knistanten  Dcoa  und  Dwy 
zu  verstehen. 

Es  lilsst  sich  jetzt,  wie  sogleich  erläutert  werden  soll,  fiach- 
ivcisoi,  dass  unter  den  Wertlien,  die  w'"^  längs  der  Kreislinie  a  be- 
sitzt, mindestens  einer  vorhanden  sein  wird,  der  ==  0  ist.  Wenn 
(13a.)aber  eine  Function  innerhalb  eines  gegebenen  Spielraums  irgendwo 
=  0  ist,  so  wird  offen  bar  ihr  absolut  (jrösshr  Wcrth  innerhalb  die- 
ses Spielraums  stets  Idrincr  sein  als  ihre  Schwankung  innerhalb  des 
genannten  Spielraums,  höchstens  ebenso  gross.    Somit  folgt  also: 

Max  abs  «./"^  <  I)(oJ"K 

Ferner  lässt  sich,  wie  ebenfalls  sogleich  erläutert  werden  soll,  nach- 
{\?>h?)nriseHy  dass  unter  den  Werthen,  die  w^"^  längs  ß  besitzt,  mindestens 
einer  =  0  ist;  woraus  alsdann  wiederum  folgt: 

Max  abs  my^''^  <  7)cjv^«). 
Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  aber  mit  Kücksicht  auf  (12.): 

U-l.)         Max  abs  w/"^  <  A  (l/x)""' ,  Max  abs  w./«)  <  A  (l/x)""' . 

Erläuterung  zu  (13a.)  und  (13b.).  -  Die  Functionen  qp  — F*,  g?'— <p, 
ff"  ~(p\  .  .  .  sind  uach  (5),  (6.)  lauter  L''8,  d.  i.  lauter  Fundamentalfunc- 
tionen  der  FKichc  %.  Desgleichen  sind  nach  (5.),  (6.)  die  Functionen  t^, 
ilf'  —  ip,  tp"  —  ip\  .  .  .  lauter  F's,  d.  i.  lauter  Fundamentalfunctionen  der 
Flüche  iÖ.  Die  einen  sind  also  innerhalb  3(,  die  andern  innerhalb  33  ein- 
deutig, stetig  und  harmonisch.  Und  hieraus  ergehen  sich  sofort  [vgl. 
(8.)  pg.  391]  die  Formeln: 

etc.  etc. 

wo  G  die  schon  früher  besprochene,  z.  B.  in  der  Formel  (3.): 

(H.)  /     (-^  (hf  -  ^-v—  (Lv)  =  0 

auftretende    Curvef')    vorstellt.     Aus    den    Formeln    (A.)    erhält  man   nun 
durch  succossives  Addiron,  uud  mit  Kücksicht  auf  (B.): 


iC.) 


r  i'^  ,/„_  ^:^^ ,,)  _-  0,        r  c^  ay  -  '^^  dx) = o, 

Jß\(\v     '        <  ii       I  .'eyVro;     -^       dy      / 

etc.  etc. 

t^  Auch  iu  der  Figur  pg.  45G  ist  diese  Curve  a  angedeutet. 


(D-) 


(E.) 


(F.) 
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Dies  Yorangeschickt,  wollen  wir  jetzt  die  die  CorTe  a  enthaltende 
m-blättrige  Normalzone  S„^  mittelst  der  Substitution 

z  —  c 

in  eine  auf  der  £- Ebene  liegende,  von  zwei  concentrischen  Kreisen  be- 
grenzte, einblättrige  Fläche  übergehen  lassen.  Zu  diesem  Zweck  sind  die 
Punkte  c  und  c'  respectiye  auf  9(  und  9  der  Art  zu  wählen,  dass  sie  in 
gerader  Linie  liegen  mit  den  Spitzen  derjenigen  beiden  Tangentialkegel, 
deren  Contaetcurren  durch  a  und  ß  dargestellt  sind. 

Gleichzeitig  wollen  wir  die  arithmetischen  Mittel  derjenigen  Werthe, 
welche  9«  9',  9>"»  •  .  .  und  ^,  V'',  ^"»  .  .  .  auf  dieser  neuen  einbWtrigen 
Fläche  €$„0  längs  a  und  ß  besitzen,  durch  ein  vorgesetztes  9R  bezeichnen, 
so  dass  also  z.  B.,  zufolge  (7.),  die  Gleichungen  stattfinden: 

aRoi„  -  3R9a  -  3»V«.,  3R(0^  =  Ttq>^  -  2»t^^ , 

etc.  etc. 

ferner  zufolge  (8.)  auch  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

3Rqp'„=-  a»V'a »  (11.)  3»^/»»3Wy^, 

(m.)  TOy;'-^  g»^,',  sw^y--  2R9/, 

aR<'»3RO        (IV.)  gt^;^^  g»y;,     ^ 

etc.  etc. ; 

wobei  die  unterstrichenen  Formeln  mit  (L),  (II.),  (III.)  i  (IV.),  etc.  bezeich- 
net sind. 

Auf  diese  arithmetischen  Mittel  VI  findet  nun  der  früher  bewiesene 

Hülfssatz  (5.)  pg.  424,  weil  9,  9',  9",  .  .  .  und  ^,  ^',  ^", .  •  •  ^^^  ^uß  ^^^' 
deutig  und  stetig,  und  innerhalb  @^^  barmonisch  sind,  unmittelbare  An- 
wendung; wobei  die  Fläche  @^^  beständig  in  ihrer  neuen  einblättrigen 
Gestalt  zu  denken  ist.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Formeln  (C.)  respec- 
tiTB  mit  (0.),  (V.),  (<t>'.),  (V.),  etc.,  so  kann  man  folgendermassen  räson- 
niren: 

Nach  (I.)  ist  9^9^  «.  0.  Hieraus  aber  und  aus  der  Formel  (<t>.)  folgt 
nach  jenem  Hülfssatz,  dass  3R(pß  ebenfalls  »»  0  ist.  Demgemäss  ist  nach 
(II.)  auch  VlipJ  «=>  0.  Hieraus  aber  und  aus  Q¥\)  folgt  nach  jenem  Hülfs- 
satz, dass  SRv^^'  ebenfalls  ^  0  ist.  Demgemäss  ist  nach  (III.)  auch 
92 qp^"  e»  0.  Hieraus  aber  und  aus  (<t>.")  folgt,  dass  Vtq>J'  ebenfalls  «»  0 
ist    Demgemäss  ist  nach  (IV.)  auch  VhjfJ*'  »0.    U.  s.  w.    U.  s.  w. 

In  solcher  Weise  findet  man,  dass  in  den  unterstrichenen  Formeln  (E.) 
die  9R*8  durchweg  <=  0  sind.  Und  in  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich,  dass 
Gleiches  auch  gilt  fdr  die  Ws  der  nicht  unterstrichenen  Formeln.  Man 
findet  also  allgemein: 

SRy^C»)  »  0,  SW9^(»)  —  0, 
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also  nach  (D.)  auch : 

Das  arithmetische  Mittel  der  längs  a  vorhandenen  Werthe  von 
0)^"^  verschwindet  also;  und  hieraus  folgt  sofort,  dass  mindestens  ein^r  von 
diesen  Wertlien  =  0  ist.     U.  s.  w.     Q,  c.  d. 

Ncicli  Constatiruiig  der  Formeln  (14.)   betrachten  wir  jetzt  die 
(vielleicht  divergirende)  Reihe: 

n5.;         0  =  ((p'-g?)  +  {(p''—q)')  . .  .  +  ((p("  +  M  _gj(«))  +  ...  in  inf. 

Die  einzelnen  Glieder  {tp'  —  9?),  {(p"  —  tp'),  .  .  .  sind  nach  (6.)  lauter 
^/*s,  also  lauter  Fundamentalfunctionen  der  Flache  2t,  mithin  auf 
31  eindeutig,  stetig  und  innerhalb  31  harmonisch.  Was  ferner  die 
Werthe  des  allgemeinen  Gliedes  95^"+^^—  9^"^  am  Rande  «  der  Fläche 
%  betritt't,  so  ergiebt  sich  nach  (S.)  und  (7.): 

also  nach  (14.): 

Max  abs  {(pj''+'^  -  (f.'"^)  <  A  ()/^)"~' , 

wo  A  und  X  ('On stauten  sind,  und  x  <  1  ist.  Zufolge  des  allge- 
meinen C'Onvergenztheorems  [pg.  4l)b\  ist  daher  die  Reihe  0  conver- 
(jmt,  und  O^elber  eine  Fundamcnialfundion  der  Fläclie  2t.  Jenes 
0  liisst  sich  aber,  nachdem  seine  Convergenz  constatirt  ist,  offenbar 
auch  so  schreiben: 

0  =  lim«     ,  1,9,'  -  cp)  +  (cp"  -  <jp')  .  .  .  +  ((p('.+i)  -  g,(-))], 

d.  i.  0  =  lim,,.^^  [—  9  +  9^'*^' .1;  oder,   was   auf  dasselbe  hinaus- 
kommt: 
(ICO  0  ==  —  g)  +  lim„_3o  (p^"^* 

Analoge  Betrachtungen  sind,  wie  leicht  zu  übersehen,  anstell- 
bar hinsichtlich  der  Functionen  ^',  i/^»',  i//',  ...  5  so  dass  man  also 
zu  folgendem  Resultat  gelangt:    ^yird 

(17.)  0  =  —  9?  -|-  lim,,^^  9)<"^     uud     H'  =  —  i/;  -f  lim„  =  x  ^■'*^ 

gesetzt j    so    rejn'äsentirt   0    eine    Fundamentalfundion   dcp'   Flüelie  ?(, 
(inderersrits  V  eine  Fundaniodalfioietion  der  Flädie  33. 
Setzt  man  jetzt 

für  alle  Punkte  der  Fläche  91:    Q  =  0  -|-  qp, 

'^  [andererseits  für  alle  Punkte  von  93:     Q  ==  V  +  ^, 

so  sind  die  so   detinirten   beiden   Functionen  Q  auf  dem  Deckungs- 
gebiet Qa^i  unter  einander  identisch,  >vie  sich  leicht  zeigen  lässt 
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Mit  Rücksicht  auf  (17.)  ist  nämlich 

I        *  auf  «:     Q  =-  lim^=«  9^"^  • 

i  andererseits  auf  $d:     ß  =»  lim^^gj,  ^^"^ . 

Auf  dem  Gebiet  &„  ^  ist  daher  die  Differenz  der  beiden  Functionen  Q 

also  »a  0,  wie  sich,  auf  Grund  der  Formeln  (14.),  durch  Benutzung  des 
CouTergenz-Theorems  [(16.)  pg.  436]  sofort  ergiebt     Q.  e.  cU 

Solches  constatirt)  iät  also  jetzt  auf  der  ganzen  Fläche  91  nur 
eine  einzige  Function  Q  ausgebreitet;  und  diese  ist  definirt  durch  die 
Formeln  (18.),  die  mit  Rücksicht  auf  (5.)  auch  so  darstellbar  sind: 


(19.) 


{ 


auf  «:  Q  =  0  +  F*  —  J7«'^% 
auf»:  Q  =  V. 


Nun  ist  0,  nach  (17.),  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  %  Glei- 
ches gilt  aber  auch  von  U**'^*,  und,  abgesehen  von  den  Unstetig- 
keitsstellen  der  Function  F*,  auch  von  F*  selber.  Andererseits 
isti  nach  (17.),  V«  eine  Fnndamenkdfnnction  der  Fläche  93,  Und  mit 
Rücksicht  auf  diese  Eigenschaften  von  0,  ü"*^*,  F"*  und  V,  folgt 
aus  (19.)  sofort,  dass  die  Function  Q,  abgesehen  von  den  Unstetig- 
keitsstellen  von  jP^,  auf  91  eindeutig^  stelig  und  harmonisch  ist,  und 
dass  ferner  innerhalb  %  die  genannten  drei  Eigenschaften  der  Dif- 
ferenz Q  —  F*  anhaften.  Demgemäss  rqpräsentirt  also  Q  die  Lösung 
der  gestdlten  Aufgäbe  (4.).  —  Man  gelangt  also  zu  folgendem 

Satz.  —  Auf  einer  Riemann'scheih  Kugelfläche  91  sei  irgend  eine 
Nomudcalotte  %  abgegrenzt  Femer  rqn-äsentire  f*(ß)  eifie  nur  a/uf 
%  gegebene  monogene  Function^  die  innerhalb  %  irgend  welche  Unstetig- 
keitssieUen  besüjst,  hiervon  abgesehen  aber  auf  %  eindeutig  und  stetig 
ist    Endlich  sei  der  reelle  Theil  von  f*{z)  mit  F*  bezeichnet'. 

(20.)  F*  -=  Rtb  f*{z). 

Alsdann  wird  man  stets  eine  redle  Function  Q  «»  Q(a;,  y)  zu  con- 
struiren  im  Stande  sein,  von  solcher  Beschaffenheit,  dctös  Q,  abgesehen 
von  jenen  UnstetigJceitsstellen  der  Function  F*,  auf  91  eindeutig, 
stetig  und  harmonisch  ist,  femer  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
die  genannten  drei  Eigenschaften  innerhalb  ?[  der  Differenz  Q  —  jF* 
anhaften. 
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§  8. 

Ueber  die  Construirbarkeit  monogener  Functionen  mit 
vorgeschriebenen  Unstetigkeiten. 

Nimmt  man  insbesondere  für  / '■(^)  eine  Function,  deren  Un- 
stetigkeit  innerhalb  51  auf  irgend  ein  Linlendement  l  sich  beschränkt, 
und  vertauscht  man  zugleicli  die  Buchstaben  St,  F*,  Q  respective 
mit  J,  r^,  l  ,  so  gewinnt  der  vorhergehende  Satz  folgende  Gestalt: 

Satz.  —  Auf  einer  lik^naml scheu  Kit f/el /lache  9t  sei  irgetul  eine 
Xiftinalccilottc  Z  ahijajrenzL     Ferner  reprüsentire 

eine  nur  auf  %  (jegebene  Function,  die  in  irgeyid  einetn  innerhalb 
Z  li(<fcnilen  Linienelement  l  unstetig ^  sonst  aJßcr  auf  %  eindetüir/ 
utui  stetig  ist. 

Alsdann  wird  stets  eine  reelle  Function 

U  =  U{x,  y) 

consfruirbar  sdn,  von  sohher  Beschaffenheit^  dass   U,  abgeselien  von  /, 
auf  ^K   eindeutig,  stetig   und  fiarmonisch   ist,  ferner  von  solcher 
litsthaffinhcit,  dass  diese   drei  FigcnscJiaften  inncfhalb  %  der  Dif- 
freu:-   l—  U''''  anhaften. 

NU.  Das  gegchene  Linienelcment  l  kann  beliebig  hirg,  also  0,  B. 
auch  ein   Vnnlct  sein. 

Wir   wollen   jetzt  die    Function    U  als   tvirklich  construirt   be- 

(ni(  lilni,  und  eine  neue  Function  V  zu  bilden  suchen,  der  Art,  dass 

/'    I    /r  eine   mtmagcne   Function  von  z  ist.     Dabei  wird   Gebrauch 

zu    Miaehen  sein  theils  von  den  Flüchen  5R,  ^ai>cy  ^af<:i,  ^aMmj  theils 

von   (Irii    r'Iilehen  %  und  J/. 

VVi«'  ^'owühnlich  |  v<,'l.  die  Bemerkung  pg.  185]  soll  31^,^  diejenige  «w- 

luili   .u'^nmwnlll('inge7lde  Fläche  sein,  in  welche  di  durch  die  bekannten  Rie- 
Mi.iiiii  .« luMi  Schnitte  w^,  ^^,  c^,  übergeht.    Dabei  sollen  aber  diese  Schnitte 

»I- 1  Arl.  <  oiihtruirt  gedacht  werden,  dass  die  gegebene  Calotte  X  von  ihnen 
,'.,1^/   vii^rlioiil  bleibt.     Ferner  soll  ^^\,,^.lf,^  diejenige,  ebenfalls  einfach  zu- 

.  umtiu  ulmmimtb'  Flilche  sein,  in  wolche  ^)?^,y^,  durch  zwei  Schnitte  l^  m  über- 

,/  ,.\  /<Hi  ilchiMi  (Irr  crstcre  längs  der  gegebenen  Linie  l  fortläuft,  während 
,</  ht.hn'  ciiH'  Fortsetzung  des  erstem  bis  zum  Rande  von  31^^,^  vorstellt, 
■  '.'n.'i    M«-   liiiln-r,  ]»g.  221J. 

I.»,<lli<))  .^ollrn  'K,/^.^  und  X^  diejenigen  Flächen  sein,  in  welche  M^^ 

..  .    i    <l.i/<li  liiM-n  einzigen  längs  7  ausgeführten  Schnitt  sich  verwandeln. 

ii«  /   t\i  II  lol^'^rihlru,  etwas  coniplicirten  Betrachtungen  sind  nun, 

,,  .      ...    !./;/<  n.^«  lullten    (I«.*r  gegebenen  Function  f*{z)  =  U* -^  iV* 
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und  der  constrnirten   Function   U  betrifiPt^  namentlich   drei  Punkte 

im  Auge  zu  behalten. 
(L)  Erstens:    Die  monogene  Function  f*{z)  —  J7*  +  »F*  ist^  mit 

Ausnähme  von  l,  auf  Z  eindeutig  und  stetig. 
(2.)  Zweitens:    Die  reelle  Function  U  ist,  mit  Ausnahme  von  l,  auf 

der  ganzen  Fläche  91;  mithin  0,  B.  auch  auf^aMm  eindeutig,  stetig 

und  harmonisch. 
(3.)  Drittens:    Die  Differenz  U—U^ist  innerhalb  %  ausnahmslos 

eindeutig,  stetig  und  harmonisch, 

Markirt  man  jetzt  innerhalb  %i  irgend  zwei  Punkte  Zq  und  0, 

so  ist  die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  F*  nach  (1.)  darstell- 
bar durch  die  Formel: 

d.  i.  durch  die  Formel: 

(4.)  p._v-/(^.,-^4  ra, 

die  Integration  von  js^  und  0  jedesmal  hinerstreckt  gedacht  über 
eine  innerhalb  %i  liegende  Curve,  wie  solches  angedeutet  ist  durch 
das  beigesetzte  [%i].  Nimmt  man  also  z.  B.  für  die  Integrations- 
curve  irgend  eine  innerhalb  Z  um  l  herum  und  in  sich  zurück- 
laufende Curve  r,  so  erhält  man: 

Andererseits  aber  folgt  aus  (3.)^  unter  Anwendung  eines  früheren 
Satzes  [(8.)  pg.  391] ^  sofort: 

also,  falls  man  diese  Formel  zur  vorhergehenden  addirt: 

Der  soeben  citirte  Satz  [pg.  391]  ist  aber  auch  auf  U  selber 
anwendbar.  Die  Fläche  diabeim  ist  nämlich  einfach  zusammenhängend, 
und  zerfällt  also  durch  jedweden  Rückkehrschnitt  a  in  zwei  ge- 
trennte Stücke,  von  denen  eines  blos  von  6  selber  begrenzt  ist. 
Die  Anwendung  jenes  Satzes  auf  dieses  Stück  liefert  daher,  falls 
man  die  in  (2.)  angegebenen  Eigenschaften  von  U  beachtet,  die 
Formel: 


i/4 


>-  'd'/.'-i 


'  '/    —     .         /  r}.. 


*-.''."*  L  .'    *^.  ''  " '<  ''    ''    '  >        ""''*•        iJL  1    _i    jt'i       11*"  *?i    r.   ' 

^  .,•     *  •  "  ^  •  1  -i    ,1    :■'  1  «"  .  •  .    •   1 V  - j  ^         v"|A    niiii    t*u!ir 

i   '     ?».,  '^■2•  I*"!     i'  :      ii-:iL  r     ?^     .        ?</    (ut,   Ji/<''^" 


^    »•    '->        ' 


(  / 


li.w-,  ;,:.:,.. !'•:    .i  i.^-rr  j.  r    Z    ^v"    '1'..:J:t-  r,    i.Zid  z,  so  ist  die  I'ifit^'-pu: 
•  ic  1    >    j-r.r:;:.-!     W.-tm     J  -    ;  i.r^  1/ .Jil:    c..r(-l.   äe  Fomx'l    4..: 
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die  Integration  jedesmal  hinerstreckt  über  eine  von  0q  nach  0 
gehende  und  innerhalb  %i  bleibende  Curve.  Durch  Subtraction  der 
beiden  letzten  Formeln  folgt: 

(10.)  V-  y*^V,-  Y*  +f(^-^^-=P-  äy  -  '-^^ä.),    [SJ. 

Nach  (3.)  ist  aber  U —  CT*  innerhalb  %  ausnahmslos  eindeutig, 
stetig  und  harmonisch.  Somit  folgt  aus  (10.),  dass  V —  F*  inner- 
halb %  ausnahmslos  eindeutig  und  stetig  ist.  Und  demgemäss  wird 
also  innerhalb  %  auch 

(11.)  {U  +  iV)  —  (ü*  +  iV*) 

atisnahinslos    eindeutig    und   stetig   sein.     Dies    Ergebniss   mit   dem 
früheren  Resultat  (8.)  zusammengefasst,  gelangt  man  zu  folgendem 
Theorem.   —    Auf  einer  Biemann' sehen  Kugelfläche  SR  sei  ein 
Liniensegment  l  gegeben,  welches  '^beliebig  Teure,  also  0.  B.  auch  ein 
_.  Punkt  sein  kann.    Jedenfalls  aber  sei  l  von  solcher  Lage  und  Grösse, 
'^  dass  auf  91  eine  Normakalotte  %  angebhar  ist^  innerhalb  deren  l 
sich  befindet.    Ferner  bezeichne  f*{0)   eine  blos  auf  Z  gegd)ene  mono- 
gene Function,  die  in  l  unstetig,  sonst  aber  auf  %  eindeutig  und  stetig 
ist.  —  Alsdann  unrd  stets  eine  monogene  Function  f(/)  von  folgenden 
Eigenschaften  construirbar  sein: 

I.  f{0)  ist,  mit  Ausnahme  von  l,  a^,  6x  (x  «=  1,  2,  •  •  »p),  auf  SR 
eindeutig  und  stetig. 

II.  fiß)  ist  im  Bereich  von  l  durch  die  Formel 

fOÖ  =  /**W  +  [eindeut.  stet.  Punct.] 

darstellbar,  überdies  aber  in  den  Curven  a^,  bx  mit  constanten  rein 
imaginären  Differenzen  behaftet. 

Etwas  einfacher  gestaltet  sich  der  Satz,  wenn  l  ein  Punkt  ist. 
Denkt  man  sich  z.  B.  auf  SR  irgend  einen  Punkt  c  markirt,  das 
Bereich  desselben  mit  Vi(c,z),  respective  ?l(y,  C)  bezeichnet,   und 

gesetzt,  wo  N  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  sein  soll,  so  ist  offen- 
bar stets  eine  Normalcalotte  angebbar,  innerhalb  deren  c  sich  befindet. 
Denn  man  erhält  eine  derartige  Calotte  einfach  dadurch,  dass  man 
den  Rand  des  Bereiches  Vi(c,0)  in  geeigneter  Weise  determinirt. 

Neumann,  Abel' sehe  Integrale.    2.  Aufl.  oO 
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Man  darf  somit  im  vorhergehenden  Theorem  für  l  den  Punkt  c, 
und  fiir  f'^i/)  die  soeben  genannte  Function  nehmen,  und  gelangt 
so  zu  folgendem 

Satz.  —  Marhirt   man   auf  einer  Riemann' sehen    Kugel  fläche  9J 

inicnd  einen  Funkt  c,  h( zeichnet  man  ferner  das  liereich  dieses  Punktes 

(C.)  mit  Vi(CyZ)^  respcctive  ?((>/,  0,   und  versteht  man  ausserdem  unter  S 

eine  helietjig  gerjehene  Zahl  aus  der  J leihe   1,2,  3,  .  .  .,  so  tvird  stets 

eine  monogene  Function  f\z)  von  folgenden  Eigenschaften  constrnirhar  sein: 

I.  Sie  ist,  mit  Ausnahme  des  Funkten  c  und  der  Linien  a»,  hj 
auf  9i  eindeutig  und  stetig. 

IT.   Sie  ist  im  Bereich  des  Punktes  c  durch  die  Formel 

f(z)  =  —    —  V-  +  [eind.  stet.  Funct.l 

darstellbar^  daselbst  also  mit  einem  Pol  A^**"^  Ordnung  behaftet]  und  sie 
besitzt  überdies  in  den  Linien  «x,  by,  eonstante  rein  imaginäre 
Differenzeyu 

§9- 
Beweis  der  Biemann'schen  Existenztheoreme. 

Bezeichnet  9i  eine  Riemann'sche  Kugelfläche,  und  c  irgend  einen 
auf  SR  markirten  Punkt,  so  wird  sofort  eine  Function  r{ß)  angebbar 
sein,  die  im  Bereich  von  e  eindeutig  und  stetig  ist,  und  die  über- 
dies in  diesem  Jkreich  keinen  Nullpunkt  hat,  ausser  einem  in  c  selber 
(1.)  befindlichen  Nullpunkt  erster  Ordnung.  Auch  übersieht  man  sofort, 
dass  die  Function  r(z)  durch  diese  Anforderungen  noch  keineswegs 
bestimmt  ist,  dass  also  unendlich  viele  derartige  Functionen  r{z) 
existiren.  Sind  r[z)  und  r' (z)  irgend  zwei  derselben,  so  wird  der 
Quotient 

r(:y 

eine   Function   sein,    die  im    Bereich   von  e    ausnahmslos    eindcidig} 
stetig  und  nichtverscliwindoul  ist. 

Ich  habe  hier  die  Bezeichnung  r  oder  r{z)  genau  in  demsell^^^ 
Sinne  gebraucht,  wie  es  von  liicniann  geschehen  ist  [vgl.  die  Be- 
merkung pg.  2<)0j. 

Dies  vorangeschickt,  mag  nun,  ebenso  wie  in  (B.)  pg.  46ö,  ^.ut 
91  irgend  ein  Linicnsrgment  l  von  solcher  Lage  und  Grösse  geg^^^^ 
sein,    dass   eine    Normalcalotte   X   augebbar  ist,    innerhalb    iet^^ 
sich  befindet.     Diese  Calotte  %  kann  mittelst  der  Substitution 


(-'•) 


(3.) 
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in  eine  in  der  S>  Ebene  liegende  einblättrige  Kreisfläche  verwandelt  wer- 
den. Dabei  bezeichnet  m  die  Blätteranzahl  yon  X,  ferner  c  den 
Windungspunkt  von  %  (oder^  falls  m»»  1;  einen  beliebigen  Punkt 
innerhalb  X),  endlich  c  den  in  Bezug  auf  die  Bandcurve  der  Calotte 
zu  c  coDJugirten  Punkt.  Bei  dieser  Umwandlung  wird  das  innerhalb 
der  Calotte  %  befindliche  Liniensegment  l^  dessen  Endpunkte  c^  c^ 
sein  mögen,  in  ein  innerhalb  der  Kreisfläche  liegendes  Liniensegment 
k  übergehen,  dessen  Endpunkte  y^^y  y^  heissen  mögen. 
Die  Function 

(4.)  9(0  =  ^-^ 

ist  alsdann  auf  jener  Kreisfläche,  mithin  auch  auf  %  selber  regulär, 
und  daselbst  nur  mit  einem  Pol  und  .ebenso  nur  mit  einem  Null- 
punkt behaftet.  Ersterer  liegt  in  y^  respective  C|,  letzterer  in  y^ 
oder  c^y  und  beide  sind  erster  Ordnung.  Definirt  man  also  jetzt 
eine  neue  Function  f*(js)  mittelst  der  Formel 


(5.)  n^)-ri 


(7.) 


80  wird  dieselbe,   bei  geeigneter   Einschränkung  der   Integrations- 
curve,  auf  %,  abgesehen  von  l,   eindeutig  und  stetig,  in  l  mit  der 
(6.)  canstanten  Differenz  2ni  behaftet ,  und  in  den  Bereichen  der  Punkte 
c^  und  c^  respective  durch  die  Formeln 

f*(js)  =z  —  log  (§  —  y,)  4"  [eind.  stet.  Funct.], 
f*{e)  =  +  log  (§  -  y,)  +  [eind.  stet.  Funct] 

darstellbar  sein,  [wie  solches  aus  dem  Satz  (F.)  pg.  231  sofort  folgtj. 
Absichtlich  soll  auch  weiterhin  irgend  eine  specieUe  Voraussetzung 
über  die  Lage  der  Linie  l  innerhalb  %  vermieden  u?erden.  Ob  also 
irgend  ein  Punkt  der  Linie  2,  z.  B.  einer  ihrer  Endpunkte  c^,  c^ 
mit  dem  Windungspunkt  c  der  Calotte  %  zusammenfallt^  soll  völlig  in 
suspenso  bleiben.  Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  wird  die  Function 
£  —  ?!  (zufolge  ihrer  Definition)  im  Bereich  des  Punktes  Cj  ein- 
deutig und  stetig  sein,  und  daselbst  keinen  Nullpunkt  haben,  ab- 
gesehen von  einem  in  c^  selber  liegenden  Nullpunkt  erster  Ordnung. 
Genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt  aber  nach  (1.)  auch  ri{z), 
falls  man  nämlich  unter  ri{e)  irgend  eine  beliebige  unter  den  dem 
Punkte  Ci  zugehörigen  Functionen  r{ß)  versteht.  Demgemäss  ist  aljso 

WO  E^{z)  eine  Function  vorstellt,  die  im  Bereich  von  c^  eindeutig, 

80* 
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stetig  und  niclitccr seine Indend  ist.    Setzt  man  also  dieser  Formel  ent- 

sprecliend 

log  (S  —  y,)  =  log  r,  {z)  +  log  E,  {z), 

so  werden  sich  dabei  die  Logarithmen  in  solcher  Weise  festsetzen 
lassen,  dass  log  (^  —  yj  mit  dem  in  (7.)  vorhandenen  Logarithmus 
identhch,  und  dass  gleichzeitig  log  E^  {z)  im  Bereich  von  Cj  eindeutig 
und  stetig  ist.     Solches  ausgeführt  gedacht,  ist  also: 

log  (^  —  yj  =  log  r^{z)  +  [eind.  stet.  Funct.]. 

In  aualoger  Weise  erhält  man  ofienbar: 

log  (J  —  y.^  =  log  r.^U)  +  [eind.  stet.  Funct.]; 

und  demgemäss  kann  man  also  die  m  (G.),  (7.)  gegebene  Charak- 
teristik der  Function  f'^'i/)  gegenwärtig  auch  so  aussprechen: 

Die  Function  l"^\z)  ist,  abgesehen  von  der  Linie  l,  auf  der 
Calotte  %  eindeutig  und  stetig.  Sie  ist  längs  der  von  c^  nach  Co 
laufenden  Linie  l  mit  der  constanten  Diüerenz  27ci  behaftet: 

(8.)  längs  l:         /'^(A)  ^  ('""{q)  =  27ti. 

Und  sie  ist  endlich  in  den  Bereichen  der  Punkte  q  und  Cg  respec- 
tive  durch  die  Formeln  darstellbar: 

/■*(^:)  =  —  log  ri(.:)  +  [eind.  stet.  Funct.J, 
(9.) 

/•*(^)  ==  -[,  log  r,{z)  +  [eind.  stet.  Funct.], 

Auf  diese  Function  /"*(^)  ist  somit  das  Theorem  (B.)  pg.  465 
ohne  Weiteres  anwendbar,  ebenso  auch  auf  die  Function  C/'*(r), 
falls  nämlich  C  irgend  welche  Constante  vorstellt.  Man  gelangt 
daher  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Auf  einer  Rieinann  sehen  Kugelfläche  9t  sei  ein  Linien^ 
segnfcnt  l  mit  den  Endpunlden  c^,  c\y  gegeben  von  solcher  Lage  und 
/i>^  (irösse^  dass  auf  9t  irgend  eine  Nornialcaloite  angehbar  ist,  innerhalb 
deren  I  sieh  befindet.  Ueherdies  sei  gegeben  eine  beliebige  Constante  C. 
Alsdann  wird  stets  eine  monogene  Function  f(z)  von  folgenden  Eigen- 
Schäften  construirbar  sci^i: 

I.  Sie  isty  mit  Ausnahme  der  Linien  l  und  ay.,  h^,  auf  9t  ein- 
deutig und  stetig. 

IL  Sie  ist  in  doi  Bereichen  der  Funkte  q  und  c.^  rcspective  durch 
die  Formeln 

f(z)  =  —  Clog  r^{z)  +  [eind.  stet.  Funct.], 
/■(,:)  =  ^  CMogr^(f)  +  [eind.  stet.  Funct.j 
darstellbar^   und  gleichzeitig   in   der  von  6'j  nach  c.>   laufenden   Linie  l 
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mit  der  constanten  Differenz  C .  ^m  behaftet,  UAerdies  besitzt  sie 
in  den  Curven  a^,  6x  constante  rein  imaginäre  Differenzen. 

Dabei  bezeichnen  r^{z)  und  r^^z)  die  den  Funkten  (\  und  c^  zu- 
gehörigen JRiemann' sehen  Functionen  r{z);  [vgl.  (1.)  pg.  466]. 

Stillschweigend  haben  wir  bis  jetzt  stets  vorausgesetzt,  das 
Linienelement  l  solle  die  Curven  a«;  2>x  weder  schneiden  noch  be- 
rühren. Man  übersieht  aber  leicht  ^  dass  die  gefundenen  Sätze  fast 
genau  in  gleicher  Weise  auch  dann  noch  ableitbar  sind,  wenn  l 
seiner  ganzen  Länge  nach  in  eine  jener  Curven  hineinföUt.  Man 
erhält  alsdann  z.  B.  an  Stelle  des  letzten  Satzes,  indem  man  gleich- 
zeitig für  C  die  Constante  -z — r  eintreten  lässt,  folgenden  Satz: 

Satz.  —  Irgend  eine  der  2p  Curven  «x,  &x  Möge  ff^it  s  bezeichnet, 
und  diese  Ourve  s  durch  zwei  Punkte  c^  und  c^  in  zwei  Theile  l  und 
(s  —  /)  zerlegt  sein,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  auf  SR  irgend  eine 
Normalcalotte  angdbar  ist,  innerhalb  deren  l  sich  befindet.  Gleich- 
zeitig mögen  jene  TheUpunkte  in  soldier  Äuswald  mit  c^,  c^  bezeichnet 
sein,  dass  die  Eichtung  c^  c^  des  Segmentes  l  zusammenfällt  mit  der 
Bichtung  von  s  selber.  Alsdann  wird  stets  eine  monogene  Function  f{z) 
von  folgenden  Eigenschaften  construirbar  sein: 

L  Sie  ist,  mit  Ausnahme  der  2p  Curven  ax,  6xr  auf  91  ein- 
deutig und  stetig. 

IL  Sie  ist  in  den  Bereichen  der  Punkte  Cj  %md  c^  respective  durch 
die  Formeln: 

f{z)  «=  —  2 — r  log  ry^ijs)  +  [eind.  stet  Funci], 
f{z)  =  -j-  -     ,  log  r^{z)  +  [eind.  stet.  Funct.]. 

darstellbar.  Sie  besitzt  ferner  in  sämmtlichen  Curven  a^,  ftx»  jedoch  in 
snur  längs  des  Theiles  {s  —l)  constante  rein  imaginäre  Differenzen, 
längs  l  hingegen  eine  Differenz,  die  um  1  grösser  ist  als  die  längs  {s — l). 

Bezeichnet  man  also  die  Differenz  längs  (s  —  l)  etwa  mit  iA, 
wo  A  eine  reelle  Constante  vorstellt,  so  wird  die  Differenz  längs  l 
den  Werth  1  +  i^  haben. 

Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  sind  jetzt  weitere  Consequenzen 
zu  ziehen,  zunächst  aus  dem  Satze  (D.).  Sind  auf  91  zwei  ganz  be- 
liebige Punkte  Ci,  c^  markirt,  und  denkt  man  sich  die  2p  Curven 
Ox,  bx  der  Art  eingerichtet,  dass  keiner  der  beiden  Punkte  hart  an 
einer  dieser  Curven  liegt,  so  wird  man  stets  auf  9t  von  ^  nach  c^ 
eine  die  Curven  a«,  &x  vermeidende  Linie  L  ziehen  können.  Hier- 
auf aber  wird  man  L  in  einzelne  Segmente  l  zerlegen  können,  deren 
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jedes  der  in  (D.)  gestellten  Anforderung  entspricht.  Denkt  man 
sich  nun  für  jedes  solches  Segment  /  die  im  Satze  (D.)  angegebene 
Function  f\z)  construirt,  und  die  Summe  all'  dieser  Functionen  f(j:) 
mit  F(^)  bezeichnet,  so  gelangt  man  [die  in  (D.)  auftretende  Con- 
stante  C=  1  gesetzt]  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Sind  auf  9t  irrjend  zwei  Funlde  c^,  c^  niarkirt,  fernef 
die  Curven  a.y,  by  so  eingerieldet ,  dass  jene  Funlde  von  diesen  Curven 
,,,  V  dureh  irgend  ivelehe  Zivischenrännie  (jct rennt  sind,  und  ist  endlich  von 
c^  naeh  c.2  auf  SR  irgend  eine  die  Curven  a^,  hy.  vermeidende  Linie  L 
gezogen,  so  wird  stets  eine  monogene  Function  F{ß)  von  folgetulen 
Eigenschaften  construirbar  sein: 

I.  Sie  ist,  abgesehen  von  den  Linien  l,  a^,  bx,  auf  ^  überall  ein- 
deutig und  stetig. 

II.  Sie  ist  in  den  Threiehcn  der  Fnnldc  c^,  e^  resj^ective   durch 

die  Formeln 

F(i)  =  —  log  r^(z)  +  [eind.  stet.  Funci], 

F{z)  =  +  log  rjz)  -\-  [eind.  stet.  Funct.] 

darstellbar,  und  gleichzeitig  in  der  von  c^  naeh  c^  gehmden  Linie  L 
mit  der  eonstantni  Differenz  'Jni  behaftet.  Ueberdies  besitzt  sie  in  den 
Curven  ay,,  by  eonstantc  rein  imaginäre  Differenzen, 

In  ganz  analoger  Weise  führt  endlich  der  Satz  (E.),  falls  man 
die  dortige  Curve  s  ebenfalls  in  einzelne  hinreichend  kleine  Segmente 
l  zerlegt,  für  jedes  solches  Segment  l  die  zugehörige  Function  f{z) 
construirt,  und  die  Summe  all'  dieser  Functionen  f{z)  mit  F{z)  be- 
zeichnet, zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Dezriehnet  man  irgend  eine  der  Curven  üy,  by  mit  s,  so 
((i.)  ivird  stets  eine  monogene  Function  F(z)  von  folgenden  Eigemchaft^n 
co)tstruirbar  sein: 

I.  Sie  ist,  mit  Ausnahme  der  Curven  ay,  by,  auf  SR  überall  ein- 
deutig und  stetig. 

II.  Sie  ist  in  den  Curven  Uy,  by  mit  eonstanten  Differenzeyi  he- 
haftet.^  und  zwar  ist  der  reelle  Theil  der  linujs  s  vorhandenen  Differcfis 
=  1;  während  die  reellen.  T heile  der  Differenzen  für  die  übrigen 
Curven  ay,  by  durchweg  =  0  sind. 

Durch   Su])erposition   nwhrerer  derartiger  Functionen   F{s)   ge- 
laugt man  alsdann  sofort  zu  folgendem  allgemeinern  Satz: 
/-[£  \  Satz.  —  Es  wird  stets  eine  monogene  Function  <t>{z)  von  folgen- 

den Eigensehaffm  construirbar  sein: 

1,  Sie  ist,  mit  Ausnahme  der  2p  Curven  ay,  by,  auf  *R  übet^all 
eindeutig  und  stetig. 


Beweis  der  Biemanti' sehen  Exietenztheoreme.  471 

II.  Sie  ist  in  den  Ourven  «x,  6x  f^it  constanten  Differenzen  he- 
Jiaftetj  deren  reelle  Theüe  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Dieser  Satz  (H.)  ist  aber  nichts  Anderes  als  das  erste  Existenz- 
theorem  pg.  238.  Femer  ergiebt  sich,  durch  Combination  dieses 
Satzes  (H.)  mit  dem  früheren  Satz  (G.)  pg.  466,  die  Richtigkeit  des 
mveiten  ExistenztJieorenis  pg.  239.  Combinirt  man  endlich  den  Satz 
(H.)  mit  (F.),  und  beachtet  man  dabei  die  hinsichtlich  der  Func- 
tionen r{z)  auf  pg.  466  gemachten  Bemerkungen,  so  erhalt  man  den 
Beweis  für  die  Richtigkeit  des  dritten  Existenztheorems  pg.  239^ 
wenigstens  innerhalb  desjenigen  Spielraumes,  in  welchem  dieses 
Theorem  bei  den  Untersuchungen  des  vorliegenden  Werkes  in  An- 
wendung gebracht  ist. 

Den  genannten  Existenztheoremen  stehen  gewisse  ünitätstheoreme 
zur  Seite.  Ich  habe  mich  im  gegenwärtigen  Capitel  auf  den  Beweis 
der  erstem  beschränken  können.  Denn  die  letztem  sind  bereits 
früher  absolvirt  worden,  durch  die  Sätze  (1.),  (2.),  (3.)  pg.  236. 
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\)\^  in  <li>«'^m  WVrk  b*-nu!zt^n  Bez^'ithnanrHn 

nnd  Afitir>'\ia!aren. 

?ji*j-    ',r.i  o-fi   {»'-■(  r  'if,*:r  'i.-:  \'.u  rr..r  f^-r, -•//.rn  Bez«i:chn'iD«:eD  and  Abbr-^Li- 

\}.i^  \U'.n\'.ti  '  ir,'-.    i'.jfirct*--  ir;i  'ir -prin'^'lichfjn  hl'I  natlrlichen  Zustand,  pg.94 — 97. 

*.»v«-;iijj/ij/iKt#;  t'ifHT  rf'^'u\,irf'ji   l-iif.'^.tioij,  jc'.   110,   117. 
•  iriiultjui';  J{.i}in<'ri   <li«'^r  Ni'.^.jii.f/tiriktf',  j>f/.  20*2  (dritte  Zeile,. 
ronjii^irf.<:   J'tinkt«',   i»j/.   427. 

II.    liifiHjn  und  ftchriittft.  -     L'*'berf(aTiu'Mlinien,  pg.  C8,  69,  84. 
(l\ifrr'i\nii\.lf   iin'l    liückk'liffcijnit.to,  pg.   148,   149. 
.'.i{/mufVirrniK'T   ^2m;r-.<|jiiiitj   pg.    148, 
Mtr'WiM!,   pg.    17.'J. 

hir   Iticrriiinri'Hc.lHT»   S(  [initlo  (^dor  Strömo  a^  b^  c^  pg.   175 — 185. 
Siiijiilt-jiiu'  HiihiH'.M  (i«T  Niv^aiipunkto,  pg.  292  (dritte  Zeile). 

in.    Kliichon.         I'osilive  l.'iiihiufung  (nnor  Flüche,  pg.  3  und  pg.  66. 
Iliiri/ontalrlifn«;  iiml   Aiitipodr-nobeiK;,  i)g.  52,  53,  etc. 
Windtiiiguliiiclie,  pg.  07      74. 
Ordmiiig  der   WindtnigHfliirhr,  pg,  09. 
Mli'nK'iitiiriliiche,   pg.    140. 

Miidiirli  •/,uMumiu<'nliiiiig('nde  i^Miuhf,  ])g.   140. 

Midnrurh  y.\iHiiinineidiiing(»ndc  Fläche,  j»g.  159  (zweite  Bemerkung). 
ruuKtirto   Flät'he,  jig.    150. 

(Jniiul/ahl  «'iiirr  Fläche  oder  eines  Kläehensy.steras,  pg.  152,  108  und  185.^ 
Ni»rmulralt»tie  und    Noruuilzoue,  pg.   420. 
AI»Mehndttr»rnnge  und  giirteHVuMuige  Vernehmelzung  zweier  Flächen,  pg.  447. 

IV.  Kuiictionon.         Kumtionen  vom  Charakter  A',  pg.  37. 
pu«  ()idiniu>,'s/aldeu  eiiwr  Function,  pg.  40  und   102. 
Kegul.in»   F«ii\ctioncn ,  pg.    117. 

Ke^ul.Ui^   Functioi\en  (/•'*   Onlnung,  pg.   117. 

Uiirnu>nisch,  pg.   i>'.M). 

l'nndun\eutairunct ionen,   pg.   ÖlM». 

l  ule\svlieulimg  \  »M\  c/.w/   uiul   iKihrJi'ilb,  pg.   :U,K>  ..Bemerkung). 

V.  i'oichen  Pas  l\Mim-uen.- .•eichen         und  da.<  neue  Zeichen  ~-  haltn 
die  a\it   p^;.  ^viO  und   p^:.  :i;M    ^Note>  angt'.:«.beneu  Bedeutungen. 
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Die  in  diesem  Werk  benutzten  Bezeichiiniigen 

und  Abbreviaturen. 

Da  es  mir  aus  Erfahrung  bekannt  ist,  wie  schwer  es  oft  wird,  sich  in  dem 
Sprachgebrauch  eines  Autors  zurechtzufinden,  so  benutze  ich  diese  letzU- 
Seite,  um  den  Leser  über  die  von  mir  benutzten  Bezeichnungen  und  Abbrevia- 
turen zu  Orientiren. 

I.  Punkte.  —  WinduDgspunkte,  pg.  67—74. 
Das  Bereich  eines  Punktes,  pg.  37. 

Das  Bereich  eines  Punktes  im  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustand,  pg.94 — 97. 
Pole  oder  polare  Unstetigkeitspunkte,  pg.  38. 
Niveaupunkte  einer  regulären  Function,  pg.  116,  117. 
Simultane  Bahnen  dieser  Niveaupunkte,  pg.  292  (dritte  Zeile). 
Conjugirte  Punkte,  pg.  427. 

II.  Linien  nnd  Schnitte.  —  üebergangslinien,  pg.  68,  69,  84. 
Querschnitte  und  Rückkohrschnitte,  pg.  148,  149. 
Sigmaförraiger  Querschnitt,  pg.  148. 

Ströme,  pg.  173. 

Die  Riemann'schen  Schnitte  oder  Ströme  a^  h,  c^  pg.  175 — 185. 

Simultane  Bahnen  der  Niveaupunkte,  pg.  292  (dritte  Zeile). 

III.  Flächen.  —  Positive  Umlaufung  einer  Flüche,  pg.  3  und  pg.  55. 
Horizontalebene  und  Autipodenebene,  pg.  52,  53,  etc. 
Windungsfläche,  pg.  67—74. 

Ordnung  der  Windungsfläche,  pg.  69. 

Elementarfläche,  pg.  146. 

Einfach  zusammenhängende  Fläche,  pg.  146. 

Mehrfach  zusammenhängende  Fläche,  pg.  159  (zweite  Bemerkung). 

Punktirte  Fläche,  pg.  150. 

Grundzahl  einer  Fläche  oder  eines  Frächensystemg,  pg.  152,  168  und  185.^ 

Normalcalotte  und  Normalzone,  pg.  426. 

Abschnittförmige  und  gürtelförmige  Verschmelzung  zweier  Flächen,  pg.  447. 

IV.  Functionen.  —  Functionen  vom  Charakter  E^  pg.  37. 
Die  Ordnungszahlen  einer  Function,  pg.  40  und  102. 
Reguläre  Functionen,  pg.  117. 

Reguläre  Functionen  c/^^  Ordnung,  pg.  117. 

Harmonisch,  pg.  390. 

Fundamentalfunctioncn,  pg.  396. 

Unterscheidung  von  auf  und  inacrJialb,  pg.  393  (Bemerkung). 

V.  Zeichen.  —  Das  Congruenzzeichen        und  das  neue  Zeichen  -'-  haben 
die  auf  pg.  330  und  pg,  337  (Note)  angegebenen  Bedeutungen. 
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